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Vorrede  zur  ersten  Auflage. 


Das  Lehrbuch  über  höhere  Mathematik,  welches  ich  hiemit 
der  Oeflfentlichkeit  übergebe,  bildete  im  Mauuscripte  die  Grundlage 
der  Vorlesungen,  welche  ich  in  meiner  früheren  Stellung  am  st.  st. 
Joanneum  zu  Gratz  über  diesen  Gegenstand  zu  halten  hatte.  Zu- 
nächst fuv  den  Unterricht  an  höheren  technischen  Lehranstalten 
bestimmt,  soll  dasselbe  —  dieses  Ziel  hatte  ich  wenigstens  bei  der 
Bearbeitung  im  Auge  —  einerseits  den  der  Mathematik  Beflissenen 
in  das  Studium  der  höheren  Theile  dieser  Wissenschaft  auf  gründ- 
liche Weise  einführen,  anderseits  demjenigen,  der  vorzugsweise  den 
praktischen  Wissenschaften  sich  widmen  will,  das  hiezu  erforderliche 
Materiale  in  möglichst  genügender  Weise  darbieten.  Wie  weit  ich 
mich  diesem  Ziele  genähert  habe ,  muss  dem  ürtheile  der  Sach- 
kundigen überlassen  bleiben. 

Das  Lehrbuch  zerfällt  in  drei  Theile,  welche  der  algebraischen 
Analysis,  der  analytischen  Geometrie  in  der  Ebene  und  im  Räume, 
endlich  der  Differenzial-  und  Integralrechnung  gewidmet  sind,  und 
schliesst  sich  im  Allgemeinen  dem  in  dem  Elementarunterrichte 
gebotenen  Lehrstoffe  au.  Vielleicht  hätten  sich  die  Elemente  der 
analytischen  Geometrie  in  der  Ebene  ,  weil  in  den  Elementarunter- 
richt hie  und  da  aufgenommen,  ausschliessen  lassen;  bei  der  Un- 
sicherheit über  das  Maass  der  vorauszusetzenden  Kenntnisse  habe 
ich  jedoch  um  so  weniger  Bedenken  getragen,  auch  diesen  Ab- 
schnitt aufzunehmen,  als  die  weniger  einfachen  Lehren  desselben 
doch  nicht  übergangen  werden  konnten,  und  daher  an  Raum  nicht 
bedeutend  erspart  v.orden  wäre. 
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Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erwähnung ,  dass  ich  in  der  Dar- 
stellung allenthalben  der  neueren  Methoden  mich  bedient  habe,  wo 
dieselben  vor  älteren  einen  reellen  Vorzug  voraus  haben  und  für 
oin  Compendium  geeignet  schienen.  Eben  so  sind  Gründlichkeit 
und  mathematische  Strenge  Eigenschaften,  die  man  heute  auch  bei 
einem  Elementar  -  Lehrbuche  nicht  mehr  vermissen  mag,  ja  bei 
einem  solchen  um  so  weniger,  als  dadurch  -^  unter  Voraussetzung 
eines  fasslichen  Vortrages  —  das  Verständniss  am  besten  gefördert 
und  allein  nachhaltiger  Nutzen  gestiftet  wird.  Wenn  bei  dem  Un- 
terrichte an  technischen  Lehranstalten  die  praktische  Tendenz '  nicht 
aus  dem  Auge  verloren  werden  darf,  so  scheint  sich  diese  Kück- 
sicht  doch  mehr  auf  die  Auswahl  des  Stoffes  beziehen  zu  sollen,  als 
auf  die  Art  der  Behandlung  desselben,  welche  der  wissenschaftlichen 
Form  nicht  entkleidet  werden  darf,  wenn  der  Unterricht  nicht  in 
ein  blosses  Abrichten  der  Schüler  ausarten  .soll. 

Aus  diesem  Gesichtspunkte  betrachtet,  werden  manche  Lehren 
—  namentlich  der  algebraischen  Analysis  —  nicht  als  zu  weitläufig 
behandelt  erscheinen ,  welche  sich  sonst ,  bloss  mit  Rücksicht  auf 
das  praktische  Bedürfniss,  kürzer  hätten  erledigen  lassen.  Ich  nenne 
beispielsweise  das  zweite  Kapitel  über  die  Convergenz  der  Eeihen 
und  das  sechste  über  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen. 
In  letzterem  habe  ich  namentlich  die  allgemeineren  Sätze,  so  weit 
die  Grenzen  des  Buches  es  erlaubten,  berücksichtiget,  da  es  kaum 
eine  mathematische  Betrachtung  gibt,  in  welche  nicht  der  eine 
oder  andere  derselben  eingeht;  bei  der  Auflösung  der  numerischen 
Gleichungen  jedoch  glaubte  ich  vorwiegend  dem  Bedürfnisse  des 
Praktikers  Rechnung  tragen  zu  müssen  und  habe  daher,  nebst  den 
nöthigen  Hilfsmitteln  zur  Trennung  der  Wurzeln  in  schwierigeren 
Fällen,  nur  solche  Methoden  zur  näherungsweisen  Berechnung  der 
reellen  Wurzeln  aufgenommen,  welche  sich  durch  einen  einfachen 
Rechnungsmechanismus  auszeichnen,  nämlich  die  Newton'sche  in 
ihrer  einfachsten  Form,  die  Homerische  und  die  Regula  falsi.  Strenge 
genommen  ist  freilich  alles,  was  über  die  letztere  hinausgeht,  für 
den  Praktiker  von  Ueberfluss. 

Die  analytische  Geometrie,  sowohl  in  der  Ebene  als  im  Räume, 
wurde  im  Allgemeinen  mit  rechtwinkeligen  Coordinaten  durchgeführt, 
da  diese  in  der  Praxis  fast  allein  Anwendung  finden,  und  der  Nutzen, 
welchen  die  Durchführung  der  Rechnungen  mit  schiefwinkeligen 
Coordinaten  etwa  gewähren  mag,   mit  dem  Räume,  den  dieselbe  in 
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Anspruch  «imiut,  iu  zu  ungünstigem  Verhältuiöse  steht.  Bei  der 
Discus^iou  der  allgeiueiuun  Gleichungea  der  Linien  und  Flächen 
zweiter  Ordnung  biu  ich  im  Wesentlichen  Cauchy's  schöner  Analyse 
-  gefolgt,  —  Uebrigens  enthält  der  zweite  Theil  die  analytische  Geo- 
metrie nur  in  so  weit,  als  die  Hilfsmittel  der  Algebra  reichen;  die 
aUgemeine  Theorie  der  krunamen  Linien  und  Flächen,  so  weit  deren 
Aufnahme  angemessen  schien,  wurde,  wie  dies  üblich  ist,  in  der 
Diflforenzial-  und  Integralrechnung  abgehandelt,  an  welchem  Orte 
siß  zugleich  das  geeignetste  Mittel  zur  Erläuterung  der  rein  analy-^ 
tischen  Operationen  bildet. 

Die  Differenzial-Bechnung  habe  ich  auf  die  Betrachtung  der 
Grenzen  gegründet  und  bin  insbesondere  bei  der  Entwicklung  des 
Bogriifes  des  Differenzialquotienten,  nach  Narier's  Vorgange,  von  der 
Vorstelhing  der  Geschwindigkeit  des  Wachsthums  einer  Punktion 
ausgegangen,  eine  Darstellung,  welche  an  und  für  sich  der  Natur 
der  Sache  angemessen  ist  und  sich  durch  Anschaulichkeit  empfiehlt. 
—  Unter  den  Hilfsmitteln  zur  Entwickelung  der  Funktionen  in 
Reiben  glaubte  ich  das  ßeversions-Theorem  von  Lagrange  nicht 
übergehen  zu  dürfen,  da  man  von  demselben  in  der  angewandten 
Mathematik,  insbesondere  der  Geodäsie  und  Astronomie  häufig  Ge- 
brauch zu  n^achen  hat.  Aus  gleichem  Grunde  habe  ich  in  der 
Integralrechnung  die  Fourier'schen  Reihen  aufgenommen,  welche 
namentlich  für  die  Physik  von  Wichtigkeit  sind  und  die  früheren 
Sätze  über  die  Entwickelung  der  Funktionen  in  Reihen  in  einem 
wesentlichen  Punkte  ergänzen.  Die  Xehre  von  den  bestimmten 
Integralen  und  den  Transcendenten  der  Integralrechnung  konnte 
siölbstverständlich  nur  in  beschränktem  Maasse  Aufnahme  finden; 
das  Mitgetheilte  dürfte  jedoch  genügen,  um  die  nächsten  Bedürfnisse 
des  angehenden  Mathematikers  zu  befriedigen  un4  ihn  z.u  befähigen,^ 
für  entfernter  liegende,  schon  einigermaassen  orientirt,  an  ausführ- 
licheren Quellen  Belehrung  zu  suchen.  Dieselbe  Rücksicht  musste 
mir  auch  bei  der  Bearbeitung  der  Kapitel  über  die  Integration  der 
DifiFereiizial-Gleichungen  zur  Richtschnur  dienen. 

Bei  der  Abfassung  des  Werkes,  welches  der  Bequemlichkeit 
des  Gebrauches  wegen  in  zwei  Bände  getheilt  wurde  und  für  dessen 
äussere  Ausstattung  der  Herr  Verleger  in  vorzüglicher  Weise  ge- 
sorgt, habe  ich  die  besten  mir  zugänglichen  Werke  und  Zeitschriften 
benutzt.  Von  älteren  Autoren  abgesehen,  nenne  ich  vorzugsweise  die 
neueren   Schriften    von   Cauchy,    Navier,    Grunert,    Ettingshausen, 
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Schlömilch,  Moigno,  Petzval.  —  Beispiele  habe  ich  nur  so  viele 
gegeben,  als  zur  Eiläiiteniu*^  der  theoretisoheu  Sätze  uothweudig 
schienen;  zur  weiteren  Einübung  verweise  ich  den  Leser  auf  die 
Aufgaben-  und  Beispielsammlungeu  von  Sohuke,  Strauch,  Rogner, 
Schnuse  und  Magnus. 

Wien  im  August  1857. 


J.  HERR, 
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Vorrede  zur  zweiten  Auflage. 


JDie  wohlwollende  Aufnahme,  welche  diesem  Lehrbuche  in 
weitereu  Kreisen  zu  Theil  wurde,  berechtiget  wol  /ax  der  Annahme, 
da«s  es  für  den  Zweck,  welchen  ich  bei  der  Bearbeitung  desselben 
vor  Augen  hatte,  nicht  ungeeignet  befunden  wurde.  Es  lag  demnach 
bei  Veranstaltung  dieser  neuen  Auflage  zur  Vornahme  einer  wesent- 
licheren Umgestaltung  kein  Anlass  vor,  wol  aber  habe  ich  das  Buch 
einer,  sorgfältigen  Durchsicht  unterzogen  und  die  Mängel  der  ersten 
Auflage  theils  durch  Zusätze,  theils  durch  eine  genauere  Fassung 
der  Darstellung  thuulichst  zu  beseitigen  gesucht.  Ich  war  hiebei 
bemüht,  die  schätzenswerthen  Bemerkungen  der  Fachmänner,  welche 
das  Buch  einer  öffentlichim  Kritik  unterzogen,  so  wie  mehrerer 
geehrten  Collegen  so  viel  als  möglich  zu  berücksichtigen  und  fühle 
mich  verpflichtet,  denselben  hiemit  meinen  Dank  auszusprechen. 

Auf  die  Correctur  des  Druckes  wurde  die  möglichste  Sorgfalt 
verwendet,  so  wie  auch  die  Verlagshaudlung  für  eine  gute  Aus- 
stattung des  Buches  Sorge  getragen  hat. 

Wien  im  December  1871. 


J.  HERR. 


Digitized  by  VjOOQIC 


Vorwort  zur  dritten  Auflage. 


Die  gegenwärtige  dritte  AuHage  wurde  eiuer  sorgfälligeu 
Revision  unterzogen  und  im  zweiten  Bande  mit  einigen  Zusätzen 
bereichert. 


Wien  im  Juli   1877. 


J.  HERR. 
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Seite  101,  Z.  10,  v.  o.  statt:  l[Z(a:  — 1)  +  Ujc-[- 1)  lies:  i[l{x  -  1)  +  ^x  f  1)]. 
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ALaEBRAISGHB  AWALTSIS. 

EINLEITUNG. 

1.  Die  höhere  Mathematik  oder  Analysis  beschäftigt  sich 
mit  der  Betrachtung  aller  Formen,  in  welchen  sich  die  zwischen  Zahlen- 
grössen  stattfindenden  Beziehungen  darbieten. 

2.  So  mannigfaltig  diese  Beziehungen  auch  sein  können,  so  haben 
sie  doch  alle,  in  so  ferne  sie  Gegenstand  der  Analysis  sind,  das  mit 
einander  gemein,^  dass  unter  den  in  dieselben  eintretenden  Grössen  solche 
vorkommen,  welche  entweder  ohne  alle  Einschränkung  oder  wenigstens 
innerhalb  gewisser  Grenzen  jeden  beliebigen  Werth  annehmen  können; 
man  nennt  «olche  Grössen  veränderliche  oder  variable,  im 
Gegensatze  zu  den  beständigen  oder  constanten  Grössen ,  deren 
Werthe  im  Laufe  der  ganzen  Untersuchung  als  unveränderlich  angesehen 
werden.  Man  pflegt  die  veränderlichen  Grössen  gewöhnlich  durch  die 
letzten,  die  constanten  durch  die  ersten  Buchstaben  des  Alphabetes  zu 
bezeichnen. 

3.  Die  zwischen  veränderlichen  und  constanten  Grössen  stattfinden- 
den Beziehungen  erscheinen  immer  in  Form  von  Gleichungen,  und  man 
sieht  leicht  ein,  dass  eine  derartige  Gleichung  mindestens  zwei  variable 
Grössen  enthalten  muss.  Denn  setzt  man  einen  beliebigen  Ausdruck, 
z.  B.  a  +  ö^i  in  welchem  x  eine  veränderliche  Grösse  bedeutet,  =  y, 
so  ist,  da  der  Werth  von  a-\'bx  mit  x  sich  ändert,  auch  y  veränder- 
lich. Da  jedoch  zu  jedem  speciellen  Werthe  von  x  aus  der  Gleichung 
y  =  ax-\'b  ein  bestimmter  Werth  von  y  sich  ergibt,  so  erscheint  y  als 
von  X  abhängig.  Man  unterscheidet  daher  zwischen  unabhängig  und 
abhängig  veränderlichen  Grössen ;  die  ersteren  sind  jene,  denen  man 
jeden  beliebigen  mit  ihrer  Natur  verträglichen  Werth  beilegen  kann, 
die  letzteren  solche,  deren  Werthe  durch  jene  der  unabhängig  Ver- 
änderlichen bestimmt  werden.  Die  zwischen  denselben  stattfindende 
Gleichung  drückt  das  Gesetz  der  Abhängigkeit  aus.  —  Welche 
der   in    einer  Untersuchung   vorkommenden    veränderlichen  Grössen    als 

1* 
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die  unabhängig,  welche  als  die  abhängig  Veränderlichen  zu  nehmen  sind, 
bestimmt    sich  in   jedem  besonderen  Falle  aus  der  Natur  der  Aufgabe. 

4.  Um  auszudrücken,  dass  eine  veränderliche  Grösse  u  von  einer 
oder  mehreren  anderen  abhängig  sei,  sagt  man,  die  erstere  sei  eine 
Funktion  der  letzteren  und  bezeichnet  dies  durch  eines  der  Symbole : 

u  =  f{x\  u  =  F{x\  u  =  (p{x,  y\  u=U'{x,  y,  z)  u.  s.  w., 
indem    man    den   in   Klammern    eingeschlossenen    und    durch    Beistriche 
getrennten    unabhängig   veränderlichen    Grössen    einen    der    Buchstaben 
/",  F,  (f,  ^/^  .  .  .  (als  Funktionszeichen)  vorsetzt.     Dabei  bedeuten  diese 
Symbole   irgend   einen    Ausdruck,    welcher   aus    den  Veränderlichen  x, 
oder  X,  y,  u.  s.  w.  und  consUnten  Grössen  gebildet  ist ;  z.  B. : 
y=.f{^x)=ia  -|-  hx'^\  ^  =  F{x^  y^  =  aX'\-  b  sin^; 
u  =  i/'  (x,  y,  £:)  ^=  a'^ -^  y  (l  —  log  ^). 

6.  Unter  Form  der  Funktion  versteht  man  die  Art ,  wie  die  in 
der  Funktion  vorkommenden  constanten  und  variablen  Grössen  mit 
einander  verknüpft  sind.  Funktionen,  welche  sich  nur  durch  die,  die 
Variablen  bezeichnenden  Buchstaben  unterscheiden,  z.  B. : 

s^z=f{x)  =  x"^{a—hx^),  und  u=r f{y)  =  y^^{a  —  by'^) 
haben  einerlei  Form,  und  werden,    sobald  zwei  oder  mehrere  solche 
Funktionen   in   derselben  Rechnung    vorkommen,    mit  demselben  Funk- 
tionszeichen bezeichnet.  Man  nennt  sie  ähnliche  Funktionen. 

Symbole,  wie  die  folgenden: 

n^  +  y).  f{xy\  fC\  u.  dgl. 
y 

stellen   ebenfalls  Funktionen   der   beiden  Veränderlichen  x   und  y  vor; 

es  kommt  ihnen  aber  die  besondere  Form  zu,  dass  die  Grössen  x  4-  y^ 

x 
xy,       wie  eine  einzige  Veränderliche  in  dieselben  eingehen;  setzt  man 

y 

X 

z.  B.  z  an  die  Stelle  von  x+y,  yx,      , ...  so  nehmen  dieselben  die  Form 

y 

f[z)  an  und  erscheinen  sofort  als  Funktionen  der  einen  Veränderlichen  £. 
Bei  manchen  Untersuchungen  ist  es  nöthig,  die  Anwesenheit  con- 
stanter  Grössen  in  einer  Funktion  ersichtlich  zu  machen ;  dies  geschieht 
dadurch,  dass  man  dieselben  unter  das  Funktionszeichen  in  die  Klammer 
aufnimmt ;  z.  B.  y  =  f\x,  a), 

6.  Eine  Funktion  u  einer  oder  mehrerer  Veränderlichen  kann 
entweder  entwickelt  (gesondert ,  explicit)  oder  unentwickelt 
(ungesondert,  implicit)  gegeben  sein,  je  nachdem  die  Gleichung,  welche 
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längigkeit  der  Funktion  u  von  den  unabhängig 
ickt,  in  Bezug  auf  u  aufgelöst  ist,  oder  nicht.    In 

(§.  4)  sind  hiernach  i/,  z,  u  entwickelte  Funktionen 
X ;  X  und  y  \  x,  y  und  £.  Hingegen  ist  durch  die 

4.  a;^  =  0,  y  als  unentwickelte  Funktion  von  x ; 

u^  —  {x-\-  y)  sin  u  -j-  a*^  =  0,  u  als  unentwickelte 
l   y    dargestellt.     Allgemein    werden   unentwickelte 
eichungen  von  der  Form: 
),  F{u,  X,  y)  =  0,  (p{x,  y,  z)=0,  etc. 

a  heisst  einwerthig,  wenn  sie  für  jeden  beson- 
•änderlichen  nur  einen  Werth  anzunehmen  ver- 
vielwerthig  oder  v i e l d e u t i g  und  insbesondere. 
s.  w.,  wenn  jedem  speciellen  Werthe  der  unab- 
i  zwei,  drei,  u.  s.  w.  Werthe  der  Funktion  ent- 
bigem  Beispiele :  y'^  —  '^iay-\'x'^  =  0^y  eine  zwei- 
1  X ;  denn  löst  man  diese  Gleichung  für  y  auf,  so 
/a*  —  x^,  woraus  man  sogleich  erkennt,  dass  jedem 

Werthe  von  y:  a+V^"*  —  ^^  ^^^  «  —  Vo^  —  x^ 
Aktionen  arcsino;,  arccoso;,  etc.  sind,  wie  aus  der 
it,  vieldeutig,  da  zu  jedem  Werthe  eines  Sinus, 
ndlich  viele  Bögen  gehören. 

zwei  Gleichungen  z  =  f{y)  und  y=:(p{x),  so  ist 
i  man  sagt  in  diesem  Falle,  z  sei  eine  Funktion 
In  gleicher  Weise  folgt  aus 

Fix,  y),  X  =  (f{t\  y  =  i//(^): 
z  =  F[fp{t\  il^{t)]=f{t); 
Funktion  der  zwei  Veränderlichen  x  und  y,  welche 
nen    von  t  sind ,    so   dass   auch    z   eigentlich   nur 
Veränderlichen  t  ist. 

e  Funktionen  in  algebraische  und  transcen- 
Funktionen  heissen  jene,  in  welchen  die  veränder- 
ien  (sogenannten  algebraischen)  Operationen  der 
n,  Multiplication ,  Division  und  Potenzirung  zu 
ationalen  Exponenten  unterworfen   sind;    z.  B. 

y^  3 

+  bx'^',    ^    —arx^  +  y'  +  b  =  0; 

X 

ax^y-^  —  })\x^  =  {)\ 
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alle  anderen  Funktionen  heissen  transcendente ,  unter  welchen  die 
Exponentialfunktion  »/  =  a * ,  d.  i.  die  Potenz  mit  veränderlichem 
Exponenten,  die  logarithmische  Funktion  i/=z\ogx,  ferner  die 
trigonometrischen  Funktionen  sin.r,  cosa;,  tga;,  etc.,  und  deren 
Umkehrungen,  die  cyklometrischcn  Funktionen:  arc  sin  o;, 
arc  cosa;,  arctga;,  etc.  für  uns  vorläufig  die  wichtigsten  sind. 

Man  erkennt  leicht,  dass  den  algebraischen  Funktionen,  sie  mögen 
was  immer  für  eine  Form  haben,  zuletzt  die  einfache  Funktion  p  =  a;  * 
zu  Grunde  liegt,  wo  a  eine  beliebige  ganze  oder  gebrochene,  positive 
oder  negative,  jedoch  beständige  und  rationale  Zahl  bedeutet.  —  Nennen 
wir  übrigens  einfache  Funktionen  jene,  welche  durch  eine  einzige  mit 
der  Variablen  vorgenommene  Operation  zu  Stande  kommen,  so  können 
wir  als  einfache  algebraische  Funktiouen  folgende  aufführen: 

a  +  X,    a  —  a?,    ax,   — ,    a?**, 

X 

welche,  wie  man  sieht,  sämmtlich  in  der  Form  ( A  +  J9j;'")'*  enthalten 
sind,  während  die  oben  angeführten  Beispiele  zusammengesetzte  Funktionen 
darstellen.  Analog  hiemit  haben  wir  als  einfache  transcendente  Funktionen : 

a^,  logic,  sinar,  arc  sin  x, 
zu   welchen   man ,    ihres    häufigen  Gebrauches    wegen ,    noch    cos  x  und 
arc  cos  a;  zählen  kann,  wiewohl  sich  diese,  so  wie  alle  übrigen  trigono- 
metrischen   Funktionen    bekanntlich    durch    sin  x ,    die    cyklometrischen 
durch  arc  sin  x  ausdrücken  lassen. 

Die  Entwickelung  der  Eigenschaften  der  verschiedenen  Funktionen 
und  ihrer  Beziehungen  zu  einander  bildet  den  wesentlichen  Inhalt  der 
Analysis',  daher  auch  diese  häufig  die  Lehre  von  den  Funk- 
tionen genannt  wird. 

10.  Die  algebraischen  Funktionen  werden  in  rationale  und 
irrationale,    ganze  und  gebrochene  Funktionen  unterschieden. 

Unter  einer  rationalen  Funktion  versteht  man  jene,  in  welcher, 
nachdem  sie  möglichst  reducirt  worden  ist,  die  veränderlichen  Grössen 
unter  keinem  Wurzelzeichen  oder,  was  dasselbe  ist,  mit  keinem  gebro- 
chenen Exponenten  behaftet  vorkommen ;  im  Gegentheile  heisst  die 
Funktion  irrational.  So  sind  von  den  Funktionen : 

xy  a  -\-  y\  b 

_x}/a  +  y 

die  beiden  ersten  rationale,  die  zwei  letzten  irrationale  Funktionen. 
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Unter  ganzen  Funktionen  versteht  man  solche,  welche  die  ver- 
änderlichen Grössen  in  keinem  Nenner  oder,  was  dasselbe  ist,  mit  keinem 
negativen  Exponenten  behaftet  enthalten ;  ist  dies  hingegen  der  Fall,  so 
heisst  die  Funktion  gebrochen.  Von  obigen  vier  Funktionen  sind  die 
erste  und  dritte   ganze,    die   zweite  und    vierte  gebrochene  Funktionen. 

Die  allgemeine  Form  einer  gauzen  rationalen  algebrai- 
schen Funktion  einer  veränderlichen  Grösse  ist: 

y  =  A  +  Bx  +  Cx'^  +  Dx^  + +  Mx''', 

wo  A,  B,  C,  .  .  .  .  M  constante  von  x  unabhängige  Coefficienten  sind. 
Der  Exponent  der  höchsten  in  der  Funktion  vorkommenden  Potenz 
vou  X  bestimmt  den  Grad  der  Funktion.  Obige  Funktion  ist  also  vom 
mten  Grad.  Die  Funktion  des  ersten  Grades  y  =^  A  '\'  Bx  nennt  man 
auch  häufig  (aus  geometrischen  Gründen)  lineare  Funktion. 

Die  allgemeine  Form  einer  gebrochenen  rationalen  Funktion  ist : 

A  J^  Bx  ^  Cx'  + +  Pa;'» 

y  =  • 


a  -j-  ^^  +  ^'-^"^  + +  Ö^** 

sie  heisst  echt  gebrochen,   wenn  der  Nenner   von   höherem  Grade    ist, 

als  der  Zähler,  im  Gegentheile  unecht  gebrochen.  % 

n.  Unter  Dimension  eines  Ausdruckes,  welcher  aus  constanten 
und  variablen  Faktoren  besteht,  versteht  man  die  Summe  der  Expo- 
nenten der  veränderlichen  Faktoren.  So  sind  die  Ausdrücke  ax^^  ahxy^z, 

ax^ y  beziehungsweise  von  den  Dimensionen  3,  4,  \,  Hieraus  erhellt, 
dass  nach  dem  Begriffe  eines  Quotienten  und  einer  Wurzelgrösse  die 
Dimension  eines  Bruches  gefunden  wird,  wenn  man  von  der  Dimensions- 
zahl des  Zählers  jene  des  Nenners  abzieht;  jene  einer  Wurzelgrösse 
hingegen,  wenn  man  die  Dimensionszahl  des  Ausdruckes  unter  dem 
Wurzelzeichen  durch  den  Wurzelexponenten  dividift.  Der  Ausdruck 
nxy'^  


ist  hiernach  von    der  2ten,  \  ax'^y^   von    der   dritten  Dimension. 

Dies  vorausgesetzt,  heisst  eine  Funktion  zweier  oder  mehrerer 
Veränderlichen  homogen,  wenn  alle  Glieder  derselben  von  gleicher 
Dimension  sind;  im  entgegengesetzten  Falle  wird  sie  heterogen 
genannt.  Die  Dimensionszahl  eines  Gliedes  bestimmt  den  Grad  oder 
die  Ordnung  der  homogenen  Funktion.  So  sind : 

2  =.x^  ^  axy  +  y^\  u  ^=  x  +  \x-  +  y^; 
__     ax^  -f-  hy'^^y^  -f  x^ 

y^  +  y  +  ^ 

.omogene  Funktionen   beziehungsweise  vom  2**^",    1*®"    und   |*^*^"   Grade. 
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Diese  Eigenschaft  der  Homogeneität  lässt  sich  leicht  anf  einen 
analytischen  Ansdrack  bringen.  Die  Funktion  f{x,  j/,  ;?,....)  ist  nftm- 
lich  homogen  nnd  vom  n^°  Grade,  wenn  sie  für  jeden  Werth  von  t 
der  Bedingung: 

f{tx,  ty,  tz,  .  .  .)  =  <".  f{^.  y.  z,..  .) 
genügt,  wo  t  eine  neue  von  den  andern  unabhängige  Veränderliche  ist. 
Wie  man  leicht  sieht,  ist  die  frühere  Definition  in  dieser  allgemeineren 
eingeschlossen.  Nach  letzterer  erkennt  man  z.  B.,  dass  die  Funktion 
f{x^  y)  =  \ogx  —  logy  homogen  vom  0*^"  Grade  ist;  denn  setzt 
man  tx^  ty  an  die  Stelle  von  x  und  y,  so  erhalt  man  f{tXy  ty)  =  \ogtx  — 
\Qgty  =  loga?  —  logy  =  f{x,  y)  =  t^f{x,  y). 

Periodische  Funktionen  werden  solche  genannt,  welche  in 
regelmässiger  Wiederkehr  immer  dieselbe  Reihe  von  Werthen  durch- 
laufen, wenn  die  unabhängig  Veränderliche  fort  und  fort  zunimmt,  so 
dass  allen  Werthen  der  letzteren,  welche  um  gleiche  Intervalle  von 
einander  entfernt  sind,  gleiche  Funktionswerthe  entsprechen.  Die 
trigonometrischen  Funktionen  gehören  in  diese  Klasse ;  denn  es  ist  z.  B. 
bekanntlich 
sin X  =  sin [t  +  27t)  =  sin  (x  +  47r)  =  sin  (a;  +  (m)  =  .  .  .  u.   s.  w.*) 

12.    Eine   Funktion   zweier  oder    mehrerer   Veränderlichen    heisst 
symmetrisch,  wenn  dieselbe  bei  beliebigen  Vertauschungen  der  Ver- 
änderlichen unter  einander  keine  Aenderung  ihres  Werthes  erleidet.  Z.  B. 
w  =  aj*  -|-  xy  4"'  y^\   u  =  2xy  +  2xß  +  2yz; 
u  =  ajv  -{•  y^;  u  =  cos  dJ  cos 2/  —  {sinx^  +  sin^/'*). 

Bemerkenswerth  sind  insbesondere  die  algebraischen  rationalen  sym- 
metrischen Funktionen,  in  Bezug  auf  deren  Bau  sich  aus  obigem  Begriffe 
folgende  Eigenthümlichkeiten  ergeben. 

1)  Besteht  die  Funktion  nur  aus  einem  Gliede,  so  müssen  sämmt- 
liche  Faktoren  (Elemente),  von  einem  etwa  anhaftenden  Coefficienten 
abgesehen,  gleiche  Exponenten  haben.  Z.  D.  w  =  Äx^yV. 

2)  Besteht  die  symmetrische  Funktion,  wie  gewöhnlich,  aus  meh- 
reren Gliedern  und  ist  V  eines  derselben,  welches  durch  eine  beliebige 

*)  Mit  dem  Buchstaben  .t  werden  wir  ausschliesslich,  wie  dies  gewöhnlich 
geschieht,  das  Verhältniss  der  Kreisperipherie  ^am  Durchmesser  bezeichnen. 
Für  den  Halbmesser  =-- 1  drückt  daher  ;i  -  3,1415*^2^0  ..  .  die  Länge  der 
halben  Kreisperipherie  aus,  welche  dem  Winkel  -   180"  entspricht.  Eben  so 

7t 

bezeichnet  --  den  dem  Winkel  =  90°  entsprechenden  Bogen,  2.t  die  ganze 
Peripherie  =  360",  u.  s.  w. 
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Vertanschung  der  darin  vorkommenden  Elemente  in  W  übergeht,  so 
rattss  das  Glied  W  auch  unter  den  Gliedern  der  symmetrischen  Funk- 
tion vorkommen. 

3)  Alle  Glieder  einer  s.  Funktion  müssen  daher  gleichviel  Elemente  ent- 
halten, und  diese  in  allen  Gliedern  mit  denselben  Exponenten  behaftet  sein. 

4)  Hieraus  folgt  sogleich,  dass  jede  s.  Funktion  gegebener  Ele- 
mente durch  irgend  eines  ihrer  Glieder,  und  jedes  Glied  —  daher  auch 
die  ganze  Funktion  —  durch  die  Exponenten  der  Elemente  bestimmt 
ist.  Hierauf  gründet  sich  eine  einfache  Bezeichnung  der  symmetrischen 
Funktionen,  wenn  die  Elemente  bekannt  sind;  man  schreibt  nämlich 
bloss  die  Exponenten  eines  Gliedes,  durch  Beistriche  getrennt,  in  eine 
eckige  Klammer,  wie  folgende  Beispiele  zeigen,  welche  s.  Funktionen 
der  drei  Grössen  a,  b,  c  darstellen. 

[1]  =  a  +  ft  -f  c;  [2]  =  a^  +  h'-  +  c'';  [n]  =  a«  +  6-  +  c"  ; 
[1,  i]  =  ab  +  ac+bc-[2,  \]  =  aH  +  ab^  +  a^'c  +  ac^  +  b''c  +  bc^ ; 
[1,   1,   1]  =  abc;  [2,  1,  1]  =  a'^bc  +  ab^c  +  a&c«. 
Aus  der  Anzahl  der  Exponenten  in  der  Klammer  erkennt  man  die  An- 
zahl der  Grössen,  welche  in  jedes  Glied  eintreten,  und  es  erübrigt  nur 
noch  anzugeben,  wie  die  verschiedenen  Glieder  gebildet  werden. 

Es   seien   a,  6,  c,  rf, ä:,  l  die  n  Grössen,   aus   welchen   die 

symmetrische  Funktion  [«^,  «g,  «3,  .  .  .  «,]  erzeugt  werden  soll,  wo  «j, 
«g,  «3,  .  .  .  .r^;.  die  Exponenten,  r  an  der  Zahl,  bedeuten,  welche  in  jedem 
Gliede  vorkommen.  Man  bilde  zuvörderst  alle  Combinationen  der  r*^" 
Classe  ohne  Wiederholung  aus  den  n  Elementen  a,  6,  c,  .  .  .  ^•,  l\  sodann 
alle  Permutationen  der  r  Exponenten  «j,  f^j,,  .  .  .  a, ,  und  verbinde  endlich 
jede  dieser  Complexionen  in  der  Form  von  Exponenten  mit  jeder  ein- 
zelnen Combination  der  Elemente. 

Z.  B.  Aus  den  Grössen  a,  6,  c,  d  die  s.  Funktion  [3,  2,  1)  zu  bilden. 
Mau  findet: 

Combinationen  der  3*®"    Classe      I  Pemiutationen   der  Exponenten 
jjer  Grössen  a,  b,  c,  d,  1  1,2,3. 

a,  b,  c  1,2,3  3,1,2 

a,  6,  d  1,  3,   2  3,   2,   1 

a,  c,  d  2,1,3 

b,  c,  d  2,3,1 
somit  ist 

[3,  2,  l]  =  ab^c^  +  ab^c'  +  a^c'^  +  a'^b^c  +  a^bc'  +  u'^b'^c  +  ab'd^  + 
abH^  +  a'bd'^  +  a'b-'d  +  a'^bd^  +  a%^d  +  avH'  -f  avM^  + 
a'cd'^  -f  aVd  -f  a\d;^  +  a^cH  +  bcH^  +  bcH''  +  b^cd^  + 
b'cM  +  b\d^  +  b'hhl. 
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Wie  leicht  einzusehen,    ist  die  Anzahl  N  aller  Glieder   gleich  der 
|f  Anzahl  der  Combinationen,  multiplicirt  mit  der  Anzahl  der  Permutationen; 

s>  also  för  n  Elemente  und  r  Exponenten  : 

:.:  ^-'~  lT2:3T.:.  .r .  1.2.  3.4...  r 

f:  ^n(n-  !)(«-  2)..  .  .(«  — r+  1), 

f^  vorausgesetzt,  dass  die  Exponenten  alle  verschieden  sind.  Befinden  sich 

'^;  aber  unter  denselben  mehrere  Gruppen  von  j?,  (/,  s,  .     .  gleichen  Zahlen, 

i'  so  ist  bekanntlich  die   Anzahl  aller  Permutationen 

l;-  _  1.2.3.4 r 

i'  "~1  .2~3..  .|).  1  .2    3  .  .  ^.  1  .2.3  .  ..'s' 


somit 


_  n(w         l){n  —  2)  ...  .  (n  --  r  +  1) 


l  .  2  .  3  .  .  i>  .  l  .  2  .  3  . .  ry  .  1  .  2  .  3  .  .  .  .s ' 
Die  Summe  der  Exponenten  in  einem  Gliede  bestimmt  den  Grad 
oder  die  Ordnung  der  s.  Funktion.  In  die  Klammer  pflegt  man  die 
Exponenten  vom  grössten  angefangen  der  Ordnung  nach  zu  schreiben, 
und  sagt,  diejenige  s.  Funktion  sei  von  einer  höheren  Klasse,  welche 
in  der  Klammer  einen  grösseren  Exponenten  hat.  So  ist  [3]  von  höherer 
Klasse  als  [2,  J],  diese  von  höherer  als  [1,  1,  1]. 

Eine  s.  Funktion  heisst  zusammengesetzt,  wenn  sie  aus  mehreren 
Theilen  besteht,  die  für  sich  symmetrisch  sind.  Besteht  die  s.  Funktion 
aus  mehreren  rationalen  Brfichen,  so  Ifisst  sie  sich,  indem  man  dieselben 
auf  einen  gemeinschaftlichen  Nenner  bringt,  in  einen  einzigen  Bruch 
zusammenziehen,  dessen  Zahler  und  Nenner,  fßr  sich  allein  betrachtet, 
ganze  rationale  s.  Funktionen  sind. 

13.  Die  unabhängig  veränderliche  Grösse  x  einer  Funktion  //  =  f'x) 
wird  immer  als  stetig  (continuirlich)  veränderlich  gedacht,  d.  h.  so, 
dass  dieselbe  von  irgend  einem  Werthe  x  =  x^  zu  einem  anderen  x  =  x^ 
nicht  übergehen  katin,  ohne  alle  zwischen  liegenden  Werthe  zu  durch- 
laufen. Diese  Eigenschaft  der  Stetigkeit  liegt  schon  im  Begriife  der 
unabhängig  veränderlichen  Grösse,  als  einer  solchen,  welche  entweder 
ohne  alle  Einschränkung  oder  wenigstens  innerhalb  gewisser  Grenzen  o;,,, 
j?,  jeden  beliebigen  Werth  annehmen  kann.  Bezeichnen  wir  nun  mit  t/^ 
und  ^j  jene  Werthe  der  Funktion  y  =  f{x),  welche  den  Werthen  x^^ 
und  .rj  der  unabhängig  Veränderlichen  x  entsprechen,  so  heisst  die 
Funktion  y  =  f'{x)  innerhalb  der  Grenzen  x^  und  x^  stetig,  wenn  sie, 
wahrend  x  von  a:,,  in  x^  also  auch  y  von  y^  in  y^  tibergeht,  bei  diesem 
Uebergange  alle  zwischen  y^^  und  y^   liegenden  Werthe  durchläuft.  Die 
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Lehren  des  folgenden  Kapitels  werden  uns  ein  einfaches  Mittel  darbieten, 
den  Begriff  der  Stetigkeit  «ler  Funktion  analytisch  auszudrücken. 

14.  Um  sich  von  dem  Verlaufe  einer  Funktion  y^=T.f\x)  d.  i.  von 
der  alhnäligen  Aenderung  der  Werthe,  welche  die  Funktion  y  annimmt, 
wenn  x  andere  und  andere  Werthe  erhält,  eine  deutliche  Vorstellung 
zu  machen,  könnte  man  zu  beliebig  gewählten  Werthen  von  x : 


die  zugehörigen  Werthe  von  y : 

aus  der  Gleichung 

y  =  f'(.r) («) 

berechnen;  wählt  man  dabei  die  Werthe  von  x  in  gleichen  Abständen, 

so  wird  man    aus    der  Uebersicht    der  Werthe   ^j  ,  ^2 '  ^a »  •  •  •  •    ®^"® 

genügende  Vorstellung  über  den  Verlauf  der  (Fig.  1.) 

Funktion  sich  bilden  können. 

Ein  viel  anschaulicheres  und  zugleich  der 

Natur. der  Sache  höchst  angemessenes  Mittel 

zu  diesem  Zwecke  bietet  uns  jedoch  die  Geo- 
metrie durch  die  Construction  dieser  Funktions- 
werthe  dar. 

Man  betrachte  die  Zahlenwerthe  von  x 
und  y  als  Längen  gerader  Linien,  ziehe  eine 
Gerade  von  unbestimmter  Länge,  XX'  (Fig.  1) 
als  Axe  (die  Abscissenaxe),  wähle  in  derselben 
einen  festen  Punkt  Ä,  den  Anfangspunkt,  und 
trage  hierauf  nach  irgend  einem  beliebigen 
Maassstabe  die  Werthe  von  x  auf  der  Axe 
XX'  von  Ä  aus  auf,  die  positiven  »etwa  in  der 
Richtung  AX,  die  negativen  in  der  Richtung 
AX' ;  in  den  Endpunkten  dieser  Strecken, 
welche  Absei  SS  en  genannt  werden,  errichte 
man  Perpendikel,  auf  welchen  sofort  die  zu- 
gehörigen Werthe  von  y,  die  Ordinaten 
y\'>  Vt^  ;yj,  .  .  .  aufgetragen  werden,  und  zwar 
die  positiven  etwa  oberhalb,  die  negativen 
unterhalb  der  Axe  XX'.  Man  erhält  hiedurch 
in  der  Ebene  der  Zeichnung  eine  Reihe  von 
Punkten,  deren  jeder  durch  ein  Paar  zusammen- 
gehöriger Werthe  von  x  und  y  bestimmt  wird, 

.velche  nach  einem  durch    die  Gleichung  (a) 


\: 
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ansgesprocheaen  Gesetze  aaf  einander  folgen  und,  durch  einen  continuir- 
liehen  Zug  verhunden,  irgend  eine  gerade  oder  krumme  Linie  erzeugen, 
welche  das  geometrische  Bild  der  Funktion  fix)  ist,  und  mit  einem 
Blicke  den  Lauf  der  Funktion  übersehen  lässt.  Auf  diese  Art  ist  in 
Fig.  (1)  die  Funktion 

ff  =r  x^  +  '2x^  —  5x  —  3 


construirt,  welche  fflr 
x  =  0 

x=  1  =  AI 

x  =  2  =  Ä2 

X  ■=  3  =  A3 

u.  s.  w. 

X  =  —  i  =  AV 

x  =  —  2  =  A2' 

x^   -  3  =  A3' 

X  =—  ^z=r.  .44' 
u.  s.  w. 


y  =  —    3  =  AM 
y  =  —    5  =  IN 
y=+    3  =  2(2 
2/  =  +  27  =  3JR 

U.    8.   W. 

y=+     3=  VM' 
^  =  +     7  =  2'.r 
y=+    3  =  3V 
y  =^  —  15  =  4'R 
u.  s.  w. 

gibt.  Auf  diese  Art  lässt  sich  jede  Funktion  einer  Veränderlichen  in 
einer  Ebene  construiren.  Die  algebraische  Funktion  des  ersten  Grades 
y  =  ax  -\'  b  erzeugt  eine  gerade  Linie,  wodurch  sich  der  Name  „lineare 
Funktion"  erklärt;  alle  anderen  Funktionen  erzeugen  im  allgemeinen 
krumme  Linien. 

Auch  Funktionen  zweier  Variablen,  ^  =  f  {x,  y)  lassen  sich  noch 
geometrisch  darstellen ;  da  jedoch  hier  drei  Veränderliche  zu  construiren 
sind,  so  reicht  hiezu  die  Ebene,  welche  nur  zwei  Dimensionen  hat, 
nicht  aus,  sondern  die  Construction  muss  im  Räume  vorgenommen 
werden.  Denken  wir  uns  (Fig.  2)  drei  auf  einander  senkrechte 
Ebenen,  XAY,  XAZ,  YAZ,  welche  sich  in  den  aufeinander  senkrechten 
Geraden  (den  Axen)  JLX,  AY,  AZ  und  in 
dem  gemeinschaftlichen  Punkte  -4,  dem  Anfangs- 
punkte schneiden.  Trägt  man  nun  nach  einem 
beliebigen  Maassstabe  zwei  willkürliche  Werthe 
von  X  und  y,  z.  B.  a;  =  a  =  AP,  y  =  b  =:  AQ 
auf  den  Axen  AX  und  AY  auf,  zieht  in  der 
Ebene  XAY  Pm,  Qm  beziehungsweise  zu  AY 
und  AX  parallel,  so  bestimmt  sich  dadurch 
ein  Punkt  m  in  der  genannten  Ebene;  in  die- 
sem Punkte  errichte  man  eine  Senkrechte  auf 
die  Ebene  XAY,  und  trage  auf  derselben  den  den  Werthen  x  ==  a, 
y  =  b  entsprechenden  Werth  von  ^  =  c,  nämlich  c  =  /'(a,  b)  =  niM 
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auf,  so  ist  M  ein  durch  die  Funktion  ^  =  f{x,  y)  bestimmter  Punkt 
im  Räume.  Wählt  man  nun  für  x  und  y  andere  und  andere  Werthe, 
so  erhält  man  offenbar  eine  Folge  von  Punkten  im  Räume,  welche  eine 
gewisse  Fläche  bilden  werden,  deren  Gestalt  von  der  Form  der  Funktion 
2  =  fi^x,  y)  abhängt. 

Funktionen    von  mehr   als    zwei  Veränderlichen    lassen    sich    nicht 
mehr  construiren,  da  der  Raum  nur  drei  Dimensionen  hat. 


-v^-- 
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ERSTES   KAPITEL 


VON    DEN    UNENDLICH    GROSS    UNO    UNENDLICH      KLEIN    WERDENDEN    GRÖSSEN    UND 
DES  ÖRENZWERTHEN  DER  FUNKTIONEN. 


15.  Da  eine  veränderliche  Grösse  im  Allgemeinen  jedes  beliebigen 
Werthes  fähig  ist,  so  kann  man  sich  den  Zahlenwerth  derselben  fort 
und  fort  wachsend  vorstellen,  so  dass  er  endlich  grösser  wird  als  jede 
denkbare  noch  so  grosse  Zahl ;  man  sagt  in  diesem  Falle,  die  Grösse 
wachse  unendlich  oder  sie  werde  unendlich  gross.  Eben  so 
kann  man  sich  vorstellen,  dass  der  Zahlenwerth  einer  variablen  Grösse 
fort  und  fort  abnehme,  so  dass  er  endlich  kleiner  wird,  als  jede 
beliebige  noch  so  kleine  Zahl ;  die  Grösse  heisst  in  diesem  Zustande 
eine  unendlich  abnehmende  oder  unendlich  klein  werdende 
Grösse.  Der  Kürze  wegen  nennt  man  gewöhnlich  Grössen,  welche  im 
Zustande  des  unendlichen  Wachsens  oder  Abnehmens  begriffen  sind, 
schlechthin  unendlich  grosse  und  unendlich  kleine  Grössen. 

16.  Diese  Erklärungen    führen    unmittelbar   zu   folgenden  Sätzen: 

a)  Die  Summe  mehrerer  mit  demselben  Zeichen  behafteten  unend- 
lich wachsenden  Grössen  wird  selbst  unendlich  gross;  die  Summe  zweier 
mit  entgegengesetzten  Zeichen  behafteten  unendlich  wachsenden  Grössen 
hingegen  kann  unendlich  gross  werden,  constant  bleiben,  ja  selbst 
unendlich  abnehmen. 

b)  Die  Summe  einer  endlichen  constanten  und  einer  unendlich 
wachsenden  Grösse  wird  unendlich  gross.  Daraus  folgt,  dass  eine 
unendliche,  d.  h.  im  Zustande  des  unendlichen  Wachsens  begriffene 
Grösse  durch  Addition  oder  Subtraktion  einer  endlichen  weder  vermehrt 
noch  vermindert  wird  und  daher  in  der  Summe  w  ±i  a  die  constante 
endliche  Grösse  a  gegen  die  unendlich  wachsende  w  verschwindet. 

c)  Die  Summe  einer  endlichen  Anzahl  gleich  oder  entgegengesetzt 
bezeichneter  unendlich  abnehmenden  Grössen  wird  unendlich  klein. 

d)  Das  Produkt  mehrerer  unendlich  werdenden  Grössen  oder  einer 
solchen  mit  einer  constanten  Grösse  wird  unendlich  gross;  das  Produkt 
unendlich  kleiner  Grössen,  oder  solcher  mit  constanten  Grössen  nimmt 
unendlich  ab. 
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p)  Da  der  Weith  eines  Bruches  mit  constantem  Zähler  immer 
grösser  oder  kleiner  wird  ,  wenn  der  Nenner  fortwährend  ab-  oder  zu- 
nimmt, so  wird  ein  solcher  Bruch  unendlich  klein  oder  gross,  je  nach- 
dem der  Nenner  unendlich  zu-  oder  abnimmt. 

f)  Eine  Potenz  mit  constantem  positiven  Exponenten  wird  unend- 
lich gross  oder  unendlich  klein,  je  nachdem  die  Wurzel  unendlich  gross 
oder   unendlich    klein    wird;    das    Gegentheil     findet    statt,    wenn    der 

^  .     .         ,  1 

Exponent  negativ  ist,   da  «'~"  =       . 

g)  Ist  a"'  eine  Potenz  mit  constanter  Wurzel  und  veränderlichem 
Exponenten,  und  a  >  1,  so  wird  die  Potenz  unendlich  gross,  wenn  %d 
positiv  ist  und  unendlich  zunimmt;  ist  hingegen  der  Exponent  negativ, 

so  wird  a~^  =  bei    unendlich  wachsendem  w  unendlich  klein.    Ist 

(I  <1  1 .  so  setze  man  «  =     ,  wo  nun  h  >  1  sein  wird ;    hiemit  wird 

ay  =       ,    welcher  Ausdruck    mit   unendlich    wachsendem  w   unendlich 

klein  oder  gross  wird,  je  nachdem  w  positiv  oder  negativ  ist. 

K)  Die  Verhältnisse  w'^.tc,  w'^\w'^,  u.  s.  w.  ändern  sich  offenbar 
nicht  und  bleiben  immer  gleich  dem  Verhältnisse  w  \  1,  wie  gross  man 
auch  w  annehmen  mag;  wird  daher  diese  Grösse  gegen  die  Einheit 
unendlich  gross,  so  muss  auch  w^  im  Vergleiche  zu  w,  eben  so  w^  im 
Vergleiche   zu  w^,    u.  s.  w.    unendlich    gross   werden.     Man   nennt   w^, 

w^y . . .  unendliche  Grössen  der  2*®",  3*^" Ordnung   mit  Bezug  auf 

w,  als  eine  unendlich  wachsende  Grösse  der  1^^"  Ordnung.  Ist  umge- 
kehrt IV  eine  unendlich  abnehmende  Grösse,  so  wird  w'^  gegen  u\  w^ 
gegen  w^  u.  s.  w.  unendlich  klein,  da  die  Verhältnisse  w^ :  w,  w^ :  w^ 
u.  s.  w.  auch  bei  dem  unendlichen  Abnehmen  von  w  dem  Verhältnisse 
w  :  1  stets  gleich  bleiben.  Man  nennt  w^,  w'^,  ...  unendlich  kleine 
Grössen  der  2'®",  3^^^,  .  .  .  Ordnung,  wenn  man  iü  als  ein  unendlich 
Kleines  der  ersten  Ordnung  betrachtet.  Eine  unendlich  kleine  Grösse 
höherer  Ordnung  verschwindet  gegen  eine  unendlich  kleine  Grösse 
niedrigerer  Ordnung;  das  umgekehrte  findet  bei  unendlich  wachsenden 
Grössen  statt. 

i)  Ist 

/■(x)  =  Ar'"  +  Bx'^-^  -f  Ca;'»  2  + -f  Px  +  Q 

eine  ganze  rationale  Funktion  von  a;,  in  welcher  die  Coefficieiiten  Ä, 
By  C P,  Q  von  X  unabhängig  sind ,  so  wird  nach  obigen  Sätzen 
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m  unendlichen  Waclisen  von  x  selbst  unendlich  j 
r  X  immer  einen  hinreichend  grossen  endlichei 
welcher  das  erste  Glied  >la;"*  numerisch  grösser  als 
senden,  und  somit  das  Zeichen  des  ganzen  Ausdruck« 
sn  Gliedes  abhängig  macht. 

m    es  sei,    ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen,    G  de 
ier  Coefficienten  A,  B,  .  .  .  Q,  so  geschieht  der  Fe 
Ax'^  >  Bx"'    »  +  Oj:"'"'^  +  ...,  +  Px  +  Q 
Genüge,  wenn  wir 

^x'"  >  ax^^-^  +  Gx"'-^  +  ,  _  ^  Gx  +  G, 
Ax'"  >:  G^(r'»-»  +  ir"»   -'  +  ,  .  .  +  x  +  1), 

bekanntlich 

ir"*  —  1 

X'n-i  4-  ^r»"-«  +  x'"-^  +  . . .  +  T  +  1  = 

X   —    1 

^m  _   1 

Ax"'  -^  G  — 

X  —  1 

Jm  so  mehr  wird  dies  der  Fall  sein,  wenn  wir 

^^    Gx^^  _=  G 

Ar""  ->  d.  i.  rr  -^ 1-1 

X  —  1  ^    A 

Hiemit  ist  jedoch  nicht  behauptet,  dass  das  erste 
deren  Fällen  nicht  auch  schon  für  kleinere  Werth( 

1  ausgemittelte      .    +  ^»  grösser  werden  könne,  als 
A 

senden,    was  namentlich  dann  der  Fall  sein  wird, 

rliedern  sich  negative  befinden. 

Eben  so  folgt  aus  den  früheren  Sätzen,  dass  eine  gai 

von  der  Form: 

f{x)  =  ^a?»'  +  Bx"'-"^  4-  Ca;"»+2  ^ _^  pj^m 

endlichen  Abnehmen    von   x  unendlich  klein  wird. 

fier  für  x  einen  so  kleinen  Werth  angeben,    welchi 

ßser  Funktion  oder  irgend  ein  beliebiges  grösser  m 

äiller  folgenden.  Denn  die  Forderung: 

Ax'"  >  Bx"'"^^  4-  Cx"'-^^  4-  ....  -f  Px'"^' 

ass  erfüllt,  wenn  wir  x  so  wählen,  dass: 

Ax""  >  Gx"'+^  +  Gx"'^^  + 4-  6^ic'"  +  ', 

Ax'^'  >  (^a:"'  +  i  (1  4-  a;  4-  a;^  4- ....  4-  a;'-i), 
.  —  ^      1  —  a:' 
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werde,  wo  wieder  G  der  numerisch  grösste  der  Coefficienten  B,  C, . .  . 
P  ist.  Dieser  Bedingung  wird  aber  um  so  mehr  ein  Genüge  geschehen, 
wenn  wir  setzen: 

Gx      .    ,       —      Ä 

Man  kann  daher  in  einem  Ausdrucke  obiger  Form,  \velcher  nach 
den  steigenden  Potenzen  von  x  fortschreitet,  x  immer  so  klein  wählen, 
dass  das  Zeichen  dev  Summe  aller  Glieder  mit  dem  Zeichen  des  ersten 
Gliedes  übereinstimmt. 

17.  Bisher  haben  wir  solche  Funktionen  betrachtet,  welche  bei 
der  unendlichen  Zu-  oder  Abnahme  der  variablen  Grösse  selbst  unendlich 
gross  oder  klein  werden,  oder  umgekehrt.  Dies  findet  aber  keineswegs 
immer  Statt.  Eine  Funktion  y  =:  f{x)  kann  bei  unendlich  gross  oder 
klein  ^werdendem  x  fort  und  fort  wachsen  oder  abnehmen,  ohne  jedoch 
selbst  unendlich  gross  oder  klein  zu  werden,  indem  sie  sich  nämlich 
einer  bestimmten  Grenze    mehr   und   mehr   nähert,    je   grösser   oder 

kleiner  x  wird.  Ist  z.  B.  y  =  a  •\ und  x  eine  unendlich  wachsende 

X 

1 
Grösse,  so  wird  offenbar  -    immer  kleiner  und  kleiner  und   der  Werth 

X 

von  y  nähert  sich  immer  mehr  und  mehr  der  constanten  Grösse  a,  ohne 
sie  doch  je  zu  erreichen.    Man  nennt  daher  die  Grösse  a  die  Grenze, 

welcher  sich  die  Funktion  a  -] für    unendlich    wachsende    x    ohne 

a; 

Ende  nähert.    Um  eine    solche  Beziehung   zu  bezeichnen,    bedient    man 

sich  des  Zeichens:  lim  (von  limes,  die  Grenze)  und  schreibt: 

lim  [a  ±_  ~)  =  a  (für  wachsende  x). 

Eine  unendlich  abnehmende  Grösse  hat  offenbar  die  Null  zur 
Grenze.  Für  eine  unendlich  wachsende  Grösse  hingegen  gibt  es  keine 
Grenze,  und  es  geschieht  nur  der  Kürze  und  Bequemlichkeit  des  Aus- 
druckes wegen,  wenn  man  auch  für  unendlich  wachsende  Grössen  eine 
Grenze  fingirt,  welche  durch  das  Zeichen  co  vorgestellt,  und  geradezu 
-iinc  unendlich  grosse  Grösse  genannt  wird.  Ist  also  z.  B.  x  eine 
unendlich  abnehmende  Grösse,  so  schreibt  man 

lim  —  =  00 , 

X 

L    h.    wollte   man   die    Grenze    suchen,    der   sich    die   Funktion    -  für 


X 


Cerr.  H&b.  Mathematik,  I.  3.   Aufl. 


Digitized  by  VjOOQIC 


^8^- 


18 

unendlich  abnehnfiende  Werthe  von  x  nähert,  so  müsste  man  über  jede 
noch  so  grosse  angebbare  Zahl  hinausgehen.  Hieraus  folgt,  dass  mit  dem 
Zeichen  oo  nicht  ein  bestimmter,  wenn  auch  noch  so  grosser  Werth 
bezeichnet  wird,  und  daher  mit  demselben  nicht  nach  den  Regeln  der 
Arithmetik,  •wie  mit  einer  Zahl,  gerechnet  werden  kann. 

Beispiele  von  Grenzwerthen  finden  sich  schon  in  den  Elementen.  So 
ist  der  Bruch  ^  als  die  Grenze  zu  betrachten,  welcher  sich  der  Decimal- 
bruch  0,333  .  .  .  . ,  oder  die  Summe  der  Glieder 


-  +  -- 
10  ^  102 


^  10»  ^  10* 


mehr  und  mehr  nähert,  je  grösser  man  die  Anzahl  der  Decimalstellen 
oder  der  Glieder  der  Summe  nimmt.  Eben  so  ist  die  Peripherie  eines 
Kreises  die  Grenze,  welcher  sich  die  Perimeter  der  um-  und  einge- 
schriebenen regulären  Polygone  bei  unendlich  wachsender  Seitenanzahl 
unendlich  nähern ;  u.  s.  w. 

Die  Aufgabe,  die  Grenze  anzugeben,  welcher  sich  eine  Funktion 
bei  der  unendlichen  Zu-  oder  Abnahme  der  Variablen  nähert,  bietet 
sich  in  der  Analysis  häufig  dar,  daher  wir  im  Folgenden  die  wichtig- 
sten hieher  gehörigen  allgemeinen  Sätze  anführen. 

18.  Es  seien  f{x)  und  ip{x)  zwei  Funktionen  von  x,  welche  sich 
bei  unendlich  abnehmendem  x  beziehungsweise  den  Grenzen  a  und  b 
nähern,  so  dass 

\imq){x)  =  a^  limi/^(a;)  =  ft  (l) 

ist.  Bezeichnet  man  nun  mit-a  und  ß  zwei  mit  x  gleichzeitig  ver- 
schwindende Grössen,  so  kann  man  • 

cp{x)  =  a  +  a,  ip{x)  =  b  +  ß  (2) 

setzen,  welche  Gleichungen  bei  dem  Uebergange  zur  Grenze  in  die 
Gleichungen  (1)  übergehen,  wie  es  sein  muss. 

Geht  (p{x)  in  eine  constante  Grösse  c  über,  so  folgt  aus  der 
Gleichung:  cp{x)  =  Mm (p{x) -{•  a,  Iimc  =  c,  da  in  diesem  Falle  a, 
wovon  die  Veränderlichkeit  von  cp  {x)  abhing,  =  0  gesetzt  werden 
muss;  die  Grenze  einer  constanten  Grösse  ist  also  diese  Grösse  selbst, 
wie  dies  an  und  für  sich  klar  ist. 

a)  durch  Addition  oder  Subtraktion  der  Glgn.  (2)  erhält  man 
(p{^)  ±  il'i^)  =  a  ±  b  +  {a  ±  ß), 
folglich,  wenn  man  zur  Grenze  übergeht,  d.  h.   x  (somit  auch  a  und  ß) 
unendlich  abnehmen  lässt: 

lim  [y  {x)  ±  1//  {x)]  =  lim  y  {x)  ±  lim  i//  {x),  (3) 
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Diese  Gleichaug,  welche  sich  leicht  durch  Worte  ausdrücken  lässt, 
kann,  wie  leicht  einzusehen,  auf  eine  beliebige  endliche  Anzahl  von 
Funktionen  ausgedehnt  werden,  gilt  aber  nicht  mehr  allgemein,  wenn 
die  Anzahl  der  Bestandtheile  unendlich  wird,  da  es  sehr  wohl  sein 
kann,  dass  die  Summe  einer  unendlichen  Anzahl  unendlich  abnehmender 
Grössen  sich  einer  von  0  verschiedenen  Grenze  nähert, 
h)  Multlipliciren  wir  die  Glgn.  (2),  so  kommt: 

(p{x)  ,  ip{x)  =  ab  +  aß  +  ba  +  aß, 
somit,  da  nach  §.  16.  d,  lim(a/?  +  6a  +  <^ß)  =  ^  ist, 
\im[(p{x)  .  ip{x)]  =  ab,  d.  i.  [Gl.  (1)]: 
lim  [q)  {x)  .  ip  {x)]  =  lim  q)  {x)  .  lim  ?/;  {x\  (4) 

"Der  in  dieser  Gleichung  ausgesprochene  Satz  gilt  ebenfalls  für  jede 
beliebige  endliche  Anzahl  Faktoren,  nicht  aber  allgemein  für  eine 
unendliche. 

c)  Durch  Division  der  Glgu.  (2)  ergibt  sich: 

W{xj~V+^~J^~bJb~T~ß)' 

Geht  man  nun  auf  die  Grenzen   Ober,    so   nähert   sich    der  Zähler   des 

ab  —  ßa 
Bruches  —77 — r^-  der  Nulle,  der  Nenner  der  Grösse  6^,  so  dass  man 
b{b  +  ß) 

also  hat: 

^,       ab  —  ßa  0 

^.^y(a;)^a  ^limy(rr) 

1//  {x)        b        lim  i//  [x)'  ^  ' 

d)  Ist  a  eine  unveränderliche  und  x  eine  unendlich  klein  werdende 
Grösse,  so  ist 

lim  (a^)  =  1 ;  (6) 

denn  bezeichnet  a  eine  positive  oder  negative  Grösse,  so  kann  man 
immer  setzen: 

a^  =  1  -f  a,  [n) 

da  für  jeden  Werth  von  x  diese  Gleichung  durch  gehörige  Wahl  von  a 

rfüllt  werden  kann.    Mittelst    der  Substitution  x  ^=  —  verwandelt  sich 

m 

lieselbe  In 

a»«  =  1  -f-  a  oder  a  =  (1  +  «)"*; 
ä  nun  bei  dem  unendlichen  Abnehmen  von  x,  w  unendlich  gross  wird, 
)  muss  in  Folge  der  letzten  Gleichung  a  mit  x  gleichzeitig  unendlich 

2* 
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klein  werden,  da  sonst  der  Ausdruck  (1  -f  <*)*"  t^ach  §.  16,  g)\  unend- 
lich wachsen  würde  und  der  constanten  Zahl  a  nicht  gleich  sein  könnte. 
Wird  aber  a  zugleich  mit  x  unendlich  klein,  so  folgt  aus  (w)  :  lim  («*) 
=  lim  (!  +  «)  =  1. 
e)  Es  ist 

lim  {(p  [xY]  =  [lim  (p  (a;)]'».  (7) 

Die  erste  der  Glgn.  (2)  gibt,  zur  r»*®"  Potenz  erhoben: 

y  [pof^  =  (a  +  «)*"• 
Nimmt  man  von  beiden  Theilen  dieser  Gleichung  die  Logarithmen 
aus  einem  beliebigen  Systeme,  dessen  Basis  B  ist,  so  erhält  man  : 

log  {cp  {xY\  =  m  log  (a  +  a) ; 
nun    ist    offenbar    Wm  [m\o^{a -{•  a)\^=m  log  a\     man    kann    daher 
m  log  (a  4"  «)  =  ^  log  a  -{•  ö  setzen,  wo  5  eine  mit  x  und  a  verschwin- 
dende Grösse  ist;  somit  hat  man: 

log  [9)  (ic)"*]  =  wloga  +  J, 

oder  '    (p  [xY  =  B'"  log«  +  J  =:  J^m  loga      ^<^ 

=    j^logCi."')  ^  ^ty  _  ^m  ^  J5^^ 

Geht  man  nun  beiderseits    auf  die  Grenzen  über,    so  erhält   man, 
wegen  lim  a*" .  B^  =  lim  a'" .  lim  J?«^  =  a*"  .  1,  und  a  =  lim  9)  (a;) : 
lim  [cp  (rc)"»]  =  [lim  q)  (a;)]"». 
/*)  Eben  so  leicht  beweist  man,  dass 

lim[A^'('')]  =  J[""»^'(^);  (8) 

denn  in  Folge  der  ersten  der  Glgn.  (2)  ist 

woraus,  da  lim  ^"=1,  durch  den  üebergang  zur  Grenze  die  Gl.  (8)  folgt. 
g)  Es  ist 

lim  [cp  (a;)'/'(-'>]  =  [lim  cp  (0?)]^"« '/'<•"') ;  (9) 

denn  behält  man  die  Bezeichnung  der  Glgn.  (1)  und  (2)  bei,  so  hat  man 

beim  Üebergang   zur  Grenze    werden  x,  a  und  ß  gleichzeitig  unendlich 
klein,  somit  nach  früheren  Sätzen: 

lim  [cpixy''^'^^]  —  lim  (a  +  a)K  lim  (a  +  a)^  =  a\    l  =  o'' 
=  [lim9)(x)f'"V'(-^). 

h)   Liegt   der   Werth   der  Funktion    f{x)   zwischen    den   Werthen 
der  Funktionen  (p  (x)  und  i}>  {x),  so  dass  also 

(p{xXf{x)<Cil^{^) 
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ie  beiden  Funktionen  (f  {x)  und  il)  {x)  bei  uuend- 
äide  derselben  Grenze  a,  so  ist  auch 

lim  f(x)  =  a. 
rausgesetzten  Beschaffenheit  der  drei  Funktionen 

=  (jP(j?)  +  e[i/'W  —  t(^)]» 
itiven  echten  Bruch  bedeutet,    welche  Gleichung 
ir   Grenze ,    da   lim  i/^  {x)  =  lim  (p{x)z=  a,    die 
i  darbietet. 

5  Begriffes  der  unendlich  kleinen  Grössen  lässt 
riff  einer  stetigen  Funktion  auf  folgende  Weise 
)  eine  Funktion  der  Veränderlichen  x,  und  lassen 
bestimmten  zwischen  den  Grenzen  x^  und  x^ 
t  ausgehend,  diese  Variable  um  die  unendlich 
i,  so  nimmt  die  Funktion  selbst  um  die  Differenz: 

f{x  +  ö)  -  fix) 
ivird  von  x  =  x^  bis  x  =r  x^   stetig  sein ,    wenn 
lesen    Grenzen    liegenden    Werth   von   x,    obige 
ich  klein  wird. 

y=  f[x)  =  -  erhält  man  z.  B. : 

X 

fix)  —  —''- ^  —  _         ^^ 

^^^~^  +  (j     x~     x{x  +  dy 

jeden  Werth  von  x  mit  d  unendlich  klein  wird, 
Werth  a:  =  0 ,  für  welchen  derselbe  unendlich 
ion  ist  daher  stetig  von  x  =  —  x  bis  a;  =  0,  und 
OD,  erleidet  aber  für  x  =  0  eine  Unterbrechung 
ie  für  diesen  Werth  von  x  unendlich  gross  wird, 
nktion  %j  =  f[x)  ist  in  der  Nähe  eines  besonderen 
wenn  sie  es  zwischen  zwei  diesen  Werth  a  ein- 
it,  wie  enge    man  auch  diese  Grenzen  zusammen- 

je  Funktionen  wären  solche,  bei  welchen  sich 
längig  veränderlichen  Grösse  angeben  lässt,  in 
tion  stetig  ist.  Solche  Funktionen  lassen  sich 
=  ( —  ay\  wenn  a  wesentlich  positiv),  kommen 
nngen  der  Mathematik  auf  Naturei'scheinungen 
leile  haben  die  Funktionen    im  Aligemeinen    die 
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Eigenschaft,  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  stetig  zu  bleiben,  i 
gewisse  Funktionen  erleiden  für  einzelne  besondere  Werthe  c 
änderlichen  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit,  welche  fasst  imm 
besteht,  dass  sie  für  diese  besonderen  Werthe  unendlich  werdei 


ZWEITES   KAPITEL 

VON  DEN  UNKNÜLICHEN  REIHEN  IM  ALLüEMEIKEN. 


20.  Eine  Folge   von  Grössen,    welche   hinsichtlich   ihres 
tischen  Baues  nach  einem  bestimmten  Gesetze  fortschreiten,    w 
Reihe  genannt.  Die  einzelnen  Grössen  selbst  heissen  Glieder  d( 

Um  allgemein  irgend  eine  Reihe  darzustellen,  bezeichr 
zweckmässig  sämmtliche  Glieder  durch  einen  und  denselben  Bu 
und  unterscheidet  die  einzelnen  Glieder  durch  diesem  Buchstabi 
hängte  Stellenzeiger,  durch  welche  zugleich  der  Ort  des  Gliede 
Reihe  bestimmt  wird.  Hiernach  stellt  die  Folge  der  Symbole. 

Wj,   Wj,,    u^y   w^, Wn,   tfrt  +  i, 

jede  beliebige  Reihe  vor.  Nach  demselben  Gesetze,  nach  welc 
Glieder  der  Reihe  in  der  Richtung  von  w,,  gegen  w^,  u^, . , 
schreiten,  kann  man  sich  aber  die  Reihe  auch  nach  entgegen 
Richtung  fortgesetzt  denken,  wodurch  Glieder  entstehen,  die  fol 
mit  uo,  t*_i,  i*_2, . . . .  zu  bezeichnen  sind. 

Im  allgemeinen  ist  jede  Reihe  eine  unendliche.,  d. 
unbegrenzter  Anzahl  der  Glieder,  da  nichts  hindert,  mit  der 
der  Glieder  nach  dem  ausgesprochenen  Gesetze  ins  Unendliche 
fahren.  In  besonderen  Fällen,  oder  wenn  die  Natur  der  Auf^ 
die  Betrachtung  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  erfordert,  ( 
aus  den  unendlichen  Reihen  endliche;  Beispiele  von  solchen 
aus  den  Elementen  bekannte  arithmetische  und  geometrische  Prc 

21.  Eine  Reihe  ist  als  bekannt  anzusehen,  sobald  das  Bil 
gesetz    derselben    gegeben    ist.     Dieses    kann   auf    zweifach 
dargestellt  werden.    Entweder   ist  irgend  ein  Glied  der  Reihe 
als  Funktion  seines  Stellenzeigers  gegeben,  so  dass  man  hat: 

t*«=  f{n), 
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oder  als  Funktion  eines  oder  mehrerer  der  unmittelbar  vorausgehenden 
Glieder,  also: 

in  beiden  Fällen  nennt  man   den  Ausdruck   von  Un  das   allgemeine 
Glied  der  Reihe;    im   ersten  Falle    sagt   man,    es   sei   in   indepen- 
denter,    im  zweiten,    es  sei   in   rekurrirender  Form    oder   durch 
Reknrsion  gegeben.  So  ist  für  die  geometrische  Progression: 
a,  ax,  flu;^,  ax^, .... 

Uf,  =  ax""*   die  independente,    Un  =  w^-i  •  ^i   oder   Un  =  --^^   die 

rekurrirende  Form  des  allgemeinen  Gliedes.  Wie  man  sieht,  erfordert 
die  Berechnung  irgend  eines  Gliedes  der  Reihe  mittelst  der  rekurrirenden 
Form  des  allgemeinen  Gliedes  die  Kennt niss  aller  vorausgehenden  Glieder, 
also  zuletzt  die  Kenntniss  so  vieler  Anfangsglieder,  als  die  Rekursion 
überhaupt  Glieder  in  Anspruch  nimmt;  während  die  independente  Form 
jedes  beliebige  Glied  der  Reihe  unabhängig  von  allen  übrigen  darbietet. 
Statt  der  in  der  rekurrirenden  Form  von  u^  erscheinenden  voraus- 
gebenden Glieder  w,i_i,  etc.  enthalt  die  independente  Form  gewisse 
Constanten,  welche  in  jener  fehlen. 

Aus  dem  independenten  Ausdruck  des  allgemeinen  Gliedes  lässt  sich 
die  rekurrirende  Form  immer  mit  Leichtigkeit  finden,  indem  man  in 
jenem  n — 1,  n — 2,  etc.  statt  n  substituirt,  und  aus  den  so  erhaltenen 
Gleichungen  eine  oder  mehrere  Constanten  eliminirt.  So  hat  man  für 
die  obige  geometrische  Reihe: 

Un  =  ax""^ ,  u„^i  =  aa?*»-^,  m„_2  =  aa?*»-^; 
die  Elimination  von  a  aus  den    zwei    ersten  Gleichungen    liefert   sofort 
die  erste,  die  Elimination  von  a  und  x  aus  allen  dreien  die  zweite  der 
schon  oben  angeführten  rekurrirenden  Formen  des  allgemeinen  Gliedes. 

22.  Addirt  man  nach  und  nach  2,  3,  4, ....  n  Glieder  der  unend- 
lichen Reihe 

Wj  ,    U^y    Wg,    1*4, Un , 

so  erhält  man  die  Summen  von  2 ,  3 ,  4 , .  . .  w  Gliedern,  welche  wir 
mit  Äj,  jS>3,  £»4, .  . .  .  Sa  bezeichnen  wollen,  so  dass  also 

^/i  =  «*1    +   «^i    +   «*3    +   ^4    + +   «*'!• 

Eine  Funktion  "des  allgemeinen  Stellenzeigers  n,  welche  für  jeden 
beliebigen  Werth  desselben  die  Summe  von  n  Gliedern  der  Reihe  angibt, 
leisst  das  Summenglied,  das  summatorische  Glied  oder  die 
>ummenformel  der  Reihe.  So  hat  man  für  die  geometrische  Pro- 
gression, wie  aus  den  Elementen  bekannt  ist: 
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X JL 

für  die  arithmetische  Progression: 

Sn  =  a  +  {a  +  d)  +  {a  +  2d)  +  {a  +  Sd)  +  .., 

+  [a  +  {n  —  \)d]  =  n[a  +  i(n  -  1)^]. 

Die  Aufgabe,  die  Summenformel  einer  vorgelegten  Reihe  zu  finden, 

nennt   man    die    Suramirung   der    Reihe;    sie    ist    oft    mit    grossen 

Schwierigkeiten  verbunden.    Ist  hingegen    das  Sammenglied  einer  Reihe 

bekannt,  so  ist  hierdurch  auch  die  Reihe  selbst  gegeben.  Denn  es  ist: 

Sn=U^    +   «*2    +   ^3   +  «*4   +   .   -   +  ««-1   +  «*«, 
Sn-l  =Ui    +  «*2   +   ^3   +   «*4   +   •   •   .   +   ^»-1^ 

somit  durch  Subtraktion  beider  Gleichungen : 

W«  =  Sn  —  S„~\. 

Setzt  man  also  in  der  Summenformel  5,„  n  —  1  an  die  Stelle  von  w, 
und  subtrahirt  den  so  erhaltenen  Ausdruck  von  Sn,  so  ist  die  Differenz 
das  allgemeine  Glied,  aus  welchem  die  Reihe  leicht  construirt  werden 
kann.  Dieses  Verfahren  ist  jedoch  an  die  Bedingung  gebunden,  dass 
für  w  =  1,   Un  =  Sn,  d.  i.  Wj  =  S^  werde. 

n 
Sucht  man  z.  B.  die  Reihe,   deren  Summenglied  Sn  =  — t-—  ,   so 

w  -f-  1 

/>,  ^^  n  n  —  1  1  ,, 

findet  man  :  w»  =  ö«  -^  Sn  -i  =  — ,— t  — =    -7-    . — \ »  und  für 

n-f-1  n  n[n  +  1) 

die   zugehörige  Reihe ,   indem    man   in  dem  gefundenen  Ausdrucke  von 

Un   für  n  der  Reihe  nach   1,  2,  3,  ...  substituirt: 

1  1         1  l  1 

2  '     6'      12'     20'     30'  '  •  ' 

23.  Die  Summenformel  liefert,  wie  man  sieht,  die  Summe  von  n 
Anfangsgliedern  der  Reihe,  wo  n  eine  beliebige  aber  endliche  ganze 
Zahl  bedeutet.  Hieran  schliesst  sich  ganz  natürlich  die  Frage  nach  der 
Summe  einer  unendlichen  Reihe,  d.  h.  nach  derjenigen  Summe,  die 
man  erhalten  würde,  wenn  man  sämmtliche,  unendlich  viele  Glieder 
der  Reihe  addiren  könnte.  Es  handelt  sich  hier  zunächst  darum,  den 
Begriff  der  Summe  einer  unendlichen  Reihe  festzustellen. 

So  wie  nun  die  unendliche  Reihe: 

^*i  +  «*i  +  «3  +  «*4  +  •••+«*«  +  «*«+!  +  .  .  . 
aus  der  endlichen: 

«1  +  ^2  +  «*3  +  ^4  +  •  •  •  +  ^« 
dadurch  entsteht,  dass  wir  die  Gliederzahl  n  ins  Unendliche  zunehmen 

lassen,    so    muss    offenbar  auch    die    Summe   S  der   ersteren    aus    der 
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Summe  Sn  der  endlichen  Reihe  dadurch  hervorgehen ,  dass  wir  in 
letzterer  n  unendlich  wachsen  lassen.  Bezeichnen  wir  daher,  geraöss  den 
Lehren  des  vorhergehenden  Kapitels,  mit  lim  Sn  das,  was  aus  S^  wird, 
wenn  n  unendlich  zunimmt,  so  haben  wir: 

S=  lim  &  =  t*^  +  ^2  +  **3  +  ^'4  + +  ?<n  +  . . .  in  inf. 

Untei-  der  Summe  einer  unendlichen  Reihe  verstehen  wir 
daher  die  Grenze,  welcher  sich  die  Summe  von  n  Gliedern  bei  dem 
unendlichen  Wachsen  von  n  mehr  und  mehr  nähert. 

Es  entsteht  nun  sogleich  die  Frage,  ob  ein  solcher  Grenzwerth 
för  jede  unendliche  Reihe  existiren  müsse?  Dies  ist  offenbar  nicht 
der  Fall.  So  haben  wir  oben  für  die  arithmetische  Reihe  Sa  = 
n[a  +  l{n  —  l)r/J  gehabt,  ein  Ausdruck,  welcher  mit  n  selbst  unendlich 
gross  wird,  also  keiner  bestimmten  Grenze  sich  nähert;  eine  unendliche 
arithmetische  Reihe  hat  daher  auch  keine  Summe.  Die  unendliche  Reihe : 

^  +  6  +  12  +  20  +  30  +  -+«.(nVl)+--  ^"^ 

hingegen  ist  summirbar,  und  zwar  ist  ihre  Summe  =  1 ;  denn  für  diese 

n              1 
Reihe  ist  Sn=  -   .  —  =    ,  somit  für  «  r=  00 ,  lim  »S„  =  1 .    In  der 

n 

That  findet  man  successive  /S,=     ,  ^2:=       S^=-,  S^=     ,  u.  s.  w. ; 

Wertbe ,  welche  sich  immer  mehr  und  mehr  der  Einheit  nähern ,  je 
mehr  Glieder  man  addirt. 

Endlich  kann  der  Fall  eintreten,  dass  die  Summe  Sn,  je  nach  der 
Beschaffenheit  der  Zahl  n,  verschiedene  Werthe  annimmt,  wie  dies 
z.  B.  bei  der  Reihe: 

3  _  5        13  _  19       31  _  41  l+(-^ir^i.n(n+l) 

2        0^12       20  "^30       42  ■^•••"^  n{n~+l)  ^'   '^^^ 

stattfindet,  welche  aus  der  Reihe  («)  entsteht,  wenn  man  zu  den  auf- 
einanderfolgenden Gliedern  abwechselnd  +  1  und  -  1  addirt,  und  für 
welche  die  Summe  5„  bei  dem  unendlichen  Wachsen  von  n  sich  den 
Werthen  1  oder  2  nähert,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade,  weil 
im  ersten  Falle  die  hinzugefügten  Einheiten  sich  paarweise  aufheben, 
im  letzteren  eine  positive  Einheit  übrigbleibt. 

24.  Hiernach  zerfallen  die  unendlichen  Reihen  in  drei  Classen : 
1)  Reihen,  deren  Summe  eine  bestimmte  endliche  Grösse  ist;  man 
nennt  sie  con  vcrgen  te  oder  convergirende  Reihen.  Solche  Reihen 
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sind  demnach  immer  sumrairbar,  indem  man  sich  dem  wahren  Werthe 
ihrer  Summe  um  so  mehr  nähert,  je  mehr  Glieder  man  zusammen 
addirt,  so  dass  der  Fehler,  welchen  man  begeht,  indem  man  die  Summe 
einer  gewissen  endlichen  Anzahl  von  Anfangsgliedern  der  Reihe  für  den 
wahren  Werth  der  Summe  nimmt,  durch  Addition  von  hinreichend  vielen 
Gliedern  kleiner  gemacht  werden  kann,  als  jede^  beliebige  noch  so 
kleine  Grösse. 

2)  Reihen,  bei  welchen  die  Summe  von  n  Anfangsgliederu  beim 
unendlichen  Wachsen  von  n  über  jeden  angebbaren  Werth  hinaus  zu- 
nimmt; man  nennt  dieselben  divergent. 

3)  Reihen,  deren  Summe  zwischen  mehreren  bestimmten  Werthen 
schwankt,  daher  dieselben  oscillirende  Reihen  genannt  werden. 
Man  sieht  übrigens  leicht  ein,  dass  dieser  Fall  nur  bei  Reihen  mit 
positiven  und  negativen  Gliedern  eintreten  kann,  weil,  wenn  sämmtliche 
Glieder  gleiches  Zeichen  haben,  die  Summe  nicht  abwechselnd  ab-  und 
zunehmen  kann. 

Da  die  Summe  einer  convergirenden  Reihe  mit  jedem*  beliebigen 
Grade  der  Genauigkeit  angegeben  werden  kann,  so  ist  eine  unbekannte 
Grösse  oder  Funktion  als  bekannt  anzusehen,  sobald  es  gelingt,  sie 
durch  eine  convergirende  Reihe  darzustellen.  Viele  Funktionen,  z.  B. 
die  transcendenten,  lassen  sich  nur  durch  unendliche  Reihen  ausdrücken; 
häufig  werden  auch  Funktionen,  die  in  geschlossener  Form  vorliegen, 
d^  Bequemlichkeit  der  Berechnung  wegen  in  unendliche  Reihen  auf- 
gelöst. Dadurch  kommt  man  auf  Gleichungen  von  der  Form 

U  =  Ui  +  %  +  «*3  +  «*4  + J»  'n^- 

Ist  nun  die  Reihe  rechts  vom  Gleichheitszeichen  eine  convergirende, 
so  hat  sie  eine  Summe,  und  diese  Summe  ist  eben  die  Funktion  U, 
deren  Werth  durch  Addition  einer  hinreichenden  Anzahl  von  Gliedern 
mit  jedem  beliebigen  Grade  der  Schärfe  gefunden  werden  kann.  Divergirt 
hingegen  die  Reihe,  oder  oscillirt  dieselbe,  so  hat  sie  keine  bestimmte 
Summe,  und  kann  daher  auch  der  endlichen  bestimmten  Grösse  U  dem 
Werthe  nach  nicht  gleich  gesetzt  werden.  Solche  Reihen  sind  daher 
zur  Berechnung  von  Grössen  oder  Funktionen  nicht  brauchbar,  sondern 
nur  als  Umfonnungen  derselben  zu  betrachten,  welche  gewissen  allge- 
meinen analytischen  Bedingungen  Genüge  leisten.  Hieraus  geht  von 
selbst  hervor,  wie  wichtig  es  sei,  beurtheilen  zu  können,  ob  eine 
vorgelegte  Reihe  convcrgire  oder  divergire  Die  folgenden  Untersuchungen 
werden  hiezu  für  die  meisten  Fälle  ausreichende  Mittel  darbieten. 
Uebrigens  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  bei  der  Untersuchung 
einer  Reihe  in  Bezug  auf  ihre  Convergenz   oder  Divergenz,   wenn   die- 
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itive  Glieder  enthält,  weder  eine  Aenderang  an 
lg  ihrer  Glieder,  noch  eine  Vereinigung  von 
lenen  Zeichen  vorgenommen  werden  darf,  weil 
dheit  der  Reihe  sich  ändern  kann.  Zieht  man 
cillirenden  Reihe  (ß)  je  zwei  aufeinanderfolgende 
men,  so  entsteht  die  Reihe: 
2  2  2 

■^  63"  "^  99  "^  •  • "  +4n2'I-~l  +  •  ' '  ' 

wenn  die  Convergenz  der  Reihe  schon  erwiesen 
derfolgende  mit  verschiedenen  Zeichen  hehaftete 
Anzahl  zusammenziehen,  weil,  wenn  die  Summe 
einen  bestimmten  Werth  hat,  man  sich  diesem 
rung  einer  beliebigen  Anzahl  von  Anfangsgliedem 
ahern  muss,  gleichgiltig,  ob  man  diese  Glieder 
lise  addirt.  Eben  so  kann,  wenn  eine  conver- 
ositive  Glieder  enthalt,  durch  Versetzung  der 
zt,  dass  hiebei  Glieder,  welche  einen  endlichen 
ndlichen  Entfernung  vom  Anfangsgliede  bleiben  — 

der  Reihe  aufgehoben,  noch  der  Werth  der 
n,  weil  man  sich  diesem  Werthe  gewiss  um  so 
Glieder  man  addirt,  in  welcher  Ordnung  man 
lehmen  mag. 

N   DER   CONVERGENZ  UND   DIVERGENZ   UNENDLICHER 
REIHEN. 

ji  Begriffe  der  Convergenz  folgt,  dass  die  Glieder 
leihe  immer  kleiner  und  kleiner  und  zuletzt 
müssen.  Soll  nämlich  die  Summe  S^  bei  dem 
von  n  einer  bestimmten  Grenze  S,  welche  die 
II  Reihe  selbst  ist,  immer  mehr  und  mehr  sich 
ar  die  Differenz 

=  Un  +  l   +  W/i-f2  +   ««  +  3   + (1) 

mahme  von  n  unendlich  klein  werden,  was  nur 
lie  Glieder  Un  +  ij  'u^n+2^  •  •  •  selbst  unendlich  klein 
;enschaft  die  noth wendige  allgemeine  Bedingung 
können  wir  bei  den  nachfolgenden  Betrachtungen 
nmer  als  eine  solche  voraussetzen,  deren  späteste 
n  werden.  Solche  Reihen  sollen  in  der  Folge 
n   genannt   werden.    Sie   sind  jedoch   wohl    von 
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im  Zahlenwerthe  nach  x'^X^  so  wird  — ,  so- 

X  —  1 

a  ' 

—         von  n   unabhängig    also   unveränderlich   ist, 

eher  Zunahme  von  n  unendlich  gross  und  die  Reihe 


geht  obige  Reihe  über  in : 

a  +  a  +  a  -^  ,  .  ., 
)ar  unendlich  gross   wird.    Für  x  =  —  1    endlich 
e: 

i  —  a  -f-a  —  a  +  ö  —  .••» 
Schwankens    ihrer    Summe    zwischen    0    und    +  a 
;leichfalls  keine  bestimmte  Summe  hat. 
liehe   geometrische  Reihe   ist  daher  nur 
t,    wenn   ihr  Quotient  kleiner  ist  als  die 


iterung   der   zweiten   oben   angedeuteten    Beweisart 
nannte  natürliche  harmonische  Reihe: 

lim  Un  =  lim       =0   offenbar   eine   fallende   ist. 
n 


+  2  ^  «  +  3  ^  «  +  4  ^'  ■  ■  ^  2«  ^  2«4-l  ^ 


2n       2w  ^  2w  ^  2w  ^        ^  2n 
ner  ist,  als  jeder  der  Brüche    — r^-  ,        ,  "  ,  u.  s.  w. 
che  rechts  vom  Zeichen  >-    ist   aber   =  n ,    somit 

esten  Glieder  dieser  Reihe   wird  also  nicht  unend- 
»leibt  immer  grösser  als  - ,    wie  gross  man  auch  n 
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nehmen  mag,  woraus  die  Divergenz  dieser  Reihe  folgt.  Die 
Reihe  bietet  uns  sonach  ein  Beispiel,  dass  das  Fallen  eine 
Convergenz  derselben  nicht  nothwendig  nach  sich  ziehe. 

28.  Der  eben  betretene  Weg,  nSmlich  die  Betrachtung 
Zungsgliedes,  führt  auch  noch  zu  folgendem  allgemeinen 
Jed  e  fallende  Reihe,  deren  Glieder,  wenigstens 
bestimmten  Stelle  an,  das  Zeichen  regelmässig 
ist  convergent. 

Denn  es  sei: 

^1  ^2+^S  «*4    +  •  •  •  •  T  W„   +    Wrt  +  i    T  W/i  +  2    + 

eine  fallende  Reihe  mit  regelmässigem  Zeichenwechsel,  so  i 

^«  +  1  =  ±    W„  +  i    HF  W«+2  ±  U„+s  T  W«+4  ±  Un+5  1 
=  dt  [W«+1  ^n  +  2  +   Wfl+3  —  ^n+4   +  ^n  +  5  — 

welche  Reihe  von  Gliedern  man  auch  unter  folgenden  Form 
kann: 

■E„+i=  +  [u„  +  i  —  (w„+2—  W'n+a)  —  («*»i+4  —  Wfl  f  5)  —  • . . 

^«  +  1  =  ±  [(«*«  +  !--  W„  +  2)  +  («^/i  +3  —  W/1+4)  +  (Wfl  +  5  —  W« 

Da  nun  die  Reihe,  der  Voraussetzung  nach,  eine  fallende  i 
zuvörderst  die  in  den  runden  Klammern  stehenden  Differei 
lieh  positiv,  daher  ist  nothwendig  dem  numerischen  Werth( 

W«  +  i  ]>  En+x  >  (**«  +  !    —  ^„  +  2); 

in  Folge  der  erwähnten  Voraussetzung  ist  aber  limM^+i  = 
lim(w„  +  i  —  Un+2)  =  0,  woraus  [§.  18.  h]  Iim-Ert  +  ,  =  0 
die  Convergenz  der  Reihe  folgt. 

Der  Beweis  wird  auf  ähnliche  Weise  geführt,  wenn 
positive  mit  einer  gleichen  Anzahl  negativer  Glieder 
wechseln. 

So  convergirt  die  fallende  Reihe    1  —  «  +  «  —  a  "^ 

während  wir  dieselbe,  wenn  die  Glieder  sammtlich  dass 
haben,  im  vorigen  §.  als  divergirend  erkannt  haben. 

29.  Da  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  fallende 
regelmässigem  Zeichenwechsel  immer  convergiren,  so  köni 
im  Folgenden  auf  solche  beschränken,  deren  Glieder  mit  glei< 
behaftet  sind.  Durch  die  Vergleichung  solcher  Reihen  r 
deren  Convergenz  oder  Divergenz  bereits  erkannt  ist,  geh 
allgemeinen  Kennzeichen  der  Convergenz,  indem  man  dabei  v( 
aus  dem  Begriffe  der  Convergenz  fliessenden  Satze  ausgeht 
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a)  Eine  Reihe,  deren  Glieder,  wenigstens  van  einer 
gewissenSteilean,  sämmtlichkleinersind,  alsdiecorre- 
spon  direnden,  mit  gleichem  Zeichen  versehenen  Glieder 
einer  con vergirenden  Reihe,  convergirt  ebenfalls;  und 
eine  Reihe,  deren  Glieder  von  einer  gewissen  Stelle 
an  gleiches  Zeichen  haben  und  grösser  sind,  als  die 
correspondirendeu  Glieder  einer  divergirenden  Reihe 
divergirt. 

Es  seien  nämlich  die  beiden  Reihen: 

^1  +  «*i  +  ^3  +   ^4  +  •  •  •  +  ^«  +   ^«  +  1   +  «♦n  +  e  +  .  .  .  (1) 
^+     ^2+     h+    h   +...+   ^«+     t,^X    +     <n+2+...(2) 

und 

En  +  \  =  W«  +  i   +  ^n  +  'i  +  W„+3  +   •  ■  •  • 
-^«  +  1=  ^«  +  1     +  ^«4  2     +   ^«+3     +   .  .  .  . 

Ist  nun  w„  +  ,  <  tn^u  ^«+2  <  <«+2»  «*/it3  <  ^«+3,  «•  s.  w.  SO  ist, 
wenn  die  Glieder  der  Reihe  (2)  durchaus  gleiches  Zeichen  haben,  noth- 
wendig  17„  +  i<li^«  +  i,  gleichgiltig,  ob  die  Glieder  der  Reihe  (1)  gleiches 
Zeichen  haben  oder  nicht,  somit,  wenn  die  Reihe  (2)  convergirt,  wegen 
limii?'„  +  i=0,  auch  limJ&„  +  i  =  0,  folglich  auch  die  erste  Reihe 
convergent.  Ist  im  Gegentheile  w„  +  i  >  ^«  +  i,  Un+2  >  ^«+2»  Wm+3></i+3 
u.  s.  w.  und  die  Reihe  (2)  divergent,  so  ist,  wegen  der  vorausgesetzten 
gleichen  Bezeichnung  der  Glieder  der  Reihe  (1),  nothwendigjKn  +  j^E'u+i, 
somit,  weil  limiTii+i^O,  auch  lim-E„  +  i>>0,  daher  auch  die  Reihe  (1) 
divergent. 

Man  kann  diesen  Satz  auch  noch  auf  folgende,  für  die  Anwendung 
nicht  selten  bequemere  Weise  ausdrücken: 

h)  Die  Reihe  (1)  convergirt  oder  divergirt  zugleich 
mit  der  Reihe  (2),  je  nachdem  von  einer  bestimmten 
Stelle  an 

<^_  oder >,- 

Un  In  Un  tu 

bleibt. 

Denn  im  ersteren  Falle  ist: 

-        <   f     »    ,,       <7 — »    ,-        <-f   --»  «•  s.  w. 

Multiplicirt  man  die  zwei  ersten  dieser  Ungleichungen  miteinander, 
sodann  das  Produkt  derselben  mit  der  dritten,  u.  s.  w.,  so  erhält  man 
successive : 

Un  In  Un  In  Un  «« 

und  durch  Addition  dieser  Ungleichungen: 
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oder 


^»+2-|"^w  +  3  +  ^/«H-4  +  •  •  •  ^  4+2  4"  ^n+3  4"  ^«+4  +j 


^/i+2  +  ^n+3  4"  ^»+4+  •  •  •<C-7~(4  +  2  +  ^«+3+  ^«+4  +  •  • 

Ist  nun  die  Keihe  (2)  convergent,  so  hat  die  Summe  <„+2  -f 
f;,+4  +  •■•  einen  bestimmten  endlichen  Werth;  dies  muss  dj 
so  mehr  bei  der  kleineren  Summe:  1/^+2  +  ^m+s  +  ^^«+4  +  •  • 
sein,  somit  die  Reihe  (1)  gleichfalls  convergiren. 

In  gleicher  Art  wird  der  Beweis  für  den  zweiten  Fall  ge 

30.  Setzen  wir  an  die  Stelle  der  Reihe  (2)  eine  geometrisch 
a  -\-  ax  '\-  ax^  +  ^^^  +  •  •  ■ 
deren  Convergenz  nach  §.  2G  an  die  Bedingung :  a;  <^  1  gebui 

t  OLX^ 

und  vergleichen  wir   damit  die  Reihe  (1),  so   ist    ''^    ==  — 

tn  ax'^~ 

die  Reihe  (1)  wird   somit   convergiren,   wenn,   von   irgend   ein 

angefangen,  -^^  <^  x  und  a;  <  1,  sie  wird  divergiren,  wenn    - 

und  x^  1  ist ;    Bedingungen,   welche   sich   bequemer   durch  f 
Satz  ausdrücken  lassen: 
Die  Reihe 

^i  +  %  4-  «^s  +  W4  +  . . .  +  w«  +  Un^i  4-  .  -  • 
convergirt,  wenn   bei   dem   unendlichen  Wachsen 

lim  — ^    <;i  ist;    sie  divergirt,  wenn  lim  — —  >  1 

wieder,    wie   bei   der   geometrischen  Reihe   nur   der   Zahlenwe 

lim  ,  ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen,  in  Betracht  komm 

Denn  wenn  der  Quotient      '*^~  zum   Behufe    der  Converg 

irgend  einem  Werthe  des  Stellenzeigers  n  =  m  angefangen  klei 
und  auch  für  alle  folgenden  Werthe  w  =  ^w  +  1,  m  -f-  2,  u. 
inf.  kleiner  bleiben  soll,   als  die  Einheit,    so  muss  er  sich  offei 
dem  unendlichen  Wachsen  von  n  einer  bestimmten  Grenze  näh 


kleiner  ist  als  1.  Ist  hingegen  lim  >  1,  so  muss  nothwei 

Quotient  früher  oder  später   grösser    werden    und  bleiben 

Einheit  und  somit  die  Reihe  divergiren. 
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2.3.4"^"**^1.2.3...(w— 1) 


7   + 


1 

-,  somit: 


l)w'l.2.3...(w—  1) 

-=Um-  =  0<  1. 
n 


^      1      ,    1_.3.5       1 
A'b.2^'^  2  4. 6*7. 2»  ■^••* 

n  —  l)'('^w  —  l)2"-i'^*" 


^+1  1  '-i+i 


1  2  ^    ,     1  - 

2  ^  2w 

n   unendlichen   Zunehmen   von   n,    J    zur 


sehr  vielen  Fällen   anwendbar,    wird   un- 
1  ist.  Dann  führt  bisweilen  folgender  Satz 


h  «*a  +  «^4  +  Wf,  +...  (1) 

girt   gleichzeitig    mit  der  daraus 

wir  die  Reihe  ( 1 )  als  fallend  voraussetzen, 
u^    +  u^ 

^4     +  ^5    +  Wß  +  W7 
«*8    +  S   +••••+  W16 

W|6    +   «*,7  +  ••••+   W31 

u.  s.  w. 
ionen  erhalten  wir: 
fl-  3 
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1  1         1 

^  "^  (lög'2y^  "^  (iög"4)^  "^  (log  8)"^  "^ 

welche  man,  da  (log2'')'"  =  ^'"(log^iV"  ist,  leicht  auf  die  Form: 

^  "^  (log  2)"«  V  "^  2«»  +  3'«  "^  ?»  "^     ■/ 
biiDgt;    da  nun    die  Reihe  in  der  Klammer  für  m  >  1  convergirt,    so 
gilt  dies  auch  von  der  vorgelegten  Reihe.  Für  iii^  1  ist  dieselbe  divergent. 
3)  Untersuchen  wir  noch  die  Reihe : 

:+('?«^)- +  ("!?)•+ ('°«*)'  + 

so  erhalten  wir  als  abgeleitete  Reihe: 

,+,(i2|_')'+4('i|i)-+8('°|i)-+  .. 

welche  wieder  leicht  auf  die  Form  : 

.    ,   aog2)"r  2«  3"  n"  1 

^    >      2«->     12"    »  "•    2-<" "')  2<"  "*^^""^^  J 

eihe    hat  man 


gebracht   werden    kann.    Für  die  eingeklammerte  Reihe    hat  man  nun: 

w^^_i^(>2+J)'^  /i"         ^     1       {n+lY_ 

u„  2"^"~*>   *  2^"    '^^''^^^        2"    *  '        ;;" 


^»-1  V    ^w/  2«->  ' 


und  es  ist: 

lim  ^ 

2" 

dieser  Grenz werth  ist  kleiner  oder  grösser  als  1,  je  nachdem  a  grösser 
oder  kleiner  als  1 ;  die  abgeleitete  Reihe ,  und  mit  ihr  die  vorgelegte, 
convergiren  daher,  wenn  a>l;  sie  divergiren  für  a<ll.  Für  a=  1 
findet  gleichfalls  Divergenz  statt,  da  für  diesen  Werth  die  abgeleitete 
Reihe  in  die  steigende  Reihe:  14" -  +  3+...,  deren  späteste  Glieder 
unendlich  gross  werden,  übergeht. 

32.  Die  Reihe  u^  +  u,^  +^3  +•••  convergirt,  wenn  für 
einen  beliebigen  Werth  von  r>l,  der  Ausdruck  n^'u,,  <  h 
Ist;  sio  divergirt,  wenn,  für  r^l,  der  Ausdruck  w'w„>>/* 
•st,   wobei   h   irgend   einen. angebbaren  Werth  bedeutet. 

Denn  im  ersteren  Falle  ist : 

«»<^,     «„.,<(--|^,     «-2<^^,  «.  s.  w.; 

biglich : 

3* 
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wird    offenbar   der    Ausdruck    «' .  t*«    stets 
estimmter  Werth  Ä,  und  somit  die  Reihe, 

•  1,  convergiren. 

wie   aus    dem    vorhergehenden   §.    erhellt, 

+  Wä"l"-*^^^^''ß^^^»  wenn  lim  w.tt„ 
nNnll   verschiedenen  Werth  hat. 

enn  sie  convergiren  soll,  nothwendig  eine 
m: 

.  +  u^n  >  n.Uin,  d.  i.  >  l{2n.U2n). 

izt  wurde,  lim  (2h  .  1*2«)  =  ä  >  0,  so  bleibt 
wie  gross   man  auch  n  nehmen  mag,    und 

•  spätesten  Glieder,    stets  >  |  ä,   woraus 

nische  Reihe :  1  +  |  +  ^  +  •  •  •  ^^^  **  ^m 

ihe  ist  daher  divergent,  wie  bereits  früher 

wurde. 

sich    nicht    umkehren,    indem    sehr   wohl 
)ch  die  Reihe  divergiren  kann.  Zwar  wird 

liedern  bestehenden  Reihe  beim  unendlichen 

zt  der  Nulle  nähern ;  da  jedoch  die  Reihe 

Gruppen    besteht,    so   kann    ihre  Summe 

n    hinaus    wachsen.     £in   Beispiel     bietet 

31og3    ^    41og4    ^  •  •  •' 

(n  .—  1  =  lim =  0  ist,  und 

wlogw  /  logn 

lier    [§.    31,    Beisp.    2)]    erwiesen    wurde. 


jlte  Kennzeichen  reicht,  wie  schon  bemerkt, 
1  lim  --■^-  =  1  ist,  was  nicht  selten  und 
nn  der  Quotient  u^+i:  Un  die  Form 
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f  A,n'^-'  +  A,n'^-^^  +  .  ..  +  Auf 

)(n''  +  ay^-'  +  a,'w''---'  +  . . .  +  a,,)*  ' 

nomischen  Lehrsatze,    der    für   ganze  und  positive 

ten  aus  den  Elementen  bekannt  ist: 

A^  n''-'  +  A.,n''-''  +  .  .  .  +  A)* 

{Ay-'  +  A^n^-^  J^  ,  ,  ,  J^  Ah)Y 

Icn^ik-i)  (Ay-'  ^  ,,  ,  +  Ah)  +  .  .  . 

»ei    den    zwei    ersten    Gliedern    stehen   bleibt    und 

licirt,  der  Zahler  des  obigen  Bruches 

gleiche  Weise  den  Nenner,  so  findet  man: 
^  _n''^-'^+kA^  w''*-f  .... 

Reihe  (6)  eine  steigende,  wenn  in  dem  Quotienten 

b^j  — {ka^  +  l)  =  k{A^  — a, ) — 1,    positiv  ist. 

itiv  vorausgesetzt  wurde,  so  kann  man  k  immer  so 
-  a,)  —  1  positiv,  somit  die  Reihe  (H)  steigend  ist. 
1er  der  Reihe  ((>)  immer  grösser  werden,   so  muss 

im    unendlichen   Wachsen    des    Nenners    n    noth- 

ler  Un  somit  auch  yun^=  u,i  unendlich  gross  wer- 
■esten    Glieder    der    Reihe    (l)    müssen    unendlich 

■  f e r e n z  A^  —  a,  <C  0,  also  negativ,  so  ist 
e  fallende,  und  die  spätesten  Glieder 
h  klein. 

il  dieses  Satzes  erhellt  sogleich  wieder  aus  Gl.  (5), 
rüher  oder  später  das  Zeichen  des  ersten  Gliedes 
nmt,  also  negativ  wird;  daraus  folgt  P<li?,  d.  i. 
3  Glieder  der  Reihe  ( 1 )  nehmen  fort  und  fort  ab. 
vir  ferner  die  Reihe  (1)  mit  folgender: 

-h  4?4  +  ..,+  fi4+{n  +  1)  Un^i  +  .  .  •  (7) 
ler  mit  U^^  U^,  f/^,  ...  Un^  *  .  .  bezeichnen  wollen 
ve  ganze  Zahl  ist.  Es  ist  nun  wieder  leicht  zu 
immer  so  wählen  kann,  dass  die  Reihe  (7)  eine 
für  diese  Reihe  finden  wir: 
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das  Steigen  oder  Fallen  der  Reihe  (7)  vc 
Alk  +  1  —  a^Ä  =  1  —  Ä(a,  —  A^) 
cann,  da  «,  —  -4,  der  Voraussetzung  nac 
ien,  dass  diese  Differenz  negativ,  somit 
fallende  werde.  Sollen  aber  die  Gliede 
ler  kleiner  werden,  —  gleichgiltig,  ob  si 
len  oder  sich  einer  bestimmten  Grenze  ni 
egen    des    unendlichen    Zunehmens    des 

k 

wj,  folglich  auch  V  mJ  =  iin  unendlich  kh 

-  ttj  <1 0,  so  werden  die  spätesten  Gli« 
1. 

i e  Differenz  Ä^  —  o,  =0,    so  näh 
Reihe  (1)  beim  unendlichen  Wa 

nmtenGrenze,  und  zwar  steigend 
die    erste   nicht    verschwindend 

chnamigen  Coefficien ten  im  Zäh 

)tienten  (2),  z.  B.  Äy  —  a,,    positiv 

ich  Ä^  —  a,  =  0,  A„  —  «2  =-.  0,  u.  s.  w.  u 
schwindende  Differenz,  so  wird  aus  (5): 

-  p  =  (Äg  -  a,j)n'-'J  +  .  .  .  +  (A  - 
un  ganz  auf  dieselbe  Weise,  wie  wir  ui 
en,  dass  die  Reihe  ( 1 )  steigend  oder  falle) 
nz  Afj  —  a,i  positiv  oder  negativ  ist.  Dass 

wo  ^j  —  flj  =  0  vorausgesetzt  wurde, 
unendlich  gross  oder  beziehungsweise  i 
n  einer  bestimmten  Grenze  sich   immer 

aus  folgenden   Betrachtungen: 
t  ^j;  —  a,,  >  0,    also    die  Reihe   (1)    ste 
ieselbe  mit  folgender: 

1)*- (I)*»..  ••(„"-,)*«- ("i 

wenn  die  Glieder  derselben  mit  Un  bezi 
— JJ*.  tin-ri  ^  (n^  -  1  )*  (^^M-  A't'^-'  + 
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:_;t„^A-.  +  ^(*-_l^  ,,.*-!     ...... 

ilikation  im  Zähler  und  Nenner: 

a,  w'iV-./i-i   _|.  ^^  ,^.'/.-  ni--2  ^ 

so  hängt  (las  Steigen  oder  Fallen  der  Reihe  (8) 
verschwindenden  Differenz  gleichnamiger  Coeffi- 
Br: 

Je  —  «2  =^1^2  —  ^2)  —  ^^'i 

T  immer  so  gross  wählen,    dass  diese  Differenz 

3  Reihe  (8)  eine  fallende  wird.*)   Nun  ist  aber, 

5  Zahl,  immer   (  )*  w„>>  ?*„,  d.  h.  die  Glie- 

(8)  sind  fort  und  fort  grösser  als  die  corre- 
den  Reihe  ( I ),  woraus  folgt,  dass  die  Glieder 
llich    klein,    die    der    letzteren    nicht    unendlich 

daher  einer  und  derselben '  bestimmten  Grenze 

I  <;  0,    somit    die  Reihe  (1)    eine  fallende  und 
mit  der  Reihe: 

N--("^)'-C-T-.)*«--<'> 

/i^fc  {n'^  4.  A,n''^'  +  A.,ff'^  +•  •+  Äh)_ 
'■  („,a_  i)fe  („/»  4-lr,>-  '  -f  a,;7-2  +  .7+  an)  ' 

vickelung : 

h  Ä^7i'"^'-"^'J-  A.,n^''^''-''  + 

der  Reihe  (9)  hängt  nun,   da  A^  —  «1  =  0, 

a^)  -\-  k  ab,    und  man  kann  offenbar  k  immer 

liese  Differenz  positiv   wird.    Dann  ist  aber  die 

e,    und   da  ( Y  •  *^/i  immer  <;  Un,  die  Glie- 

\     n     ) 

jibe  somit  immer  kleiner  sind  als  die  corre- 
'  fallenden  Reihe  (1),    so  schliesst  man  wieder, 

ausgesetzt  wurde,  A^  —  a,^  -  0,  so  genügt  jeder 
3r  Bedingung. 
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wie  im  vorigen  Falle,  dass  die  Glieder  beider  Reih 
derselben  bestimmten  Grenze  nähern  müssen. 

4)  Die  bisherigen  Untersuchungen  geben  über 
Fallen  der  Reihe  (1)  zuverlässige  Auskunft,  und  mai 
Reihe  nur  dann  convergiren  könne,  wer 
oder  negativ  ist,  weil  nur  in  diesem  Falle  di( 
unendlich  klein  werden.  Uebcrdies  wird  zur  C 
Reihe  (1)  noch  erfordert,   dass  a^  — A^  > 

Um  dies  nachzuweisen,   vergleichen  wir  die  Reihe 

w,,   2^u^,  3*?f^,  4*?^^,  .  .  .  nHi„,{n  +  \fh 

deren  Glieder  wieder  mit  f^„    bezeichnet  werden  mög 

Un^  ^  (^  +  l  f  ,u,^  ^  (n  +  1  )* (n'^  +  A  'i""'  +  A 
"Un  nKun  n^[nf'  +  a^nl'-^  +  a^«''   '^ 

d.  1.  gehörig  entwickelt: 

r/,  +  1  _  w'«-^*  +  {A^  +  ^•)  w''+'^    1  +  . 
Un    ~  n*'^^'  +  rt, //>♦''-»  +  .\   ~ 

Ist  nun  «,  —  A^  !!>  ^  so  kann  man  immer  k  > 
dass  die  Differenz  A^  +  Z;  —  a,  =  Ic  —  ffl,  —  A^)  ne 
werden  aber,  vermöge  2),  die  Glieder  der  Reihe  (\i) 
Wachsen  von  n  unendlich  klein,  so  dass  limw*.t/„  =  ( 
woraus  nach  §.  33,  d)  die  Convergenz  der  Reihe  (1 

Ist  jedoch  «j  —  Ay  <  l,  und  man  setzt  Z;  =  1, 
renz  k  — ■  [a^  —  A^)  entweder  =  0  oder  >  0;  im  ( 
sich  nach  3)  die  Grösse  n .  n^  einer  bestimmten  von 
Grenze,  im  letzteren  wird  dieselbe  nach  1)  mit  wac 
lieh  gross ;  in  beiden  Fällen  hat  also  lim  n .  iin  eii 
schiedenen  Werth,  womit  nach  §.  33,  h)  die  Diverg 
erwiesen  ist. 

Die  Convergenz  der  Reihe  (l)  ist  de 
Bedingung  a^  — .4,  >+  ^  gebunden. 

35.  Zur  Erläuterung  mögen  folgende  Beispiele 
1)  Die  Reihe: 

^+l  +  i+7+---+2«-l+2n! 

divergirt ;  denn  es  ist 

UnA\        2w — 1        n — \  .^     . 

.=  —--=  * ,  somit  A^  —  aj  =  —  l,  < 
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ne  fallende,  deren  späteste  Glieder  unendlich 
-  a^  <C  0 ,  wie  man  dies  auch  unmittelbar 
%  weil   r/,  —  A^   die  Einheit  nicht  übersteigt. 

3.5    1  1.3. 5. ..(2t?  — 3)      1 

O'T  ~'"*"~'"2.4.6.;^.(2«  -2)2w^T~'"" 

2w  —  ly    _n^  —  t/  +  l 


t{2n  +  1)  n^'  +  >     ' 

>  1,  so  ist  die  Reihe  convergent. 

B  Reihe  der  Binomialcoefficienten : 

-  1 )       w  (7n  —  1)  {m  —  2) 

r  +        1T2.3        +••• 

1.2.3...n       +    ••'  ^^^ 

ihe  nicht  abbreche,  m  keine  positive  ganze 
ndet : 

-n)  m{m  —  1 ) . . .  (w  —  w  -|-  1 ) >?  —  w' 

l)     *  1.2.3...W         """"""w-fi' 

Quotienten  deutet  an,  dass  die  Zeichen  der 
oder  später  (und  zwar  sobald  /?>m  geworden 
,  daher  zur  Convergenz  nur  noch  das  unend- 
ier  erfordert  wird.  Dies  findet  statt,  wenn 
tiv  ist,  was  dann  der  Fall  sein  wird,  wenn 
2  Einheit  übersteigende  Zahl  ist. 

—  1 )        m{m  —  i)  [m  —  2) 


2  1.2.3  ' 


1.2.3. 


n  —  m 


im    Anfange    stattfindende    Zeichenwechsel, 
lufhört ;  zur  Convergenz  der  Reihe  wird  daher 
l+w>+l  sei:  diese  Reihe  conver- 
positiven  W  e  r  t  h  von  vi. 
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Jc+1  —  6  ^k  —  dk-^l  —  O 

-0  A:  — 6   A:+l  — 6   Ä;4-2— 6 

I     ^^-^     k     '      k  +  i      •-Ä-  +  2""*^"'-^- 

diese  Ungleichungen,    mit  Hinzufügung  der  Gleichung 

nit: 

^k  +   Wit  +  i   +   %  +  2  +   %  +  3  +   ••-  <C 

;-e)(^'-e+l)    (^— eyA;— e+i)(^-e+2)      i 

:    k{k+i)  *"  Ä:(Ä;+ l)(Ä;  +  2)  +-J' 

1  Klammern .  geht  aber  aus  der  Reihe  (d)  [§.  35] 
i  a  =  k  —  6,  und  y  =  k  setzt,  und  convergiit,  weil 
r  als  1 ;  mithin  ist  auch  die  Reihe  linker  Hand  eine 


und  6  eine  zwischen  h  und  1  liegende  Zahl,  so  muss 
1   bestimmten    Werthe    von    n  =  k    angefangen    das 


kleiner  als  6  bleiben,    und    man   erhält   nun: 


I-  Uk  +  i  +  Uk^2  +  Uk^s  +  ...  >  W/k   -R, 

m  in  den  eckigen  Klammern  stehende  Reihe  bezeichnet 
5t  aber  nunmehr  divergent,  weil  Ö<;i,  also  divergirt 

k  +  ^k  +  l   +  •  •  •  • 

lässt  dieses  Kennzeichen  die  Beschaffenheit  der  Reihe 
»istens  ist  dann  lim    "      von  der  Einheit  verschieden,  so 

Un 

intwickelte  Kennzeichen  zum  Ziele  führt,  und  umgekehrt. 
I  z.  B.  durch  Anwendung  des  obigen  Kennzeichens  un- 
ss*sche  Regel  für  die  Convergenz  einer  Reihe,  für  welche 
,,  _  ;/'*  4-  Ay~'  +  ^.w*»-^  +  •  •  • . 
,    —  n^  +  'ay   i.^:  «^,//i   ^  ^  _  / 

sofort : 


-■)=' 


he  Wi  +  i'a  +  . .  ,  wenn  sie  conver^ren  soll,  eine  fallende 
H  +  i  <L  n»  und  es  kann  daher  h  nicht  negativ  sein. 
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m  Grenzwerth  =  ttj  —  Ä^  ist ; 
.>!• 

n  schon  im  §.  2  4  bemerkt , 
tiven  Gliedern  die  Ordnung  di 
werden  darf,  weil  liit>durch  c 
and  die  etwa  früher  vorhanden 
luch,  wenn  dies  nicht  geschii 
werden  kann, 
z.  B.  die  bekanntlich  converg 
1  _  1        1  _  1 

"•"3  4  "^  5  "  *  "*■  2/?  —  1 
lelben  die  Reihe: 

)  ^7  4  ^  ^4/?-  3^4'; 
vei  positive  Glieder  ein  negati 
leihe  (2)  convergent,    ihre  Sun 


+i 

-:+• 

..+ 

1 

- 

1 

~"2 

+^+- 

.+ 

1 
4^-"3 

— 

beide 

Summen 

bis  i 

zu  dem 

ne 

jr    Differenz    S'n  —  Sn    sämmtli 
le  positiven  bis  zu  jenem 

i  +  1  ^  2n  +  3  ^  2n  +  'o^ 
unendlichen  Wachsen  von  n: 

2n  +  1  ^  2n  +  3  ^  2n  +  5  ^ 
nerte  Reihe  enthält  n  Glieder 

n    den    Grenzen    n  . 

4w  —  1 

xn    den  Grenzen   n  .  ,    =  r  i 
4;?       4 


nehmen    mag.    Bezeichnet    mj 
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zwischen    ^    und   |    liegende    Zahl    bedeutet, 

S'  =  S+  Je, 
leihe  ('2)  zwar  convergirt,    wie  die  (l).    ihre 
ist. 

lässt  sich  leicht  bestimmen.  Da  wir  nunmehr 
eihen  versichert  sind ,  so  steht  nach  dem  am 
jten  nichts  im  Wege ,  die  Glieder  in  Gruppen 
zen: 


1  1 

n  —3  '^(iH—2)  "^  {An  —  i) 


>^7        4/^    ^V4w— 3^4/i— 1       2«/^ 


S'  ~-S  = 


110"^  12       r,/"'"*'"^\4w  — 2"^4w      '>n)'^" 
~  12/  +••+  Uw  — 2~~W  "^  ••• 

i)+G-:)+-+(^L-T-i)+..] 


=^. 


l  bietet  die  Reihe: 


y4+"-+y^_,-V2« ■*"•••'  ^^^ 


nvergirt 

.  Versetzen  wir 

wieder 

die  Glieder 

wie 

tele,  so 

erhält 

man  die 

Reihe ; 

1 

;.+ 

y4«— 3 

.          1 

V7~ 

V4«-l 

> 

2w 

(4) 
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mme  von  w  Anfangsgliedern  der  Reihe  (A),  also: 
^  +  w.^  +  .  .  .  +  Un,  limSn  =  S. 
nmer  möglich,  die  Reihe  {B)  so  weit  fort,  dass  unter 
iedern  sich  die  n  ersten  Glieder  Wj,  u^,  ...  Un  der 
nd  nennen  S^n+k  die  Summe  dieser  n  -{•  k  ersten 
)  so  ist: 

S'n-i^k  =  ^n  +  ^1 

r  den  beiden  endlichen  Reihen  gemeinschaftlichen, 
rigen  Je  Glieder  ist.  Lässt  man  n  unendlich  gross 
ieser  Gleichung:  lim5'„+/k  =  lim  Sn  +  lima,  d.  i. 
aber  die  ersten  n  Glieder  m^,  w^,  .  .  t*«,  und  nur 
lumrae  ^„  enthalten  sind,  so  muss  a,  wenn  man 
rlieder  positiv  macht,  nothwendig  einen  Theil  der 
ien  und  somit,  da  lim  En+i  =  0,  um  so  mehr 
=  S  sein.  Hieraus  folgt  der  Satz : 

5r  Summe  einer  conVergir enden  Reihe, 
und  negative  Glieder  enthält,  ist  von 
Glieder  unabhängig,  sobald  die  Reihe 
t,    wenn  man  alleGlieder  mit  positiven 

3n  (1)  und  (3)  in  den  obigen  Beispielen  genügen 
ht,  indem  sie,  wenn  man  allen  Gliedern  das 
sich  in  Reihen  verwandeln,  deren  Divergenz  für 
nachgewiesen  wurde,  für  die  letztere  mittelst  des 
m  Kennzeichens  leicht  erkannt  wird. 
(0)  ist  divergent.  Setzen  wir  die  Reihe  {B) 
rin  alle  negativen  Glieder  vorkommen,  welche  in 
i  der  Reihe  {Ä)  enthalten  sind,  und  keine  anderen 
id  nun  hiezu  k  ±_  l  Glieder  der  Reihe  (7?)  erforder- 
i  die  Summen  Sk  und  S'hj^i  nur  dadurch  unter- 
einen eine  Anzahl  positiver  Glieder  fehlt,  welche 
alten   sind.    Nennen     wir   daher    die    Summe    der 

k   unendlich   gross    werden,    so   sind   drei   Fälle 

,  so  wird  lim^S'/ki/  =  lim^/L,  somit,  da  der  Voraus- 
?fc  =  S  eine    bestimmte    endliche  Grösse    ist,   auch 

,1.3.  Atill.  4 
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3^;    die  Reihe  {B)  ist   daher 
on  {Ä). 

Ist  lim(T  =  Ä  ein  endlicher  bei 
he  {B)  con vergilt  daher  glei 

als  die  Reihe  {Ä), 

Ist  lim  a  =^  oo ,  so  wird  S'  - 
lt. 

c  beiden  letzteren  Fälle  sine 
n;  um  auch  den  ersten  Fal 
r  Reihe  (l),  welche  durch 
it  wird,  die  Reihe: 


r  + 

-:+i- 

4+1 

wir 

immer  je    zwei 

aufeinar 

r  * 

=  2n: 

5*  = 

—1+1 

-1-+ 

^,  = 

-^+- 

1+1- 

r  convergent  und  hat  mit  (1 

.  Von  besonderer  Wichtigkeit 
leihen,  deren  Glieder  nach  di 
iten   versehenen  Potenzen   eii 

Form: 

+  a^x  +  a,,x^  +  a^x^  +  . 
9bei  die  von  x  unabhängigen 
'ür  sich  eine  Reihe  darstellen 

X  eine  veränderliche  Grösse 
r  welche  Werthe  von  x  die 
m  in  §.  30  entwickelten  Ken 

1       -  =hm    -       - —  =  hl 

venu  wir   der  Kürze  wegen  l 

x< 
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^ergirt   daher  für  alle  Werthe  von 

leiner  sind  als  — ,  d.h.  welche  zwi- 
A 

—  und  +-T  liegen.  Für  alle  ausserhalb 

XL  A. 

von   X   divergirt    sie.    Das  Verhalten   der 

=  +.  —  substituirt,    muss  nach  den  früher 
A 

sonders  untersucht  werden. 

3n    daher    solche  Reihen    immer  convergent 

X  hinreichend  klein  nimmt;  vorausgesetzt, 

n  unendlichen  Wachsen  von  n  nicht  unend- 

Bi   der  Reihe:    1  +  1.2aj+  1.2.3x^  + 

lU  wäre, 

e: 

x^  x^ 

■^  1.2.3.4  +•••+  1.2. 3^.«  "^  "  • 


=  0;  die  Reihe  convergirt  daher  für  alle 

iien  —  -    und  4-   - ,    d.  h.  zwischen    —  oo 
jeden  beliebigen    positiven   oder    negativen 


C*        X*  x^ 

3  +  4+-+«+- 


-  =  1 ;    daher    convergirt  sie  für  alle 


n+i 

iien  —  1  und  +  1  liegen.  Für  x=i  geht 
ende  natürliche  harmonische  über;  für 
s  unendlichen  Abnehmens  der  Glieder  und 

rende  Reihe :    —  l  +  o  —  ö+>i  — ••• 

i2  o  4 


)  m(w— l)(m— 2) 

^  +       r.2  3- — ^  +••• 

(n — m\  ,.        ^  ., 

—    — .— r  I  =  —  1 ;  diese  Reihe  con- 
n  +  l  / 

4* 
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»•»  +  ...  +  anhnx'^ 

e  der  n  +  1  ersten  Glieder  d 

«  +  ...  +  {%h„  +  ...  +  - 

aftete  Glied   im  Produkte   Sn 

der  Voraussetzung   nach  sämr 

n 
e  in  —  enthaltene  ganze  Zahl, 

i  gerade  oder  ungerade,  und 

-  a,^^  +  a^x'^  +  .  .  .  +  a,ni 
r  b^x^  +  b;^x^  +  .  .  .  +  b.^A 

ichung  der  beiden  Ausdrücke 
r: 

ch  m  unendlich  wachsen,  so 
Vn  beide  der  Grenze  ST,  we 
men  der  beiden  unendlichen 
Qss  auch  lim  P„  =  ST  sein,  i 
und  S,i  T,i  eingeschlossen  ist ; 

ist. 
1  für  den  besonderen  Werth 
[)   können    in    dem    Produkte 
B,    folgenden  Gliedern    auch  ii 
t   nothwendig  P«  <<  Sn  Tn  sei 

mehr  zulässig  sind.  In  eil 
:t  der  beiden  Reihen  in  Bezi 
cht  werden. 

man  noch  der  Convergenz  d 
enn  zwar  die  beiden  Reihen 
i^ersehen  aber  so  beschaffen  si 
,    wenn  man  sämmtlichen  Gli( 
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Fanktion  von  x  sein,  so  dass  die  Gleichung 

h  a,x'  +  a,x'  +  .  .  .  1^  =  -  ^  (1) 

\x=  +  Ä 

Reihe  rechts  vom  Gleichheitszeichen  die 
mktion  f{x);  der  Werth  der  letzteren 
-  A  und  4"  ^  liegenden  Werth  von  x  mit 
werden,  und  zwar  mit  jedem  beliebigen  Grade 
m  eine  hinreichende  Anzahl  von  Anfangs- 
e  von  X,    welche  ausserhalb  obiger  Grenzen 

(1)  auf,  giltig  zu  sein;  daher  man  die 
ilb  welcher  die  Gl.  (1)  zulflssig  ist,  beizu- 
)ben  in  (1)  angedeutete  Weise. 
Punktion  f{x)  kann  nur  auf  eine 
iteigenden  Potenzen  derVeränder- 
ade  Reihe  entwickelt  werden.  Denn 
3r  Gleichung  auch  noch  folgende: 

+  M'  +  V^  +  ...^  =  7^  (2) 

\x  =  +  Ji 

der  Grenzen  —  Ä  und  +  -4,  —  B  und  +  B 

le  von  X  nothwendig 

^,.,=  b,  +  h,x  +  b,x^  +  b,x^  +  .,. 

woraus  sogleich  [§.  41]  a^,  =  b^  folgt.  Dann 

iron  X  innerhalb  obiger  Grenzen : 

f  .  .  .  =  6,a;  +  b^x^  +  b^x^  +  .  .  . 

,,,)  =  x{b,  +b,x  +  b,x^ +  ...). 

^...  =  b,+b,x  +  b,x^  +  .  .  .  » 
öj  =  6j    folgt.    Auf   dieselbe  Weise   fort- 

=  b^y  a.^  =  h.y  u.  s.  w.,  so  dass  also  die 
und  (2)  nothwendig  identisch  sind.  Man 
Satz  aussprechen: 

hung 

-h . . .  =  6o  +  ^^  +  h^'  +  M'  +  •  •  • 

welche  zwischen  denGrenzen  —  a 
ne   dieser  Grenzen   auch  =0   sein 
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Form : 

^ü^^  +  «3^^  +  •  •  •  +  ««^^  + 

ikurrentc  (oder  rekurrirende,  rock- 
hrende),  wenn  von  einem  bestimmten  Gliede 
int  a„  jedes  folgenden  Gliedes  eine  lineare 
1  einer  bestimmten  Anzahl  von  vorliergebenden 
also  bat: 

P^CCn-i  +  P^an-s  +  •  •  •  +  PmCt„-m' 

5  vorkommenden  Coefficienten 

Pl^   Pt^   P^^    '  '  'Pm, 

ve  Zahlen,  welche  in  ihrer  bestimmten  Auf- 
nte  Relation sscala  der  Reihe  bilden;  die 
it  die  Ordnung  der  rekurrenten  Reihe.  Die 
i\  eines  Gliedes  einer  rekurrenten  Reihe  der 
her  die  Coefficienten  von  m  vorhergehenden 
das  ßildungsgesetz  kann  daher  erst  mit  dem 
len. 
zufolge    fährt    also    die    Entwickelung    der 

ne  rekurrente  Reihe  der  ersten  Ordnung,  deren 
,  wie  aus  {m)  erhellt. 


;h    die    Funktion    f{x)  = 


^0    +    ^1-^ 


uHiplikation  mit  dem  Nenner: 
«0«!  I   ^  +  -  •  •   +  «0««      ]   ^"  +  .     . . 


A        ,,    _^i  —  «1«0 


'     «. 


öfn 


.  C(„_i  .    «,,_2 
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r-~-  =  «0  +  «1^  +  «2^^  +  «3^^  +  •  •  • 

noch  unbestimmte  Coefficienten  bedeuten, 
[ultiplicirt  man  zu  beiden  Seiten  mit  dem 

■f  •  •  •  =  («0  +  «1^  +  «2^*  +  «3^'  +  •  •  •) 
+  a^x^  +  a^x^  +  .  .  .) 

+  «ä«o]   ^^  +  «3«0     ^*^  +  .  . . » 
+  a^aj        +  a^cci 

+  «0«3 

für  jeden  Werth  von  x  gelten  muss, 


+ 

«0«! 

+ 

«,«,     + 

«o«a 

+ 

1 

«»«I    + 

II.  s.  w. 

«l^S   + 

»0«3 

im 

Wege   so  viele 

Gleichungen,   als 

man 

aus  welchen  diese 

,   da  jene 

vom 

ersten 

erden.  Man 

findet 

nämlich : 

4, 

«0 

a,= 

«0     ' 

-:i«-+ 

— ^  u. 

«0 

s.  w., 

•B— ! 

«0 

-3 •  •  ■ 

-%.+ 

«0    ' 

irsionsgesetze    die  Coefficienten  der  Reihe 

:önnen. 

I  Auflösung  unmöglich,  wenn  a^  =  0  und 

0  ist,  indem  dann  die  Coefficienten  unend- 

i   deutet   an,    dass   in   diesem    Falle   der 

tzte  Form  «^  4"  ^i^  +  «s^*  +•••  haben 

;  man  sich  leicht  durch  gewöhnliche  Divi- 

A         Ä 

mit  dem  Gliede  —  ^~=    ^  x-^    beginnen 

a^x       ttj 

der  angenommenen  Form  nicht  vorkommt 

werden    konnte.    Man    sieht   leicht,    dass 

^nfangsglieder    im    Dividende    =  0    sein 

)r   fehlen,    wenn    der   Quotient    die  Form 

)en  soll. 
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übrigens  z.  B.  den  Quotienten: 

a^x  +  a,a;^  +  (f-i^'^  +  •  •  • 
itze  man 


Oj  «'■'  +  a^a;*  +  •  • 


=  «0  + 


die  Coefficienten  «„  «,,...  wi< 

r.a;»  +  a,a;*  +  ; . .  —  a;  ^  «  "^ 

csagten  geht  demnach  hervor,  da 
^r  unbestimmten  Coefficienten  5 
eihen,  die  Form  der  zu  cnt\ 
xkannt  sein  muss,  zu  welc 
läufige  Discussion  der  vorgel 
irt.  Hat  man  die  Form  der  Re 
bei    der  Auflösung    der  Glcichi 

in  den  meisten  Fällen  wohl  zu 
vo  dies  nicht  geschieht  und  di 
efficienten  zu  unrichtigen  Resultat 

Veranlassung  gab,    dieser  sonst 
praktischen  Matliematiker   sich 
stituiren,   welche  jener  Vorwurf 
n'suchen,  für  welche  Werthe  von 
I    nur    für   solche    ist    sie   zur 


be.  Es  sei  die  Gleichung  gegebe 
=  ax  4-  ^^'^  +  ^J?^  +  ^^^  +  ^^ 
t  X  durch  eine  Reihe  ausgedilick 
^otenzen  von  y  fortschreitet. 

=  «y  +  ßy^  +  yy'^  +  ^y"^  +  «;/ 

Usdruck  von  x  offenbar  die  Eig 
•slituirt,  diese  zu  einer  identischen 
aufeinanderfolgenden  Potenzen  vo 
issen  Potenz  von  y  fortschreitet, 
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y*  +  •2ad\  y*  + .  .  . 


1    y*  +  2aö\ 


it: 

ad 

if*+    as 

y' 

bß' 

+  2bad 

2bay 

+  2bßy 

Bca^ß 

+  3caß^ 

da* 

+  3caV 

+  4da'ß 

4-ca» 

der  gleichnamigen  Polen 

V. 

ß,  y,  ...    der   Reihe    i 

ist,    so    wie    die   folge 

Umkehrung  oder  Re 

u  geben,  die  Reihe: 
+  1.2  374  +  - •• 


,.^  +  ... 


ledern  lässt  sich  flbri^ 
ngsgesetz  der  umgekehrt 
m  man  aueh  diese  wichi 
r  unbestimmten  Coeffici( 
)n  jedoch  erst  in    der  F 
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48.  Jede  complexe  Grösse  p  +  qi  katin  auf  die  Form  r  (cosf/>  +  /sin  (p) 
gebracht  werden,  wo  r  eine  positive  Grösse  und  (p  einen  reellen  Bogen 
bezeichnet.  Denn  damit 

p  -^^  qi  =  r(cos«/i  +  «sin 9))  (l) 

werde,  muss  in  Folge  des  vorigen  §. 

p  ^=z  r  cos  (f,  q  ^=  r  sin  <f  (2 ) 

sein,  und  die  Werthe  von  r  und  rp  lassen  sich  immer  so  bestimmen, 
dass  diese  zwei  Gleichungen  erfüllt  werden.  Quadrirt  und  addirt  man 
nämlich  die  GIgn.  (2),  so  erhält  man,  weil  cosy-*  +  siny- =  1  : 
r*  =  ^2  -f-  g^,  woraus 

r  =  yp^q'  (3) 

folgt,  welche  Grösse  nothwendig  reell  ist.  Ferner  folgt  aus  (2): 

g  q  P  P 

Sing)  =  =  -7 — -^=»  cos(jf)  =  -=-^— ^  -    -,  (4; 

r        Vp^  +  q^  ^        r        yp^  +  q^ 

welche  Gleichungen,  da  yp^  +  Q[^  ^  ist,  immer  erfüllt  werden  können. 
Auch  ergibt  sich  durch  Division  der  Glgn.  (2): 

tg  y  =  — ,    und  9)  =  arc  tg  —  ,  (5) 

woraus  man  ebenfalls  erkennt,  dass,  da  die  Tangente  jedes  Werthes 
von  —  00  bis  +  ^  fähig  ist,  immer  ein  Bogen  y  existirt,  welcher 
der  in  (5)  ausgesprochenen  Bedingung  genügt. 

Man  nennt  die  Grösse  r=yp^  +  Q^  <icu  Modulus  der  com- 
plexen  Grösse  p  +  qi,  und  nimmt,  wie  gesagt,  denselben  immer  positiv. 
Für  q  =  0  geht  die  complexe  Grösse  p  +  qi  in  die  reelle  p,  und  der 
Modulus  in  r  ==  Yp^  =  p  über,  d.  h.  der  Modulus  einer  reellen  Grösse 
ist  diese  Grösse,  ihrem  absoluten  Werthe  nach,  selbst.  Auch  sieht  man 
leicht,  däss  zwei  conjugirte  Ausdrücke  denselben  Modulus  besitzen.  Das 
Binom  cosy  +  «siny  heisst  der  reducirte  Ausdruck.  —  Mit  Hilfe 
dieser  Umformung  gestalten  sich  die  Rechnungen  mit  imaginären  Aus- 
drücken in  der  Regel  weit  einfacher. 

49.  Es  sei: 

p  -|-  qi  =  r  (cos  qp  +  «  sin  qp) , 
p'  -|-  q*i  =  / (cos y'  +  «sin y') , 
so  erhalten  wir  durch  Multiplikation: 

Cp  +  sO  (^'  "I"  ^'0  =  **^'  (cosy  +  isinr/))  (cos<]p'  +  «sinqn'), 
und  es  kommt  nun  nur  auf  die  Bildung  des  Produktes   der  reducirten 
Ausdrücke  an.  Es  ist  aber: 

Herr,  H<U.  MuUiematik,  1.  3.  Aufl.  5 
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n  (f)  (cos  (f'  +  i  siu  y')  =  cos  q)  cos  q 

+  «(sin(/)Cosq!)'  +  cos  r/)  sin  y'), 
n  bekannten  goniometrischen  Satze : 
(cosqp'  4"  «siny')  =  cos(y  +  <jP  )  + 

dieses  Produkt   mit   einem    ähnlich 
irch  zweimalige  Anwendung  von  (1) 

sin  y)  (cos^'  +  «sin^')  (cosy"  + 
'^{(P  +  ¥)  +  «sin((/>  +  (p')}  (cosg) 
[fp  +  9'  +  (pl  +  ^sin(f^-  +  q>'  + 
selben  Vorgang  offenbar  auf  beliel 
i,  so  ist : 
y))  (cosy'  +  isinq)  (cosqp"  +  'si 

f/)'  +  (?"  +  ... )  +  ^'sin(9>  +  y'- 
,  dass  sich  die  Multiplikation  reduc 
ion  der  Bögen  verwandelt, 
in  (1)  —  (f'    an   die  Stelle   von    cp 
—  fjp')  =  cos  (p'  und  sin  ( —  y')  =  - 
cos  (p^  —  i  sin  qp')  =  cos  {(p  —  9^')  + 
1  dieser  Gleichung  qp'  =  qp  setzt : 
josqp  +  ^8in<jp)  (cosqp  —  isin  qp)  = 
5nnt,   dass   das  Produkt   zweier   con 
=  1  ist,    wovon  man   sich    auch    < 
cht  überzeugt, 
er  Gl.  (4)  erhält  man  femer: 

.-r-^=(C0S(Jp    +  tSlUW)  (cos  CO  - 

^  sin  qp       ^       ^  ^  ^  ^       ^ 

[Sicht  auf  (3): 

fisinqp'  .   ,         N    I    .  .    /   ' 

.—1—.-^  =  cos  (qp  —  (p)  +  t  sm  (op 
|-  « sm  (jp  ^^        ^  ^  ^^ 

die  Regel   für   die   Division    zweie 


weist  leicht  folgende  Sätze: 
odulus    des    Produktes    zwe 
gleich   dem  Produkte   der  M< 

wir: 
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p  -}-  ql  =  r  {cos  (f   +*siny) 
p'  -}-  ?'*  =  r'{cos(p'  -f-  ^  sin  </>'), 


67 

(1) 


0  {P'  +  Q^)  =  rr'[cos{cp  +  <p')  +  isin{(p  +  9')]; 

Q  Q  den  Modulus  des  Produktes,  so  ist: 

[{rr'Y  cos  {(f  +  (f'Y  +  (r/)^sin(y  +  ify\  =  rr 

Produkte    der  Moduli  r  und  r    der  Faktoren.    Dass    der 

eine    beliebige  Anzahl    von  Faktoren    ausgedehnt    werden 

sich  klar.    Setzt  man  diese  Faktoren  einander  gleich,    so 
gleich  folgender  Satz  : 

Modulus  der  ;/^^"  Potenz  einer  complexen 
iiter  n  eine  positive  ganze  Zahl  verstanden) 
der  w^^"  Potenz  des  Modulus  der  Wurzel. 

Modulus  der  Summe   mehrerer   von    einander 
ner  complexer  Grössen   ist  stets    kleiner   als 

der  Moduli  der  einzelnen  Summanden. 

folgt  aus  den  Gleichungen  (1): 

P  +  5'^)  =  (''cosy  +  r  cosq>')  +  i{r  sin  q>  +  r'siny') ; 
^r  Q  der  Modulus  der  Summe,  so  hat  man : 
V{(r  cosy  +  /  cosy')^  +  (**  siny  +  ^'  sin  f'y} 
y{r^  cos  (p^  +  r^  sin  y^  +  ^'^  cosq)'^  -f"  ^'^  sin  (jp'^ 

+  2rr'  (cos  q)  cos  cf'  +  sin y  sin  q)')) 
y/{r^  4.  r'2  +  2rr'cos(y  —  (f')}, 

so   lange  q)  nicht  =  qp',    immer    cos(qp  —  (p')  <  1    ist, 

1-  2rr'  cos  (9)  —  y')  <  r^  +  r'^  +  2rr'  =  (r  +  r^, 

^  <  r  +  r'. 
3ser    Satz    lässt  sich,     wie    leicht    einzusehen,    auf   eine 
ihl  von  Summanden  ausdehnen. 


EBRAISCHEN   FUNKTIONEN    MIT    IMAGINÄREN  VERÄNDERLICHEN.  - 
MOIVRE'SCHE   BINOMIALFORMEL. 

It  die  unabhängig  veränderliche  Grösse  x  einer  Funktion 
in  imaginären  Werth  x  =  u  -\-  vi,  so  bieten  sich  in  Bezug 
he  imaginäre  Funktion  zunächst  zwei  Aufgaben  dar: 
i  zwei  Theile  zu  zerlegen,    deren  einer  reell,   der  andere 


5 


♦ 
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mit  dem    Faktor  /  --  y    ♦  1    behaftet  ist; 
die  Form : 

f(u  +  vi)  =  (p{\i,  v)  +  ; 
zu  bringen,  wo  f/>(w,  v)  und  t/'(w,  r)  reell 
bedeuten;  2)  zu  untersuchen,  ob  die  für  r 
statt  findenden  Eigenschaften  der  Funktionei 
Eigenschaft:  .t^'.^'"  =  (.r ?/)'")  giltig  bleiben 
imaginäre  Worthe  erhalten.  Wir  wollen  in 
die  algebraischen  Funktionen  betrachten. 

Diesen    Funktionen    liegt,     wie    schon 
wurde,  die  Funktion  y  =  x"',  d.  i.  die  Pot 
constantem  Pkpönenten  zu  Grunde;    setzen 
=  r(cosa  +  isin«),  so  wird 

?/  =  ir*"  =  r"'(cos«  + 
und  wir  haben  es  daher  nur  mit  der 
(cosa  -f"  «sin«)"*  zu  thun. 

Nach  Gl.  (2),  §.  49  ist: 
(cosa  +  zsina)  (cos^  +  «sin/9)  (cc 
=  cos(a  -f-  /^  +  y  •     •)  +  *sin(( 

Setzt  man  nun  a  =  /9  =  y  =  . . .  und  dii 
so  geht  diese  Gleichung  in  folgende  fiber: 
(cos  a  +  i  sin  a)"»  =  cos  ma 
welche  wichtige  Formel  unter  dem  Namen 
formel  bekannt  ist.  Ihre  Richtigkeit  e 
Ableitung  für  jeden  beliebigen  Werth  des 
ganzen  und  positiven  Werth  des  Exponenten 
gebrochene  und  negative  Werthe  von  m. 

Aus  (1)  folgt  nämlich,  indem  man  aus  be 

zieht  und  gleich  transponirt: 

1 
(cos  ma  +  i  sin  ma)  ^  =  cos 

und  wenn  man  in  dieser  Gleichung  —  statt 

m 

(cos  a  +  e  sin  a)  "*  =  cos  — 
^  ^  m 

erhebt  man   beide  Theile    dieser  Gleichung 

man,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist, 

..."  ^ 

(cos a  4-  ^  s»n  a ) "'  =  cos  -  a 

^  '  m 
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aber   aus  (1),    wenn  man  dort  an  die  Stelle 

eten   lässt;    somit   gilt  (1)   auch  für  den  Fall, 

rationaler  positiver  Bruch  ist. 
hat  man  ferner: 

sin  a  = ; — r—. —  ,    oder 

cos«  +  e  sm« 

cosa  —  isina  =  cos( —  «)  +  /  sin( —  o); 

dieser  Gleichung  zur  w*^"  Potenz,  wo  m  eine 
•  0  s  i  t  i  V  e  Zahl,  so  kommt 
a)-"'  =  [cos(—  «)  +  /  sin(—  a)Y\ 

zweiten  Theil  die  Gl.  (1)  anwendet: 
j^-m  __  ßQg^ —  ^^^{^  _|_  i  sjn^ —  ma)\  x 

jr  auch  aus  (1)  hervor,  indem  man  — m  statt 
gilt  (1)  auch  für  negative  Werthe  des  Expo-  , 

!  rationale  veränderliche  Zahl,  welche  sich  der 
Ende  nähert,  so  kann  man  m^=r-^d  setzen, 
lehmende  Grösse  ist ;    führt  man  diesen  Werth 

hT  =:  cos(r  +  d^)«  +  ^  sin(r  +  <^)cf, 

man  ()  unendlich  klein  werden  lässt,  in 

|-  i  sin  «)'  =  cos  r«  +  ^  sin  rot 

t   demnach    die  GL  (1)    für  jeden  ganzen  oder 

der  negativen,  rationalen  oder  irrationalen  Werth 

—  a  an  die  Stelle  von  «,  so  folgt: 

i  sin«)'"  =  coswm   —  l  sinw?rf, 
(1)   auch  dadurch    hervorgeht,    wenn  man    —  / 
en  lässt. 
/re'schen  Binomialformcl  geht  die  Gleichung  (a) 

pHi  ___  ym  (^c,os  mrp  -j-  ^  sinnup) 

•'»  cos  mrjp  +  ^  •  ^'"  sin  ni(p, 

lass  die  Potenz  x'",  somit  auch  jede  zusammen- 

unktion    von   x  auf  die  Form  p  +  qi  gebracht 

maginär  wird. 


Digitized  by  VjOOQIC 


70 

Ist  ferner: 

a;  =  r  (cos  cp  -\-  i  sin  (p),   y  =  r'  (cos  (p'  +  i 
so  ergibt  sich,  mit  Rücksiebt  auf  Gl.  (1),  §.  49: 

x^n  y}t\  __  [,-(cos(jP  +  *  siny)]"*.  [r  (cos(jp'  +  i  sir 

=  r'"  r''"  (cos  m(p  +  i  sin  wy)  (cos  wg)'  -|-  e 

=  r"'/"'[cosw(y  +  if')  4"  *  sinm(rjp  +  q 

_  r'"/"'[cos((/)  4-  y')  +  %  sin(9P  +  g?')]'»' 

=r.  [rr  {cos(g)  +  g)')  +  i  sin(qp  +  qp')}]*" 

=  [r (cos y  +  «  sin  y) .  /  (cos  </>'  +  ^  sin  (f' 

so  dass  also  die  für  reelle  Werthe  von  x  und  y  stattfi 

xm^^m  __  (:jj2/)n»  ^    somit    auch    die    übrigen  Eigenschaft 

für  imaginäre  Werthe  der  Wurzel  giltig  bleiben. 

52.  Die  im  vorigen  §.  entwickelte  Moivre'scli 
führt  zu  wichtigen  Folgerungen,  mit  deren  Auseinandi 
nun  beschäftigen  wollen. 

Da  bekanntlich  allgemein ,  wenn  r  eine  positiv 
ganze  Zahl  bedeutet, 

sin(a  4"  2^'^*^)  =  sin«,  und  cos(«  4*  2r7r)  = 
ist,  so  folgt  aus  (1),  wenn  a  4*  '^f'^'   statt  a  gesetzt 

(cos«  +  i  sinof)'"  =  cosw(a  4"  Sryr)  +  i  sin  ml 

Diese  Gleichung  muss  als  der  allgemeinere  Ai 
Potenz  des  Binoms  cos «  +  i  sin «  betrachtet  werde 
Gl.  (1)  zwar  für  jeden  Werth  von  m  richtig,  abe 
Voraussetzung,  dass  m  eine  positive  oder  negative  gan 
vollständig  ist,  wie  aus  folgenden  Betrachtungen  erhel 

Bezeichnet  in  (3)  m  eine  positive  oder  negative 
geht  diese  Gleichung,  weil  bei  dieser  Voraussetzung  g 
=  sinwa  und  cos(ma  4*  2riw^)  =  coswa  ist,  in  die  ' 
die  Gl.  (3)   liefert   in   diesem  Falle    trotz  der  völlige 
der   ganzen  Zahl  r   nur   einen  Werth   der  Potenz   ( 

Es   sei   aber   nun  m  ein  auf  seine  kleinste  Bene 

P 
rationaler  Bruch  =     ,  so  ist: 

p 

P  P 

(cosa  4"  'isma)'i  =  cos     (a  +  'Irrt)  4-  ^sin     ( 
q  q 

und  da  nun  die  Bögen,  welche  aus  dem  Ausdrucke 
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nn  man  der  Zahl  r  verschiedene  Werthe  beilegt,  im 
chiedene  Sinusse  und  Cosinusse  haben,  so  muss  man 
iessen,  dass  die  Potenz 

v_ 
(cosa  -f-  ^sina)9  (5) 

edener  Werthe  fähig,  also  eine  vieldeutige  Grösse  sei. 
it,    es   lässt   sich   leicht   zeigen,    dass   die   Potenz 

^  wo^  und  q  relative  Primzahlen  bedeu- 
liedene    Werthe   besitze,    weder   mehr   noch 

dass  diese  erhalten  werden,  wenn  man  im 
le  der  Gl.  (4)  für  r  nach   und   nach  die  Zah- 

{(l  —  1)  substituirt. 

uns  nämlich  diese  Zahlen   in  (4)  wirklich    substituirt, 

;itutionsresultate,  ^  an  der  Zahl,  sämmtlich  von  einander 
m  waren  irgend  zwei  darunter,  etwa  für  r  ^=  g  und 
eich,  wo  g  und  h  zwei  Zahlen  der  Reihe  0, 1,  2,  3, .  .{q  —  1) 
isste 

^(«4-  2gn)  =  ^{a  +  "Hut)  +  2kn 

nd  eine  ganze  Zahl,  weil  nur  solche  Bögen,  welche 
ganzer  Peripherieen  von  einander  verschieden  sind, 
ind  Cosinusse  haben.  Aus  dieser  Gleichung  folgt  aber 
;  der  zweite  Theil  dieser  Gleichung  ist  durch  q  theilbar, 
lies  auch  mit  dem  ersten  Theile  der  Fall  sein,  und  da 
lg  nach  p  und  q  unter  sich  prim  sind,  so  müsste 
heilbar  sein,  was  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  der 
unmöglich  ist.  Hieraus  folgt  demnach,  dass  die  Potenz 
erschiedene  Werthe  hat,  welche  man  erhftlt,  wenn  man 
3r  Reihe   nach   die   Zahlen   0,   1,  2,  3,  .  .  .  .  {q  —  1) 

lesen  Werthen,  q  an  der  Zahl,  ist  aber  die  Potenz  (5) 
Verthes  fähig.  Denn  ein  solcher  könnte  nur  aus  (4) 
Bm  man  daselbst  statt  r  eine  andere  Zahl  substituirte, 
3ihe  der  Zahlen 

0,   1,  2,  3 {q—  1) 

alten  ist.    Jede  solche  Zahl  lässt  sich  aber  ausdrücken 

|t<,  wo  X  irgend  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl 

r  0,  /t  aber  irgend  eine  Zahl  der  obigen  Reihe  bedeutet. 
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eiten  Theile   der  Gl.  (4)    vorkomnieode  Bogen  -{a'{'2rn) 


=  -  (a  +  2fj7i)  +  pl.27r, 

»en   aber   gleichen  Sinus   und   Cosinus   hat   mit   dem  Bogen 
7t),  der  schon  einmal  durch  die  Substitution  r  =--  fi  erzeugt 

nzahl  sämmtlicher  verschiedener  "Werthe  der  Potenz 

p 
(cosa  +  *  sin  a)*i 

q,  d.  h.  gleich  der  Anzahl  der  Einheiten,  welche  der  Nenner 

ine   kleinste  Benennung   gebrachten  Bruches    -  enthält,   und 

Q 

Zähler  p  unabhängig.  —  Bedeutet  in  (4)  m  eine  irrationale 

iann    man    sich   dieselbe   immer    in    Form    eines    rationalen 

p 
:  —    vorstellen ,    dessen    Zähler   und   Nenner   unendlich    gross 
Q 

ISS  also  in  diesem  Falle  die  Anzahl  der  Werthe  der  Potenz 
sina)'"  unendlich  gross  wird. 

etzt  man  in  Gl.  (4)  ^^  =^  1  und  a  =  0,  so  kommt: 

{+  l)\  =  !(/+l=cos  '^'^  +  i  sin  ^-'- ,  (6) 

gt,   dass    die    q^^  Wurzel   aus   der   positiven  Einheit   q   ver- 

Werthe   hat,   welche    aus    (G)   hervorgehen,    wenn   man   der 

i  r  =  0,   1,  2,  ...((? — 1)  setzt.  Damit  einer  derselben  reell 

.    2m  2r7T       ,         ,  hq      ,  ^     . 

38  sm =0,  also =r.h7i   oder  r=-    sein,  wo  Ji  eine 

q  q  2 

i,  die  0  mit  eingeschlossen,    bedeutet,    hier  aber,  wo  r  nicht 

q  -'  l    wird ,    offenbar   nur   ^=^  0    oder    =  1    angenommen 

nn,  wodurch  sich  für  r  nur  die  beiden  Werthe :    r  =  0  und 

eben,  welche  den  2*«"  Theil  der  Gl.  (6)  reell   machen.     Der 

bei  ungeradem  q  unmöglich;  daraus  folgt  also,  dass,  wenn  q 

unter  den  q  Werthen  von   ^/+  1    nur   ein    reeller,   =  +  1 
)  sich  befindet;  die  übrigen  Werthe  sind  imaginär.    Ist  aber 
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V/ 

q  gerade,  so  hat  V+  1    zwei  reelle  Werthe,   nfimlich  +  1  und  —  1, 
welche  aus  (6)  für  r  =  0  und   ^  =  -  hervorgehen. 

Ist  Ä  irgend  eine  aus  der  Reihe  der  Zahlen :  1,  2,  3,  .  .  .  [q  —  1), 
so  wird  q  —  h  ebenfalls  eine  in  dieser  Reihe  vorkommende  Zahl  sein; 
setzt  man  also  h  und  q —  k  statt  r  in  die  GL  (6),  so  erhält  man  die 

zwei  entsprechenden  Werthe   von  V  +  1 : 

'2[q  —  1c)7t 


cos- 


2/c;r     .        .    2*7/ 
cos H  i  sm ,   und 

q  q 

,     .    .    2{q  —  1c)7t              2k7i  .    .    2k7T 

-L  i  gin  _:l^^ L—  =:^  cos i  sm 

q  q  Q 


welche  sich  demnach  nur  durch  das  Zeichen  von  /  unterscheiden  und 
somit  conjugirt  sind.  Man  kann  daher  die  Gl.  (6)  auch  in  folgender 
für  die  Anwendung  bequemeren  Form  schreiben : 


(+1)«/  =y+  1  =  cos- +  I  sin 

q  Q 


^^,  (7) 


aus  welcher  nun  sämmtliche  q  Werthe  hervorgehen,  wenn  man 

q 


hei     geradem     q  fflr  k  die  Werthe  0,  1,2,.. 

-     ungeradem  q     -     -     -         -        0,  1,  2,  .  . 
substituirt.  Man  erhält  daher  folgende  Werthe  für 


•     2' 
g-1 


cos 


q  gerade 

+  1 

2^r     .     .    .    2y/ 
cos  —  ±_  t  sin  — 
n  q 

cos         +  i  sm 

q  q 

671    .     .    .    ^m 
cos     -  ±.  /  sm 

q  q 

((/— 2)7r   .    .  .    ((/— 2);/ 
-^      4-  ^sln^  ^ 

a  q 


q  ungerade 
+  1 

27t      .       .     .      27/ 

cos        +  t  sm  — 
Q  q 

\/l      ,       .     .      47/ 

cos         +.  /  sm  — 

q  q 

.(8)  (i7i     .      .     .      ()// 

'  cos        +  ^  sin  — 

a  q 


cos 


cos 


{q—3)7i        .  .    ((/— 3)7/- 
+  ;sin-- ^ 

<i  q 

{q—l)7t         .  .    {q—l)7i: 
±_  ism- 


{^) 
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)  p  =  1.   (X 

a 

Werthe,  q  sl 

gihe  nach  di( 

Werthe    rei 

ihe  jedoch  h 
^  nur  =^  1  i 
V  den  zweit 
\  dieser  ist 

so  sind  die 
ungerade , 
reellen  Werl 
*vei  Zahlen  ai 
—  /c,  für  r 
h  das  Zeich 
schreiben : 

Q 
mmtliche  (j 

die  Werthe 


nan  folgendf 


(12) 


cos 
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e  (8),    (9),    (12),    (13)  lassen  sich  auch  leicht  alge- 
wenn    die  Theilung   des  Kreises    in  2q  Theile  geo- 
r  ist. 

i  für  g=  2,    aus  (8):   V+~l  =  +  1,  —  1. 
erliält  man  aus  (9): 
:  cos  120^  +  /  sin  120^    =  cos  120^  —  i  sin  120^. 

=  — cos60^=— ^-,    sinl20«  =  sin60"  =  ^  yS;    so- 

3.- / 

Ir  1  -(-  1  folgende  drei  Werthe,  wenn  man  /  =)/  —  1 
—  1  +  V— ~3        —  1  —V—  3  *). 


=  4,    so  ergeben  sich  aus  (8)    für  i  +  ^  folgende 


-    1  sin9()^  cos  90"    -  >        1  sin  9U",  —  1,  d.  i. 

1,   +y-  1,     -V-  1,     -     1. 

rhält  man,   wenn    man  beachtet,    dass  die  Seite  des 

s  =^  \Ü)    -2^b,   somit  sin  ^'  =  ^  VlO  — 2t/5, 
2  5        4 

ist,  woraus  man  ferner  mittelst  der  Formeln : 

=  2  sina  cos«,     cos  2a  =  cosa''^  —  sina^ 

2  'I  4  t 

nd  Cosinus  der  Bögen  —  und  —     entwickelt,    nach 
5  5 

le: 

^/io  +  2y5y  ^^  y5  - 1    vr(r+ 2V0  y_^ 

4  '4  4 

^jzlf5  V':.; i,  _  >'^-  +  ^-  -  -  ^'^^  -^yl  i/_i. 

4  '4  4 

kenswerth,  dass  der  3*<^  dieser  Werthe  aus  dem  2**^°  entsteht, 
um  Quadrate  erhebt.    Bezeichnet  man  also   den  Werth 

,   so  sind  \,  ((,  «3  die  drei  Cubikwurzeln  der  positiven 
s  übrigens   nur  ein    specieller  Fall    eines   allgemeineren 
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Pormeln  (6)  und  (10)  lassen  s^ch  i 

(-hl )"»  =  cos  mm  -|-  « •  sin  mi 
geraden  oder  ungeraden  Zahlen  zu 
r  das  obere  oder  untere  Zeichen  st 
•  immer  ±,  A  =  Ä.  ±_  1  ist,  so  h 

i±A=  VÄ.i±  1, 

leichung  mit  Rücksicht  auf  die  Viel 
r  q^^^  Wurzel  aus  jeder  positiven 
lene  Werthe  zukommen,  welche  mi 
lerselben,  z.  B.  die  gewöhnliche  0( 
;el  mit  sämmtlichen  gleichnamigen 
li  multiplicirt. 

IM.461NÄKE  REIHEN. 

die  Glieder  einer  Reihe: 

',  +  «2  +  w.,  +  w^  +  .  .  .  .  +  M, 

sen,  also  die  Reihe  von  der  Form : 

«,  +  h^)  +  («.  +  hn  +...  +  (' 
auch: 

f  ..  =  K+«2  +  ^3  +  ••)  +  '(^- 
demnach  eine  solche  Reihe  als  die 

ten,  deren  eine  mit  /  =  y  1  niuli 
von    n  Anfangsgliedem    der  Reihe 

An  =  ö,    +  «2    +   «3    +   •  •   •   •   - 
S„  =  A,  +  i.Bn' 

3rgenz  imaginärer  Reihen  ist,  so  w 
ing  gebunden,  dass  die  Summe  Sa 
m  Wachsen  von  n  sich  einer  bestirai 
[lach  Gl.  (3)  erfordert  wird,  dass  d 
•enzen  nähern ;  hiernach  kann  man  i 
iginäre  Reihe  (1)  ist  conv< 
len  Reihen: 

o,  +  «2  +  ''s  +  «4  + 
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n ;    sie   ist   divergent,     wenn    eine    oder    beide 

len  Reihen  diverfijiren. 
st  man   mit  ^,,  ^j,  ^^,  .  .  .  .  die  Moduli  der  Glieder  der 

ist  wegen  Q,i  =  \  a„  ^  +  h^  -    noth wendig 

Qn  >  ««    ""d    Qn  >  f^u  , 

51ied    der    Reiiien    (4)    kleiner   als    das    correspondirende 

^eihc  der  Moduli:  ^, ,  q^,  q^,  q^, ;   nach  §.  29,  a) 

Reihen  (4)  beide  convergent,  wenn  die  Reihe  der  Moduli 
d  man  kann  folglich  obigr.n  Satz  auch  in  folgender  Form 

aginäre    Reihe    (1)    ist   convergent,     wenn    die 
er  Glieder  eine  convergirende  Reihe    bilden, 
eine  imaginäre  Reihe  aus  der  reellen 

«0  +  «1^  +  ci^^^^  +  «3^^  + 

rgegangen,  dass  man  in  letzterer  x=r  e  (cos  qp  +  ^  sin  cp) 
nd  convergirt  die  reelle  Reihe  für  alle  Werthe  von  x, 
en  den  Grenzen  —  Ä  und  +  -^  liegen,  so  wird  auch 
Reihe  für  alle  Werthe  des  Modulus  e  convergiren,  welche 
elben  Grenzen  enthalten  sind. 

imaginären    Reihen    finden   in    der  Analysis    häufige  An- 
an  einem  einfachen  Beispiele  zu  zeigen,    wie  man  durch 

Summirung  verschiedener  reellen  Reihen  gelangen    könne, 

ie  geometrische  Progression : 

^  a;  +  x'  +  x^  +  .  .  .  +  a:«-i  =--~-^-  , 

1  —  X 

derselben  x  =  ^'(cosy  +  isiiKp),  so  kommt: 

cosif  -|-  «  siny)  +  ^'"^(cos  2(p  +  isin2r/))  +  .  .  .  . 

f-  z^"^  [cos  {n  —  1 )  (/)  4"  ^  sin  (w  —  1 )  y]  = 

^1  —  ;e'"(coswy  +  isinnif) 

1  —  js^  {cos  q>  +  isincp) 

[  —  -e^  cosy  —  e^^  cosnfp  -j-  ^"^^  cos(w  —  l)q) 
1  —  2^cosy  +  2^ 

.  esincp  —  je"  sin  ^(jp  +  £^"  "^  *  sin  (w  —  1 )  qp 
_  ,  ^  ^.^^__^___  _  ,  (1) 

mlich  Zähler  und  Nenner  mit  1  —  ^  cos(/>  +  « .r  sincjp 
i  reducirt.  Diese  Gleichung  zerfällt  sofort  durch  Sonde- 
en  und  imaginären  Theile   [§.  47]  in  folgende: 
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l  +  r  cosy  +  -^^  cos  2  r/)  4-  •  .  •  •  +  ^^~^  cos  {n  —  l)y 
1  ^ —  z  cos(p  —  r"  cos n(f  +  ^"  +  ^  cos(w  —  l)q> 


(2) 


l)y 


(3) 


in  inf. 


in  inf. 


(4) 


-e>-  1 

r<+  1 


1   2jS!  cosff  +  ^^ 

sin  y  +  ^'"^  sin  2fp  +  -^^  sin  3^  +  ....  +  ^^~^  sin  (w 

^  sin  y        ^"  sin  «(jp  +  ^"  +  *  sin  (^2  —  l)(p 

1  —  2^  cosf/-'  +  ^^ 

le  Gleichungen  natürlich  för  jeden  Werth  von  ^  bestehen ,  da  die 

;n  im  ersten  Theile  endliche  sind.  Die  Ausdrücke  im  zweiten  Theile 

die  Suramenformeln  der  im  ersten  Theile  stehenden  Reihen. 

Diese  Reihen  werden  zu  unendlichen,  wenn  wir  n  unendlich  wachsen 

i;    dann  ist  aber  in  P'olge  ihrer  Ableitung    aus  der  geometrischen 

j  ihre  Convergenz  an  die  Bedingung  gebunden,    dass   ^  ein  echter 

\\  sei.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist  lim  -r"  =  0,  und  wir  erhalten 

aus  (2)  und  (3): 

jt  cos  cp  +  r'^  cos  2(p  -|-  -2-^  cos  Sq>  -\- 
\  ~     z  cos  (f 
1     -  2^  cosr/)  -f-  '^'^' 
sin  y  +  <e^  sin  2y  +  z^  sin  3y  +  .  . 
z  sin  f/> 

1  —  2z  cos  (f  -\-  z^^ 

58.    Setzt   man   in    den  Glgn.  (2)  und  (3)    des  vorhergehenden  §. 

1 ,    so    gelangt    man    leicht   zu   bemerkenswerthen    Summirungen 

bischer  P'unktionen,    von    welchen    einige    der   am    häufigsten  vor- 

lenden  angeführt  werden  mögen. 

Durch  die  Substitution  z  =  l  verwandelt  sich  nämlich,  mit  Benüizung 

)ekannten  Relationen: 

1  —  cos«  =  2  sin|a^, 
cos ß  —  cos of  =  2  sin  J^ (a  -f  ß)  sin \{a  —  ß\ 
sin  a  -f-  sin /^  =  2  sin  ^ (a  +  ß)  cos \{a  —  ß), 

: weite  Theil  von  (2)  in: 

cos 9  —  cosw(/)  +  cos(w  —  l)(f) 1        cos  (w  —  1)  ^  —  cos n(p 

2 (T  ^^os^  ~2^  2X^1  —  cos^) 
sin  ^(p  -\-  sin  {n  —  |  y ) sin  ^n(f  cos  |  (n  —  1 )  ^ . 

2  sin  J  y  sin  I  <jp  ' 
,hnliche  Weise  wird  der  zweite  Theil  von  (3)  reducirt,  indem  man 
len  Formeln  : 

1« 


(•■i) 


cosa 

luch  macht. 


cotg  l  a,     sin  a  —  sin  /?  =  2  cos  ^  (a  +  ß)  sin  ^{a  —  ß) 
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79 
un  zur  Abkürzung  folgende  Bezeichnungen  ein: 

}g)  +  cos  3y  +  . . .  +  cos  (w  —  1 )  <ip  =     -     cos  ji/cp, 

U=n—i 

\(p  -f-  ünS(f  +  . . .  +  sin  (^  —  1 )  ^  =     2"     sin  fiq), 

i",  als  Sumnienzeichen  gebraucht,  mit  der  beigefügten 
0,  ^i  =  n  —  1 ,  anzeigt,  dass  in  dem  unter  dem  Zeichen 
rucke  für  /i  der  Reihe  nach  alle  ganzen  Zahlen  von 
>i  —  1  zu  setzen ,  und  alle  so  erhaltenen  Glieder  zu 
rhalten  wir: 

" ~ ^  sin  4  nw  cos  iln  —  1 )  (/> 

v     cos ^i(p=       ^    ^    .    7-  ^^  ,  (6) 

=.0  sin  i  9)  ^   ^ 

' -  »    .  sin  l  nq  sin  ^{n  —  l)(p  /^x 

=0         '  ^  sin  I  ^ 

I  der  letzten  Gleichung  (7)  2y    an  die  Stelle  von  cp 

n,  dass  sin  ^  .^icf  =  sin  2  .  ^icf  =  2  sin  lup  cos  |[/y   ist, 

^  .  sinw(r8in(w —  l)tf>  ,   . 

sinwcr  cos  uw  = ' — — f —  — ^-^  .  (8) 

^  ^  2  sin  qp 

tlich: 

-  i  —  jC0s2|Ky,     cos  u(f^  =14-1  cos2f((p. 
i  Gleichungen  für  fi  der  Reihe  nach:  0,  1,2,  3,  ..(w —  1), 
entstehenden  Gleichungen,  7i  an  der  Zahl,  so  erhält 
;  auf  Gl.  (6) : 

^    .         9        n       sir\nwcos(n —  l)(f  .^. 

s,„,<y^  =  ---       '^23j^~— ^-^,  (9) 

^  9       ^    .    sinmrcosfn  —  l)(p  /1^^ 

^^  2  ^  2sm(p 

^enn  r  eine  beliebige  Zahl,  a  und  q)  beliebige  Bögen 

-\-f,iq)  =  cos  ra  cos  fircp  —  sinra  sin^Kry; 

w  =  1,  2,  3, . ..  (n  —  1),  so  findet  man  durch  Addition 

n  Gleichungen: 

r^)  =  cos  ra     2"     cos  f^ircp  —  sin  ra     2"     sin  i-irip, 


p)  =  sinra     ^     cos  i^nrp  ■{- cos  ra    2     sin  (.trq. 

II— 0  II-  -0 


(«) 
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(raus   folgt,    mit  Rücksicht    auf   die    Glgn.  (G)  und  (7),    wenn 

denselben  rf/-  statt  (p  schreibt,  und  reducirt: 

'^"^  /      .         .       sin  }j nrif) cos ria  4- hin — \)(f^         ,      ^ 


t-  n 


Ml    *  .       /      ,         X        sin  i  fmrsiur  I«  +  U^ — MffI 

2     sinr(«  +  i/r/))=        -      '  "^    ^^^  ^'^       (12) 

,a-  0  '  sm  .^  Yif 

e    diese    Gleichungen    gelten    für  jeden  Werth    von    qp.     Setzen 

In 
cp  =^        ,    also    gleich   einem  aliquoten  Theile  der  Peripherie, 

sin  l  mp  =  sin  7/  =  0 ,  sin  mp  r=  sin  2yi  =  0  ,  wodurch  die  Glgn. 
(10)  in  folgende  übergehen: 

U  -^-.  u  - 1  2  yj^  U  -  ,1-1  4^  ^ 

:S     cos  it         =  0,  I     sin  u "  -  =  0,  (13 ) 

2     sm«  —    .cos  —  =  0,  ( 14) 

/t^o         '     n  n 

^      lsm/(        )=,,  .  -       Icos//        1=^.  (15 

5sen   wir   endlich   in    den   Glgn.    (11)    und    (12)   r   eine  ganze 

27r 
ieuten,  so  erhält  durch  die  Substitution:    er  =      -  der  Zahler 

^  n 

V'JT 

bor  sin  r^r  =  0,  und  der  Nenner  wird  =  sin  — ,  welcher  Werth 

n 

l  verschieden  ist,  wenn  r  kein  Vielfaches  von  n ;    es    ist  daher 

3r   Voraussetzung,    das   r   eine    ganze   Zahl    und   kein 

ches  von  w: 

'*— J  /  271  \  f.i  =  n—l  /  27l\ 

:„    cosr(a  +  „-^^)^0,       ^£^    sin  r  («  +  ,.-)  =0.  (16) 

aber  r  ==■  hn ,  unter  h  eine  ganze  Zahl  verstanden ,  ein  Viel- 
on  n^  so  wird  in  den  Glgn.  (a) :  cos  fircp  =  cos  fih  .  2/r  =  1, 
=  sin |t/Ä  .  27r  =  0 ;  mithin    ist,   wenn   r   ein   Vielfaches 


fA=n- 


=4-1  /      .        27r\ 

2      cos  r  I  a  +  n  —  I  =  w  cos  ra , 

1=0  \  ^    n  / 

2"      sin  r  1  a  4-  «  —  ]  =:  n  sin  ra. 

1=0  \  n  / 


fi  =  n  — 1 


(17) 
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VIERTES  KAPITEL. 

KELUNG    DER    FUNKTIONEN    IN    REIHEN. 


Die   Binomialreihe. 

iementar-Matheraatik  ist  bekannt,  dass  die  w^® 
a  +  ^) »  unter  der  Voraussetzung,  dass  n  eine 
lurch  folgenden  Ausdruck  gegeben  ist: 

^1.2  ^  1.  2.  3 

;•••(—;+»).»-.• ,.  +  .... +  ^".       (1) 

'.  o  .  .  .  .  r 

jse  Gleichung   durch    a" ,   setzen  —  =x  und    be- 

ze  wegen  die  Binomialcoefficienten: 

—  1)  (w  —  2)         n{n—l){n  —  2)..{n--r+  1) 
172.3  '  '  *  1.  2.  3  ...  .  r 

•■  0-  ©• (:)■ 

ng  in  folgende  einfachere  über: 

^  +  (2)^'  +  (3)^*  +  -  +  (r)^'  +  --+^-(2) 
vom  Gleichheitszeichen  ist  unter  der  oben  für  n 
;ung  endlich,  da  man,  wie  aus  dem  Baue  der 
nothwendig  auf  einen  solchen  kommen  muss,  der, 
im  Zähler  den  Faktor  n  —  n  =  0  enthält.  So- 
rochene  oder  negative  Zahl  bedeutet,  findet  dies 
jtatt,  die  Reihe  wird  unendlich  und  es  entsteht 
das   in  Gl.    (2)    ausgesprochene   Gesetz   der   Ent- 

I.  3.  Anfl.  6 
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(1  +  xf  =  1  +  (^)  a:  +  (2) x'  +  (3)  X'  +  . . . .  in  inf. 


(3) 


auch   für   gebrochene   und   negative  Wertlie    des  Exponenten   w   Giltig- 
keit  habe. 

Die  Frage  reducirt  sich  offenbar    darauf,    ob  für  jeden  beliebigen 
Werth  von  n  die  Funktion  (1  -\-  xf  die  Summe  der  Reihe: 


1  + 


(1)^  +  0 -^  +  (3)^^' 


^'^- 


(4) 


sei?  Dass  dies  für  ganze  und  positive  Werthe  von  n  der  Fall  ist, 
können  wir,  wie  oben  erwähnt,  als  aus  den  Elementen  bekannt  vor- 
aussetzen; för  jeden  anderen  Werth  von  n  ist  die  Reihe  (4)  eine 
unendliche,  und  damit  diese  eine  Summe  habe,  ist  vor  allem  nöthig, 
dass  sie  convergcnt  sei,  wozu  [§.  38,  Beisp.  3]  erfordert  wird,  dass 
X  ein  positiver  oder  negativer  echter  Bruch  sei. 

Wir  stellen  uns  daher  die  Aufgabe,  unter  der  Voraussetzung,  dass 
X  ein  echter  Bruch  sei,  und  n  keine  ganze  positive  Zahl  bedeute,  die 
Summe  der  unendlichen  Reihe  (4)  zu  suchen. 

Zuvor  wollen  wir  jedoch  eine  Eigenschaft  der  Binomialcoefficienten 
nachweisen,  von  welcher  wir  Gebrauch  machen  werden. 


60.    Es   ist   nach   der   angenommenen    Bezeichnung    der  Binomial- 
coefficienten : 

hili  —  !)(//.  —  2) (Ä  —  w  -1-  1) 

"  r.  27  3 n  ' 

l.  2.  3  ....  .  (n—T)  ' 

Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  n,  die  zweite  mit 
{h  w  4"  1)7  wodurch  die  zweiten  Theile  einander  gleich  werden,  so 
erhält  man : 


-(')=('-«+')(„-.). 


(«) 


welche  Gleichung  die  Beziehung  ausdrückt,  welche  zwischen  zwei  auf- 
einanderfolgenden Coefficienten ,  dem  (« —  1)^«"  und  w*^",  der  h^^ 
Potenz  des  Binoms  statt  findet.  Eben  so  hat  man  zwischen  dem  (tn  —  1)**" 
und  m^^  Binomialcoefficienten  der  Ä;*®"  Potenz  die  Relation: 

Multiplicirt   man    (a)  mit  l)  und  (ß)  mit  (  M,  und  addirt,  so  kommt : 
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(«+«)(»)(»)=('>-»+')(„A,)ö+('-».+i)ö(.i.)' 

aus  welcher  Gleichung,  wenn  man  gleichzeitig 

statt  n  der  Reihe  nach  r^  r —  1,  r    -  2,  r  —  3,  ...  2,       1,      0, 
'     m     -        -         -     0,        1,  2,  3,  ...r      2,  r— 1,  r, 

substitoirt  und  beachtet,  dass  vermöge  der  GIgn.  (a)  und  [ß) : 

©=(9=..(-\)=(-*.)=o 

ist,  folgende  Gleichungen  hervorgehen : 

'0(,.-i.)=('-o(?H,i.)+(*-.+3)G)(,^3) 
^G)(,^',)=-..(,.'0+(*--  +  ^)0)(.-.) 

Addirt  man  diese  Gleichungen,  sondert  im  zweiten  Theile  den 
gemeinschaftlichen  Faktor  (//  +  ^  —  *'  +  1)  ^^  ^^^  dividirt  durcli  r, 
so  erhält  man: 

(f)+(,^)(t)+(,i.)(ö+... +©(/-.)+ 

(?)G-.)+(')= 
+(t)G^.)+(.*.)]- 

>er  in  den  eckigen  Klammern  eingeschlossene  Faktor  geht,  wie  man 
lebt,  aus  dem  ersten  Theile  der  Gleichung  hervor,  wenn  man  in 
Hzterem  r  —  1  statt  r  schreibt.  Setzt  man  daher  in  dieser  Gleichung 
er  Reihe  nach  r — 1,  r  — 2,  r  —  3,  ....  3,  2,  1  an  die  Stelle  von 
,  so  erhalt  man,    obige   mitgezählt,    offenbar   r  Gleichungen   von   der 

C» 
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Eigenschaft,  dass  der  in  den  eckigen  Klammern  stehende  Paktor  jeder 
dieser  Gleichungen  den  ersten  Theil  der  folgenden  Gleichung  bildet. 
Multipliciren  wir  daher  sämmtliche  r  Gleichungen  mit  einander,  so 
erhalten  wir,  indem  sich  mit  Ausnahme  des  ersten  Theiles  der  ersten 
Gleichung  die  folgenden  ersten  Theile  gegen  die  eingeklammerten 
Faktoren  in  den  zweiten  Theilen  aufheben,  folgende  Gleichung: 

e)+p.)c)+c^.)G)+-+c)c^)+(f)= 

_ ^k^jc){7i  +  k  —  l){h+k  —  2) {h  +  lc  —  r+  1) 

~  1.2.3.4 r       ~  '  ' 

der  zweite  Theil    dieser   Gleichung    ist  aber  nichts  anderes  als  der  r** 

ßinoraialcoefficient  der  {h  +  ^Y^^  Potenz  des  Binoms  und  somit  durch 

/h  +  k\ 
das  Symbol   (      ^       I  darzustellen;  man  hat  daher: 

(;)+(,i.)(t)+(.-.)®+-+(?)(.^)+e)=('t')(^) 

welche    Gleichung   die   gesuchte   Eigenschaft    der    Binomialcoefficienten 
ausspricht,    und   den   r^^  Coefficienten  der  {h  +  ä)^®"  Potenz  aus  den 
r   ersten   Binomialcoefficienten   der   7i^®"  und   ä*®"  Potenz   finden    lehrt. 
Kehren  wir  jetzt  zu  unserer  Aufgabe  zurück. 

61.   Bezeichnen   wir   die   noch  unbekannte  Summe  der  Reihe  (4), 
da  sie  offenbar  eine  Funktion  von  n  sein    muss,    mit  /"{«),    so  dass 

f{n)  =  1  +  (;')  ^  +  (ij^^  +  (J)  :,»  +  .  .  .,  (6) 

wobei  wir  bemerken,  dass,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl,  die  Form 
der  Funktion  f'{n)  bekannt  ist;  man  hat  nämlich  für  diesen  Fall  laut 
Gleichung  (2): 

f{n)  =  {l+xY.  (7) 

Lassen  wir  in  (6)  die  ganz  willkürlichen  Zahlen  a  und  ß  an  die 
Stelle  von  n  treten,  so  erhalten  wir: 

/•(«)=.!  +(;)x  +  («).^  +  («).3+.... 

Das  Produkt  dieser  beiden  convergenten  Reihen  wird  nach  §.  40 
wieder  eine  convergente  Reihe  sein,  deren  Summe  dem  Produkte  der 
Summen  beider  Reihen  gleich  ist;  durch  Multiplikation  beider  Glei- 
chungen erlialten  wir  daher : 
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n<^)-nß)- 


+ö 

!'+     (0 

•"+       (a) 

(?) 

1  +(")© 

+(0(0 
+    (9 

I  a;5  + 


d.  i.  mit  Rflcksicht  auf  (5): 

«„).««  =  ,+(«+").  +  («  +  '')  ,.+(«  +  ^)..+  .... 

Die  Reihe  im  zweiten  Theile  dieser  Gleichung  ist,  wie  man  sieht, 
in  Bezug  auf  (a  +  ß)  "*ch  demselben  Gesetze  gebildet,  wie  die  Reihe 
(4)  in  Bezug  auf  n;  wir  haben  daher  in  Folge  der  Gl.  (6)  ihre  Summe 
mit  f(a  4-  ß)  za  bezeichnen,  und  erhalten/  dadurch : 

f{a).f{ß)  =  f(a  +  ß).  (8) 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  ß  -\-  y  an  die  Stelle  von  ß,  so 
erhält    man    f(a).f{ß  +  y)  =  /•(«+/?  +  y),    d.   i.    weil   nach    (8) 

f(ß  +  y)  =  f{ß)-f{y)- 

m-m.f{Y)=f{a  +  ß  +  y); 
in  dieser  Gleichung  wieder  y  ■\-  d  statt  y  gesetzt,   und  beachtet,    dass 
/■(y+«J)  =  /"(y) •/■(<').  kommt: 

f{cc).f{ß).f{y).f{d)  =  f{a  +  ß+y  +  d) 
u.  s.  w. ;  man  sieht,   dass  man  auf  diese  Weise  beliebig  weit  fortgehen 
kann  und  dass  folglich  allgemein: 

f{a).f{ß).f{y).m =  /■(«  +  /»  +  y  +  5  +  . .  •)•    (9) 

Diese  Gleichung,  welche  ihrer  Ableitung  zufolge  für  jeden  belie- 
bigen Werth  der  Zahlen  a,  /^,  y,  (J,  .  .  .  .  gilt,  spricht  eine  charakteri- 
stische Eigenschaft  aus,  welche  der  mit  /'(w)  bezeichneten  Summe  der 
Reihe  (4)  zukommt  und  in  Verbindung  mit  der  Bemerkung,  dass 
/•(«)r=-(l  -f- ^)'*  ist,  wenn  n  ein  ganze  positive  Zahl,  hinreicht,  um 
die  Funktion  f(n)  für  jeden  beliebigen  Werth  von  n  zu  finden. 

Setzen   wir  in  (9)  a  =:  /^  =  y  :=  <)= =  —  ,  wo  j;  und  q 

aze  positive  Zahlen  bedeuten,    und  lassen  die  Anzahl  dieser  Grössen 
=  q  sein,  so  geht  diese  Gleichung  über  in : 


m]'=m. 
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venn  wir  die  q^  Wurzel  ziehen  und  transponiren,  folgt : 

[n,)]'  =  r(f). 

ist  nach  Gl.  (7),  da  j^  eine  ganze  Zahl,  f(p)  =  (1  +  x)p,  so- 
i]9  —(1  +  x)V';  anderseits  stellt  das  Symbol  f  i^j  nach  Gl.  (6) 

5    1  +  iqj  X  +  iq]  x^  +  yq)  x^  +  .  .  .  vor ;  somit  folgt 

etzten  Gleichung: 

+  xyi  =  1  +  (7)  ^  +  ^-q^  x'  +  (7)  ^'  +  .  .  - 

3  Richtigkeit  der  Gl.  (3)  auch  für  gebrochene  positive  Werthe 
nenten   71  nachgewiesen  ist. 

t  man  ferner  in  der  Gleichung  (8)  a  =  m,  wo  m  eine  positive 
er  gebrochene  Zahl  bedeutet,  und  ß  =^  —  w,  so  geht  diese 
l  über  in : 

t\m) .  /•(—  m)  =  f{0\ 
aus  (f>)  für  w  =  0,  f{0)  =  1  folgt,  f{m),f{~--  m)  =  1,  d.  h. 

1  man  statt  f{ —  m)  wieder  die  durch  dieses  Symbol  vorge- 
eihe  schreibt: 

0- =.+(-,»)-+ (-2") .'+ (-3") '•+•■•■  ^ 

Resultat  ergibt  sich  aber  auch  aus  (3),  wenn  man  dort  -  -  m 
schreibt,  daher  die  Gl.  (3)  auch  für  negative  Werthe  des 
:en  richtig  bleibt. 

jm  man  endlich  eine  irrationale  Zahl  als  die  Grenze  betrachtet, 
sich  eine  rationale  ohne    Ende   nähert,    beweist    man   ganz    in 
Weise    wie   §.    51,    dass    die    Gl.    (3)    auch    für    irrationale 
des  Exponenten  nicht  aufhört,  giltig  zu  sein. 

folgt  demnach  aus  dieser  Untersuchung,  dass  die  unter  dem 
linomialreihe,  binomischer  Lehrsatz,  Newton'sche 
ialformel  bekannte  Entwickelung: 
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.,"= !  +  (';)-  + (;')-  + (:;).'  +  ...    do) 

bigen  Werth  des  Exponenten  gilt ;  unter  der  Bedingung, 
[eine  positive  ganze  Zahl  ist,  x  ein  echter  Bruch  sei, 
e  convergire. 

+  l  und  X  ^r=  —  1  geht  die  Formel  (10)  beziehungsweise 

-.  +  C;)+ö+0+C;)+ 

=■(;')+© -0:)+(:)- 

ereu  Convergenz  respektive  an  die  Bedingung  n  >>  —  1 
bunden  ist  [§.  35,  3]. 

■  in  (10)  —  an  die  Stelle  von  x  und  multipliciren  sodann 
fnit  a",  so  kommt: 

+  (;)  «'-'  .;  +  Q  a-'-^x^  +  (;;)a-^^«+...  (in 

3ine  positive  ganze  Zahl,  x  <[  a  sein  muss ,  damit  die 
re. 

pol  1 

man  in  (10)  der  Reihe  nach  — /?,      ,  —     ,   ^  und  — - 

^     ^  q         a    "2  2 

on  w,  so  erhslt  man  folgende  Reihen,  welche  sämmtlich 
leiner  als  1  voraussetzen  und  des  häufigen  Gebrauches 
t  werden  mögen : 
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+ 
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+ 

• 
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1 

(M 
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^ 
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hi 
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• 

^ 

CO 
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CO 

^ 

CO 

+ 

(N 

^-^ 

c^ 

^ZX 

<m' 

^ 

+ 

y-t 

1 

iH 

+ 

r-i 

•* 
^ 

^ 

3 

v2i 

CO 

T*« 

?t 

S5, 

s^ 

T-« 

(N 

1 

+ 

1 

! 

1 

CO 

9» 

H  1  ö^ 
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CD 

,, V 
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, — V 

CO     r*< 

'-<  S 

T-l 

^1 

<^ 

i 

+ 

+ 

S 

a. 

^ 

°hI^ 

rH    IC» 

+ 

+ 

+ 

r-1   IC^ 
1 

1 

§ 

« 

H 

1 

^ 

»ii  ^ 

Ä,|    ÖH 

^    iC^ 

tH    !(M 

1 

+ 

1 

+ 

+ 

T— « 

tH 

—4 

iH 

rH 

II 

II 

II 

II 

II 

+ 

+ 

r-i 

+ 

+ 

rH 

r-^ 

rH 

iH 

^ 

^ 

> 

II 

II 

II 

II 

T 

«.'er 

«.•c». 

^    ©• 

H 

« 

H 

'7 

H 

h 

H 

h 

H 

h 

+ 

Für   negative  Werthe    von   x   ändern   die    Gli 
Potenzen  von  x  ihr  Zeichen. 

Setzt  man  in  (12)  x  =  —  y,  so  erhält  man: 
(1 -,)-«  =  l+ny  +  «(-H--iV  +  ^l(!^_il 

JL  .  J  1  .  J 
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Man   setze   nun  y  =  — -^  - ,  wobei  die  Bedingung  y  <C.  1,    an  welche 

die  Giltigkeit  der  Gl.  (a)  geknüpft  ist,  für  jeden  positiven  Werth  von 

X  erfüllt  ist,    so  wird    1  —  y  =  - ,  und  (1  —  ^)-"  =  (1  -f  x)" ; 

l  +  X 

biemit  verwandelt  sich  (a)  in : 

(1 + .)« =  1  + .  (--- J + -i- +-  J  (-^  --)  + 

+  ■ TO \l  +  x}   -^■■■\x=<x  ^^') 

woraus  wieder,  wenn  man  -    an  die  Stelle  von  x  setzt: 

a 


(„+.,=„.{,+„(_^_)+=(it±i)(_^.„)-+ 


!L(M_ll(l  +  i),^^   ,+...1    ;:-:         (,8) 


folgt;   zwei    Keihen,    welche    für  jeden  positiven  Werth  von  x  conver- 
giren. 

Die  Binomialreihe  ist  für  die  gesammte  Analysis  von  der  grössten 
Wichtigkeit.  Hier  mag  nur  noch  des  Gebrauches  derselben  zur  Wurzel- 
ausziehung gedacht  werden.  Ist  y  ^  zu  berechnen,  so  zerlege  man  die 
Zahl  A  in  zwei  Theile  a  ±_  x,  von  welchen  der  erste  a  >  a;  und  eine 
der   Zahl   A   möglichst   naheliegende    vollkommene   g*®  Potenz   ist,    so 

dass   y  a  =  a  und  a  eine  ganze  Zahl  oder  ein  rationaler  Bruch  wird ; 
man  hat  dann: 

j 
^fA  =  Va±■x  =  ^a{\±i)  =  Va  .  (1  + -^)"'  , 

somit  nach  (13)  für  p  =:  1 : 

—  y—aXa)       1.2.2^  Va/  —      1.2.3.?^     \aj  ] 

63.  Die  Betrachtungen  des  §.  61 ,  mittelst  deren   wir  zur  Summi- 
ung  der  Reihe: 

■  +0'+ö- +(")«'+■•■ 

jelangten,   bezogen    sich   einzig   und   allein    auf   die  Beschaffenheit  der 
rosse  «,  und  waren  von  jener  der  Grösse  x  ganz  unabhängig ;  dieselben 


Digitized  by  VjOOQIC 


90 

bleiben  daher  in  Kraft,  wenn  x  imaginär  wird,  so  dass  die  Binomial- 
formel  auch  für  einen  imaginären  Werth  von  x  giltig  bleibt,  unter 
der  Voraussetzung ,  dass  der  Modulus  desselben  kleiner  als  1 ,  wenn 
der  Exponent  keine  positive  ganze  Zahl  ist. 


POLYNOMISCHER    LEHRSATZ. 

64.  Es  sei: 

^  =  «0  +  ^\^  +  fl«^''*  +  «3-^^  +  «4^*  +  .  •  •  (1) 

ein  Polynom  aus  einer  endlichen  oder  unendlichen  Anzahl  von  Gliedern 
bestehend,  und  die  Aufgabe  gestellt,  die  m^  Potenz  dieses  Polynoms 
zu  entwickeln,  unter  m  eine  beliebige  positive  oder  negative,  ganze  oder 
gebrochene  Zahl  verstanden.  Setzen  wir: 

1^=  «1   +  «2^  +  ^3^'^  +  H^'^  +  •  •  .  .  (2) 

so  wird  ^  z=:  Aq  -f"  i^-^?  ^^^d  wir  erhalten  unter  Anwendung  des  bino- 
mischen Lehrsatzes: 

r  =  ao"'+  (r)«o"-^i^^  +  (2)  V-'2>'-^'+  (3)«o'"-'i>'-^'+...  (3) 

und  zwar   für   jeden    Werth  des  Exponenten  w*,  jedoch  unter  Voraus- 
setzung  der  Convergenz    der  Reihen   zu  beiden  Seiten  des  Gleichheits-  , 
Zeichens,   wenn  dieselben  nicht  abbrechen. 

Es  kommt  somit,  wie  man  sieht,  nur  noch  auf  die  Darstellung 
der  aufeinanderfolgenden  Potenzen  des  Polynoms  ^  an ,  d.  i.  allgemein 
auf  die  Entwickelung  von 

p«  =  (aj  +  a^x  4-  a,^x^  +  a^^x^  +  .  .  .)«, 

wobei  jetzt  n  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet.  Hiemit  wollen 
wir  uns  nun  beschäftigen  und  dabei  in  dem  Polynom  ;?, 

«0,  «p  Ofg,  aj,,  ...  «„.,,... 
statt 

«!>  «2.  «31  a^,  .  ,  .  a„,  .  .  . 

schreiben ,  um  die  Zeiger  der  Coefficienten  mit  den  Exponenten  der 
Potenzen  von  x  zur  Uebereinstimmung  zu  bringen,  wodurch  die  folgenden 
Betrachtungen  vereinfacht  werden.  Setzen  wir  nun: 

i^"  =  («0  +  «1^  +  «2*'^  +  «3^^  +  •  •  •)"  = 

=  i,  +  A,x  +  iU'  4-^3^'  +  ...  (4) 
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der  nach  Potenzen  von  x  geordneten  Entwickelung ,  als 
ikte  von  n  Faktoren ,  jeder  =  p,  nothwendig  zukommen 
ndelt  es  sich   nur   um    die  Bestimmung   der  Coefficienten : 

n  n         n 

Aq,  A^,  A^,   ... 

wir  uns  die  Multiplikation  der  n  Faktoren ,  jeder  =  p, 
geführt,  so  folgt  unmittelbar  aus  der  Regel  für  die  Multi- 
1   Polynomen,    dass    1)   irgend   ein    Glied    des    geordneten 

n 

z.  B.  Ar  x^  das  Aggregat  s ä m m tli c h e r  Glieder  ist, 
Is  Faktor  enthalten;  dass  2)  jedes  dieser  Glieder  ein 
n  Gliedern  des  Polynoms  p  ist,  und  zwar  so  construirt, 
iigersumme  der  in  dasselbe  eingebenden  Coefficienten 
onenten  r  der  in  dasselbe  multiplicirten    Potenz    von   x 


h  muss  der  Coefticient  Ar  nothwendig  das  Aggregat  s  ä  m  m  t- 
iukte  sein,  welche  sich  aus  den  Coefficienten: 

«0'    "n    «2»    «31    •  .  .    «r 

ersumme  =  r  bilden  lassen,  wobei  der  Faktor  a^^,  welcher 
mme  nichts  beiträgt,  mit  einem  solchen  Exponenten  zu 
dass  die  Anzahl  aller  Faktoren  =  w  werde.  Zerlegt  man 
.hl  r,  so  oft  es  angeht  und  ohne  Wiederholung,  in  ihre 
indtheile,   so  erhalt  man   offenbar   alle  Complexionen  von 

n 

she  den  einzelnen  Gliedern  des  Coefficienten  Ay  zukommen. 

n 

B.  A^  zu  bilden,    zerlegen  wir  die  Zahl  5  in  ihre  Theile: 
1   I  3,  2  I  3,  i,  1  I  2,  2,  1  I  2,  1,  1,  1  I  1,  1,  1,  1,  1  ; 
sofort : 

«5'    «4«!^    «3«2'    «3«!'    «I«!'    «2«li    «1^ 

idllch  jedem  dieser  Bestandtheile  so  viele  Faktoren,  jeder 
dass  die  Anzahl  aller  Faktoren  =  n  werde.  Die  sämmt- 

n 

idtheile  des  Coefficienten  -4.  sind  somit: 

5'      «o"~^«4«l»      V~^S«2'      V^«3^ii      V    ^«i«i» 

«o"^'«2«i.     V~'«i- 
gt  man  sich  aber  leicht,  dass  irgend  einer  dieser  Bestand- 
den  Multiplikationsprozess  mehrmals  gebildet  wird,  woraus 


Digitized  by  VjOOQIC 


92 

aber  fcogleich  folgt,  dass  er  überhaupt  so  oft  erscheinen  muss,  als  er 
aus  den  n  Elementen  «,  aus  welchen  er  besteht,  gebildet  werden  kann, 
d.  h.  also  so  oft,  als  diese  Faktoren,  n  an  der  Zahl,  Permutationen 
ohne  Wiederholungen   zulassen. 

Von    den    oben   dargestellten   Gliedern   des   Coefficienten   Ä^  wird 
hiemach : 

das  1.  Glied  «."-.«,  ....  ^(^  -  ^1^-"  -  2)-  l3  -^-1=. 
^         *  1.2.3...(«  ~  1) 

=  n  mal, 

A      c       Aoni    -A  «fw  — l)(w  — 2)...3.2.1 

das  2.  und  3.  Gl.  jedes:  ...  —    —  ~ r = 

•*  1.2.3...{n  —  2) 


n 


=  »(.»-l)=2(2) 


mal, 


A      *       A  ^  n,   ■  A  n(M  — 1)(m  — 2)...3.2.1 

das  4.  und  5.  Gl.  jedes:  .  .  .  -V_^-^-_-_Z  ____  = 


1.2  =-3  0  mal. 


n{n  —  J)  [n  —  2)  

«(n— !)(«  — 2)...3.2.1 
-4)- 

C) 

■n{v--l){;n     -  2)...  3.  2.1 


das  7.  Glied:     ....  ^   .,      ,         ,,      .  ..    .    . — 

1. 2. 3. ..(w  — 5)1.2.3.1.5 

w(;/— l)(w  — 2)(w  — 3)(«  — 4)        /«\ 
erscheinen,  und  somit  ist: 

+  4  (;;)<-*«»«,  +  (^) «,»-»«?. 

Es  ist  hiernach  sehr  leicht,  den  Coefficienten  eines  beliebigen 
Gliedes  der  n^«"  Potenz  eines  Polynoms  zu  entwickeln,  wobei  wir  unter 
n  vorläufig  noch  eine  positive  ganze  Zahl  zu  verstehen  haben.  Setzt 
mau  daher: 

n  n  n  n 

(«^  +  «ja;  +  «2«?*  +  a.^x^  +...)'•  =  ^0  +  A^  +  ^«'  +  ^3^"*  + . .  M  (5) 

Digitized  by  VjOOQIC 


93 
so  ist,   wie   man   nach    dem  angegebenen  Verfahren  sehr  leicht  findet: 

n 
^o  =  V 

n 

^  =  «««"-'«3  +  2  (2) «o'-^a, a,  +  (3)  a„''-3a?  J(6) 

J,  =««„«-'  a,  +  (^)« -2(2«,«,  +  «i)  +  3  (3)  «„«-3«f  «,  + 

n 

^^  =  wcy~'a^  +  •  •  •  wie  oben. 

u.  s.  w. 

Diese  Entwickelung  führt  den  Namen :  Polynomial-Theorem 
oder  polynomischer  Lehrsatz  und  die  in  (6)  entwickelten  Coeffi- 

n         n 

cienten  A^,  Ä^,  u.  s.  w.  heissen  Polynoraial-Coefficienten. 

Wie  man  sieht,  so  enthält  die  durch  die  Gleichungen  (5)  und  (0) 
dargestellte  Entwickelung  bereits  die  Auflösung  der  ursprünglich  für 
das  Polynom  y  gestellten  Aufgabe,  nur  mit  der  Einschränkung,  dass 
der  Exponent  n  noch  eine  positive  ganze  Zahl  bedeute.  Es  ist  aber 
jetzt  sehr  leicht  zu  zeigen,  dass  diese  Entwickelung  für  jeden  Werth 
des  Exponenten  in  Kraft  bleibe.  In  der  That,  setzt  man  in  (5)  und  (6) 
der  Reihe  nach  w  =  1,  2,  3,  u.  s.  w,  substituirt  die  ^ür  p,  p^^,  p^t  p^, 
u.  s.  w.  erhaltenen  Ausdrücke  in  (3),  wobei  wieder  «„,  aj,  a^,  ..  durch 
Oj,  a^j,  «3, .  .  .  zu  ersetzen  sind,  und  ordnet  nach  Potenzen  von  x,  so 
erhält  man: 

m  m  m  m  m 

{a,,  +  a^x  +  a„:r2  +  a^x^  +...)  =  ^^  +  ^,a;  +A^^2  +^^3;^+... 

m        »t         m 

und  findet,  dass  die  Coefficienten  A^,  A^,  A^,  u.  s.  w.  nach  eben  dem 
in  den  Glgn.  (6)  ausgesprochenen  Gesetze  gebildet  sind,  wo  aber  nun 
au  die  Stelle  der  ganzen  positiven  Zahl  n  die  jedes  beliebigen  Werthes 
fähige  Zahl  m  getreten  ist. 

Zwischen  den  in  (T))  dargestellten  Polynomial-Coefficienten  finden 
einfache  Beziehungen  statt,  mit  Hilfe  deren  sich  jeder  derselben  aus 
den   ihm    vorangehenden  Coefficienten  berechnen  lässt.    Es  ist  nämlich : 
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A 

=  «o" 

n 

n 

«0^1 

=  na^ 

A 

•2  «0^2=  2«aj^„  +  (w  —  1)  a,^, 
3aoi=3«asi„  +  (2«-l)a,A,  +  («-2)a,i, 
4«,l,  =  4Ma,i,  +  (3M-l)a,i,  +(2w  — 2)c,i,  + 

II  n  n  H 

n 

u,  s.  w. 
Das  Gesetz  der  Fortschreitung    fällt    deutlich    in 
wirklichen  Berechnung  der  Polynomial-Coefficienten  in 
Falle,   namentlich  wenn  dieselben  numerische  sind,  sir 
bequemer  als  die  obigen  (6). 

Wäre  die  folgende  Reihe  von  allgemeinerer  For 
y  =  a^x^  4-  a.rc*^'*  +  a^x''^^^  +  a.^x''-^^^ 
zur  w*®°  Potenz  zu  erheben,  so  hat  man: 

y"»=  a:*"'(ao  +  a^x^  +  a^x^''  +  a^x^'  +  . 
und  wenn  man  a;'*  =  ^  setzt : 

km 

y«  =  ^"^(a^  +  «i^  +  «2^^  +  «3^^  +  .  . 

wodurch  die  Aufgabe  wieder  auf  die  oben  behandelte 
Wäre  endlich,  ein  Polynom  von  der  Form  ^  r=  (a  -| 

zur  wi^*""  Potenz  zu  erheben,  so  hätte  man  nur  in  ol 
x  =  1  zu  setzen. 


n.   Die  Exponent! al reihe. 

65.  Um  die  Exponentialfunktion  a^  in  eine  m 
tenzen  von  x  fortlaufende  Reihe  zu  entwickeln,  setzen 
mialreihe : 

X 

l  +  ^  =  a"  und  n  =  -  ,  so  erhalten  wir : 
a 
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a'  =  i+|(a«--l)+"  ^"[.^   -'-(««-!)»+ 


1.2.3 


(o«  —  I)»  + 


oder: 


\      a     / 


1.2.3 


+ 


und  zwar  für  jeden  Werth  des  Exponenten  x,    und  für  solche  Werthe 

von  a,  welche  der  Bedingung  ^ .=  a"  "  ^\^  _\       g^^nögen,  wo  a  eine 

beliebige  positive  Zahl  bedeutet.  Letztere  Bedingung  wird  um  so  gewisser 
erfüllt  sein ,  je  kleiner  wir  a  nehmen ,  somit  auch  für  a  ==:  0 ;  lassen 
wir  daher  «  in  0  übergehen  und  setzen  den  noch  unbekannten  Grenz- 
werth : 

so  folgt: 


hm =  Ä, 

1 .  '2  . 3  "^  1  . 2 . 3  . 4   ' 

(X  =  --  00 

'''  =  ^+T    +    1.2    +i:-2.3  +IT2-.3^  +  -'l.=  +  o.    (^) 

wo  Ä;  eine  noch  unbekannte  bloss  von  a  abhängige  constante  Grösse 
bedeutet ,  und  x  jedes  Werthes  von  —  oo  bis  +  <30  fähig  ist.  Zur  Kenntniss 
der  Const^inte  k  führt  die  Bemerkung ,  dass ,  da  k  bloss  eine  Funktion 
von  a  ist,  wohl  auch  ein  Werth  von  a  existiren  wird,  für  welchen 
k  =z  1  ist.  Bezeichnen  wir  diesen  besonderen  Werth  von  a  mit  c,  so 
geht  die  Gl.  (2)  über  in : 

'   -^+  l+r2  +  r72~;3  + 172.3.4+  ■•"    {^  =  +oo  ^^^ 
setzt  man  aber  hier  x  =  l,  so  folgt: 

^  =  ^  +  i+i-2  +  r4.T  +  i.2V.4+---       ^'^ 

Diese  Reihe  convergirt  und  liefert  durch  Addition  einer  hinreichenden 
Anzahl  von  Gliedern  den  gesuchten  Werth  von  a ,  für  welchen  ä  =  1 
wird,  nämlich : 
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lim =  ?a,  [für  a  =  0].  (7) 

lämlich  a"  =  \  +  ß^  wo  ß  eine  mit  a  verschwindende  Grösse 

30  wird: 

1_ ß  _    1 1 


:«L(i  +  /?/J-a«-T' 


log. 


ein  Logarithmus  aus  dem  Systeme,  dessen  Grundzahl  =  a, 
>t.  Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  nun: 

1 

(1  ^ßf   =a    -'\ 

,    wenn  man  zur  Grenze  übergeht,    mit  Rücksicht  auf  (7): 
1  1 

lim(l  +  ßf  =a^\ 

1 
jm  Begriflfe  der  Logarithmen  zufolge  e''*  =a,  also  e  =  a^'^  ist, 

lim(l  +  ß)^  =  e,  [für  ß  =  0].  (9) 

iden  Grenzgleichungen  (7)  und  (9)  finden  in  der  Analysis 
mdung.  Setzt  man  in  (9)  ßx  an  die  Stelle  von  ß,  wo  x 
unabhängige,   übrigens  beliebige  aber  reelle  Zahl  bedeutet. 


lim  (1  +  ßx)^''  =  e, 

.   18,  e]: 

j_  1    1 

lim  (l  +  ßx^""  =  {lim  (1  +  ßxy  }  ^  ist, 
1 
\\m{l  +  ßx)^  =  &",    [{\xrß=0],  (10) 

lg,  welche  die  (sogenannte  natürliche)  Exponentialfunktion 
verth  einer  Potenz  darstellt. 


BCathematik,  T.  3.  Aufl.  7 
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III.  Logarithmische  Reihen. 

67.  Setzen  wir  in  der  Gl.  (7)  des  vorigen  §.  a  ■ 

Z(l  +  ^)  =  lim  y^^-l ,  [für  a 

'  lassen  wir  nun  x  eine  Zahl  bedeuten ,  welche  zwisch 
liegt,  also  einen  echten  Bruch,  so  ist: 

somit : 

(,^£)(a_2)(a_-3) 
■^  1.2.3.4  •*    -T  .  ■ 

woraus,  wenn  wir  a  in  0  übergehen  lassen, 

;(l+x)  =  :«-ia;«  +  ix«-^:r*4-...{: 
folgt.  Setzen  wir  —  a;  an  die  Stelle  von  x,   so  erhi 

welcher  Gleichung  wir  auch  die  Form: 

geben  können,  da  bekanntlich  IN  =^  —  l  -  -   ist.    D^ 
dieser  Gleichung  unter  x  einen  positiven  echten 


*)  Ihrer  Ableitung  zufolge  gilt  die  Reihe  nur  für  "W 
zwischen  —  1   und   +  1  liegen ;    da    aber    für   x  =^  +  1 

l  (2)  ==  1 —  ö  +  Q  — •  ■  übergeht,  welche  Reihe  noch  converg 

?(0)  =  -(l  +  -2+  3+  J+...)  =  -oo  [§.  27]  erhalten  wirc 

Spruch  liegt,  weil  bekanntlich  der  Logarithmus  von  0  in  j 
igt,  so  bleibt  die  Gleichung  (2)  auch  noch  für  die  Grenz wei 
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jedes  positiven  Werthes  fällig,  welcher  >  1 ;  wir  kön- 
—  =  14"'^  setzen,    unter  z  irgend  eine  positive  Zahl 

X 

z 
urch  X  =  — p-j  wird,  und  die  Gl.  (4)  sich  in  folgende 


t)+^(4.)'+5C;i)'+-!;=U('> 


z 

f 

hen  Berechnung  der  natürlichen  Logarithmen  der  Zahlen 

lenden  Reihen   ihrer   geringen  Convergenz    wegen  nicht 

en  sich  jedoch  aus  ihnen  durch  geeignete  Umformungen 

ischer  convergirende  Reihen  ableiten,    von    welchen  wir 

wollen. 


man  (3)  von  (2)  ab,  so  kommt: 
x) 


:)=2(.+i.»+i.^+....){:-^;   (G) 

-— ! —  ==  ^;  da  für 
i—x 

=  —  l:£r  =  0,  füra?=4"l'^  =  ^ 

{iC  =  —  1 
,    -  ,  -e-  jedes  beliebigen  posi- 
X  =+  1 

2  1 

fähig ;    da    ferner    aus    obiger    Gleichung    x  =  — j — 

z  +1 

n  wir,  indem  wir  diese  Ausdrücke  in  (G)  substituiren : 

a 
g,    wenn  man  ^  =  -r  setzt,  folgende  Form  erhält : 

(:-;-')+M:+:)Vi(:-^D+--]  <r 

che  um  so  rascher  convergirt,  je  kleiner  (a  —  h)  gegen 
J  4"  ^>  h  =  X,  erhält  man  aus  (8) : 

7* 
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ber  Reihe  man  bereits  die  natürlichen  Logarithmen  der 
hnen  könnte.  Für  a?  >  93  hat,  wie  man  leicht  findet,  das 
r  Reihe    auf  die  7*^  Dezimalstelle  des  Logarithmus  keinen 


ch  rascher  convergirende  Reihe    ergibt  sich,    wenn  man  in 
h  =  x^  —  1  setzt,  wodurch 

=  lx''  —  l{x^  —  l)  =  2Jx  --l{x  —  l)    -l{x+  1), 


a  ~  b  _        1 
a  '+~b  ~  2x'^  —  1 
imt: 

>        ')  +  '(-+  1)1  + [,,.V^  +  ,:^,4tT  ,-3  + 

welche«  zur  Berechnung  der  Logarithmen  der  aufeinander- 
imzahlen ,    aus    welchen    sich    die    der    zusammengesetzten 
Addition   ergeben,    schon    sehr    geeignet   ist.    Setzt   man 
Werth  der  Reihe  in  (11): 


Ux'  —  1  "•"  3  (2x^  '~\  )»  +  •••]—' 


3(2ä;2^-  1)' 
zunächst : 

2^3 +  Ä,;Z3=2('2  4-/4) +  ^3  =  5'^ 

rleichungen  folgt: 
?2  =  2(2S,  +S,),    Z3  =  2(3S,  +2Ä,). 


Zahlen    die    erste    5,    die  andere  3  Glieder  der  Reihe  in 
mt;    hiemit  wird  nun  in   7  Dezimalen: 
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12  =  0/.931472.  Z3  =  1,0986123. 
Weiter  ist: 

27  =-ZG  4-i-Z8  +  5^  =  2 /2  4-^/3  +  ^\  z^  1,9459101 

u.  s.  w. 
Man  findet  leicht,  dass  für  Werthe  von  a:>  11  das  zweite  Glied  der  Reihe 
keinen  Einfluss   mehr   auf   die    7'^  Dezimalstelle    des  Logarithmus  hat; 
man  kann  daher  bis  auf  7  Dezimalstellen  genau  für  alle  Zahlen  von  1  i 
angefangen : 

und  für  jC>3U33  einfach 

?^  =  |[^(^-l)  +  ?(^+  1)] 

setzen. 

Auf  gleiche  Weise  Tvie  wir  (10)  und  (11)  aus  (8)  abgeleitet 
haben,  lassen  sich  aus  (8)  noch  viele  sehr  rasch  convergirende  Reihen 
entwickeln ,  indem  man  nämlich  für  a  und  h  zwei  ganze  Funktionen 
von  X  von  der  Beschaffenheit  wählt,  dass  sie  sich  leicht  in  einfache 
Faktoren  zerlegen  lassen  und  ihre  Differenz  eine  kleine  Zahl  wird. 

69.  Die  bisher  angeführten  Reihen  geben  die  natürlichen  Loga- 
rithmen der  Zahlen,  deren  Grundzahl  c=  2,718...  ist;  sie  werden  in 
der  Analysis  fast  ausschliessend  gebraucht,  wahrend  man  sich  bei  dem 
praktischen  Rechnen  bekanntlich  der  gemeinen  odei  Briggischen  Loga- 
rithmen bedient,  deren  Grundzahl  10  ist.  Diese  lassen  sich  aber  aus 
den  natürlichen  leicht  berechnen.  Bezeichnet  man  überhaupt  mit  log 
die  Logarithmen  eines  Systems,  dessen  Basis  h  ist,  so  hat  man,  wenn 
N  eine  beliebige  Zahl  bedeutet,  nach  dem  Begriffe  des  Logarithmus 
jV  =  6^°^'^  =  c'^^';  nimmt  man  von  beiden  Theilen  der  Gleichung 
5iogV__^/iV  sowohl  die  natürlichen  als  die  künstlichen  Logarithmen, 
so  kommt,  da  log  i^  =  1  ist: 

logiS^.  Ih  =  IN 

log  N  =  IN,  log  e ; 

durch  Division  beider  Gleichungen  erhält  man: 

^  =  logc, 
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1 


somit,   wenn  man  die  Conbtante  j  ==31  setzt: 

\o^N=  MAN, 
Die  Constante  M  heisst  der  Modulus  des  auf  die  Basis  h  gebauten 
Logarithmensystemes  und  ist ,  wie  man  sieht ,  der  reciproke  Wertli  des 
natürlichen  Logarithmen  der  Grundzahl  h.   Für  das   gemeine  Logarith- 
mensystem ist  6  =  10,  und 

no  =  /2  +  ?5  =  2,3025851, 
somit : 

ilf  =  -^  =  0,4342945  ; 

man  erhält  daher  die  gemeinen  Logarithmen,  wenn  man  die  natürlichen 
mit  M  =  0,4342945  multiplicirt ;  umgekehrt  folgen  die  natürlichen 
aus  den  gemeinen,  wenn  man  letztere  mit 

1     _^ 
"0,4342945 
multiplicirt. 

Um  die  Reihen  (2)  bis  (11)  für  gemeine  Logarithmen  umzuformen, 
hat  man  nur  das  Zeichen  l  mit  jenem  log  zu  vertauschen  und  den 
Reihenausdrücken  den  Faktor  M  vorzusetzen. 


2,3025851 


70.  Aus  der  Exponential reihe  (8),  §.  G5  lässt  sich  leicht  eine  Reihe 
ableiten,  welche  eine  Zahl  e  durch  den  Logarithmus  derselben  ausdrückt. 
Setzt  man  nämlich  a^  =  e^  so  wird  xla  =  U,  somit : 


^   1  ^  1.2^  1.2.3  ^  1.2.3.4^ 


IV.  Trigonometrische  Reihen. 
A.  Reihen  für  Sinus  und  Cosinus  vielfacher  Bögen. 

71.  Setzt  man  in  der  Moi  vre'schen  Binomialformel  [Gl.  (3)  §.  52] : 
(cos  a?  +  « sin  xY  =  cos  m  {x  +  '^^'^^)  +  ^  sin  w  (a;  +  *^^^'' ) » 
in  welcher  x  einen  beliebigen  Bogen,  m  eine  beliebige  Zahl  und  r  eine 
positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeuten,  der  Kürze  halber 

cos  X  =  p,  Binx  =  q, 
so  wird: 
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r)  +  ismm{x  +  2r7c)  =  (p  +  iq)"^=p'^{l  +  —i)'^\ 

P 

er  an,  dass  2  =  sina:<<p=cosir,  oder  was  auf  dasselbe 

ass  der  Bogen  x  zwischen  den  Grenzen  —  -    und  +  -~ 

4  4 

3in  echter  Bruch  und  das  Binom  (14-—  i)"'  kann  nach 

P 
len   Lehrsatze    in   eine    convergirende   Reihe   entwickelt 
irhält,   wenn   man   zugleich  die  reellen    und  imaginären 
enfasst : 

;os  m{x  -{-  2nr)  -|-  ^sin  m{x  -{-  2r7t)  = 

-■[(")f-(")i:+ ]•■ 


(1) 


\  eine  ganze  Zahl,   so  zerfällt   [§.  47J    diese  Gleichung 
de  zwei: 


(2) 


-■[("')i-(3)i:+(™)i- ••]■ 

seits  bekanntlich 

4-  2r7T)  =  cos  mx,  sinm{x  +  2r7r)  =  sin  mx 
ber  die  Potenz  p"^  nur  einen  Werth  zulässt. 

n  =  ~  ein  rationaler  Bruch,  so  haben  beide  Theile  der 

K 

hiedene  Werthe  [§§.  52  und  55] ;  es  entspricht  jedem 
von  p"*  im  zweiten  Theile  ein  bestimmter  Werth  von  r 
e,  wodurch  eben  bewirkt  wird,  dass  beide  Theile  der 
der  gleich  werden.  Unter  den  k  Werthen  von  p'^  befindet 

7t 

endig  ein  reeller,  da  x  zwischen  den  Grenzen  —  —  und 

lit  p  =  cos  X  immer  positiv  ist.  Lassen  wir  nun  in  ( l ) 
len    Werth    bedeuten,    so   zerfällt    diese    Gleichung    in 
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>  +  2„,)=r[l- (2)^:  + (4)1; -■•■]. 

.+..,=,.[(T)i-(^)l^+(:)$-..]. '^' 

arf  nun    noch    der   Bestimmung  desjenigen  Werthes  von  r, 
i  reellen  Werthe  von  p"*  entspricht. 

kommt  uns  der  Umstand  zu  Statten,  dass  r  von  x  unab- 
rauss.  Denn  die  zweiten  Theile  der  Gleichungen  (3)  sind 
ige  Funktionen  von  x ;  den  ersten  Theilen  muss  daher  die- 
ichaft  zukommen ,  was  nur  der  Fall  sein  wird ,  wenn  der 
-f.  2r7r)  =  mx  +  2mr7t  eine  stetige  Funktion  von  x  ist. 
aber  nur  unter  zwei  Bedingungen  stattfinden:  1)  entweder 
,  also  r  eine  constante  von  x  unabhängige  Grösse  sein; 
muss  r  selbst  eine  stetige  Funktion  von  x  sein.  Letzteres 
möglich,  da  r  nur  ganzer  Zahlenwerthe  fähig  ist,  somit  nicht 
3rn  nur  sprungweise,  immer  um  eine  Einheit,  sich  ändern 
,us  folgt  also,  dass  r  von  x  unabhängig  ist  und  zu  allen 
/"erthen  von  x  derselbe  Werth  von  r  gehört, 
ügt  daher,  den  Werth  von  r  för  irgend  einen  speziellen 
X  zu  bestimmen ,  wozu  der  Werth  o?  =  0  am  geeignetsten 
sen  Werth  von  x  geben  die  Gleign.  (3),  da 
p  =  cos  0  =  1,  ^  =  sin  0  =  0 

cos  2mrji  =  1 ,  sin  2mrn  =  0, 
jhungen   nur   bestehen    können,    wenn    mr  eine  ganze  Zahl 
t  aber 

i{x  +  "2^11.)  =  cos  mx,  sin  m[x  +  ^rn)  =  sin  mx, 
3r  die  Gleichungen  (3)  wieder  in  jene  (2)  sich  verwandeln, 
hen    daher    für  jeden  Werth    des  Multiplikators   w.    Führt 
eiten  Theile    derselben    die  Multiplikation    mit  p'"  aus  und 
erthe  von  p  und  (/  wieder  her,  so  erhält  man: 

=  cos  a?*"  —  I  2  )  cos  ä;'"-^  sin  x'^  + 
4-14)  cos  x^~^  sin  üc*  —  ... 


m  cosa;"'  ^  sina? —  I  «  icos.r"*   ^sina;^  + 
+  (  5  )  cosa;'"-''^  sin  a;^  —  ... 


->-4     (4) 


^<  +  ''{    (5) 
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m  eine  ganze  positive  Zahl,  so  brechen  diese  Reihen  ab  und 
mn  für  jeden  Werth  von  x;  für  jeden  anderen  Werth  von  m 
;ie  unendlich  und  gelten  nur  für  solche  Werthe  von  x,   welche 

den  Grenzen    +,  —  liegen. 
4 

man    den  Sinus  oder  Cosinus  der  Vielfachen  eines  Bogens  x, 

einen  halben  Quadranten  überschreitet,    in  eine  Reihe  zu  ver- 

so  bringe  man  diesen  Bogen  x  durch  Division  mit    -    auf  die 

==  n  '—  +  -^'i    wo  n  immer  so  gewählt  werden  kann,  dass  x 

die  Grenzen und  +  —   fällt.  Dann  ist : 

4  4 


IC  . 

~  sm  mx , 


cos  I»  I  w  —  +  X  j  =  cos  mn  —  cos  mx  —  sin  mn 

yn- — \-  X  j  ^=-  sm  7mi  ^    cos  wa;  +  cosw;?   -  sin  mx , 


=  sin  m 


n  mx'  und  cos  mx  nach  obigen  Formeln  entwickelt  werden  können. 
:t  man  in  (4)  und  (5)  statt  m  der  Reihe  nach  2,  3,  4, .  . .  ,  so 
an: 

cos  2x  =  cos  x'^  —  sin  x'^ 

cos  *6x  =  cos  x^  —  3  cos  x  sin  x^^ 

cos  ix  =  cos  x^  —  6  cos  x'^  sin  x^^  +  sin  x^ 
u.  s.  w. 

sin  2x  =  2  cos  a;  sin  x 

sin  iix  =  3  cos  ic'^  sin  ^  -     sin  x'^ 

sin  -kx  =  4  cos  a;^  sin  x  —  4  cos  x  sin  x^ 
u.  s.  w. 

Die  Reihen  (4)  und  (5),  welche  nach  den  fallenden  Potenzen 
nus  und  den  steigenden  des  Sinus  gleichzeitig  fortschreiten, 
3h  leicht  in  solche  umformen,  welche  bloss  Potenzen  des  Sinus 

1 
.  Da  nämlich  cos.r  =  (l — sina;'^)^  und  smx<C^^  so  hat  man 
n  binomischen  Lehrsatze : 

r'  =  (1   —  sin  x'^Y  =  1  —  (2)  sin  x'^  +  (2  )  sina:*  -  - 

^''+,.,  («) 


(2  jsin  x^ 
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Setzt  man  hier  nach  einander  r  t=  m,  m  —  1,  m  —  2,  u.  s.  w. 
und  führt  die  so  erhaltenen  Reihen  für  die  Potenzen  von  cos  x  in  (4) 
und  (ö)  ein,  so  erhält  man,  wenn  mau  nach  den  steigenden  Potenzen 
von  sin  x  ordnet  und  die  Coefficienten  gehörig  reducirt,  ohne  Schwie- 
rigkeit : 


cos  mx  =  1  —       -  sin  a;^  ^ > 

1.2  ^      1.2.3.4 

,n^(w2  — 2«)(m2_  4^) 


1,2.3.4.5.6 


sin/«a;  =  m  sinjp 


sin x^  -\-  ,  ..^ 


i.a.3 


-sin^*  + 


(6) 


(7) 


Die  Reihen    (4)   und    (5)   lassen   sich    ferner   auch   in    folgender  Form 
darsteilen : 


cos  vix 


sin  mx 


cos 


=  cos^  I  cosjp*"-*  —  Ig)  cosx*"   "^sin.»^  + 
+  1  4  )  cos  x'^   ''  sin  a;*  — . . .  L 
X  I  w  coso?*""-  sin  X  —  I  «  l  cosx'"   ^  sin  j;^  +  •  •  •  h 


schafft  man  nun  aus  den  Reihen  innerhalb   der  Klammern    mittelst   (a) 
die  Potenzen  des  Cosinus  weg,   so  erhält  man  folgende  Reihen : 


cos  Wir 


sm  mx 


=  cos  a;  I  m  si 


sm  X -  sin  x^  + 


+ 


»»(«.«  — 22)(w»  — 4«)  , 


1.2.3.4.5 


sin«" 


-...]• 


(9) 


Wir  haben  demnach  für  jede  der  Funktionen  sin  mx  und  cos  mx  zwei 
nach  Potenzen  von  sin  x  fortschreitende  Entwickclungen ,  deren  eine 
(f))    und   (9),    wie   aus   dem    Baue   der  Coefficienten   erhellt,    abbricht, 

*)  Es  lässt  sich  zeigen,  dass  die  Coefficienten  der  Potenzen  des  Sinus 
iu  den  Reihen  (ß)  bis  (9)  nach  dem  oben  deutlich  ausgesprochenen  Bilduugs- 
gesetze  fortlaufen ;  am  einfachsten,  indem  man  sich  auf  gewisse  Eigenschaften 
der  Binomialcoefficienten  stützt.  Man  kann  hierüber  nachsehen:  Seh lö milch, 
Handbuch  der  algebraischen  Analysis,  4^^  Auflage;  Jena  18G8. 
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jrade  Zahl,  die  andere  (7)  und  (8),  wenn  m  eine 
t.    Die   vier  Gleichungen    gelten    in    diesem    Falle    für 

X, 

er  Reihe  nach  m  =^2,  3,  i.   ,.  so  erhält  man  aus  [ß) 

1   —    2  sin  x'"^ 
(1  —    4  sin  x'^)  cos  X 

1-8  sina;'^  +   ^  si"  «^^ 
(1  —  12  sinit'^  +  1^  sina;*)  cosx 

1  —  18  sin:c'^  +  48  sino;*     -  32  sino:^ 

(1  —  24  sin  x'^  +  80  sin  x^  —  64  sin  x^)  cos  x 

u.  s.  w. 
(9): 

2  sin  X  cos  x 

■■  3  sin  iP  —   4  sin  x'^ 

(4sina; —  8  sin  ic^)  cos  a; 

5  sin  X       20  sin  a;^  +  ^  ^  sin  x^ 

( 6  sin  X    -  32  sin  x'^  +  32  sin  x^)  cos x 

7  sino:       56  sin  a;^  +  11 2  sin  o:^  —  64  sin  :r' 
u.  s.  w. 

(6)  und  (7)  convergireu  für  jeden  Werth  von  sin  x, 
en  (8)  und  (9)  für  sin  ä  =  1  divergent  werden.  Man 
5von  leicht  mittelst  des  in  §.  34.  vorgetragenen  Satzes, 
h   diese   vier  Reihen   für  jeden  Werth   des    Bogens    x 

71  \ 

mit  Ausnahme  der  Werthe  von  der  Form  x  =  ±,  n-\ 

eine  bestimmte  Summe  haben,  so  folgt  hieraus  noch 
j  Summe  für  jeden  Werth  von  x  durch  die  links  vom 
1  stehenden  Ausdrücke  cosmx,  sin  wo;  dargestellt  werde, 
hungen  (6)   bis    (9)    für   alle  Werthe    von   x,    welche 

71 

nzen  ±  —  liegen,    richtig  sein  müssen,    ist   klar,    weil 
4 

(4)  und  (5),  aus  welchen  sie  abgeleitet  wurden,  diese 

mmt.    Eben  so  leicht    überzeugt  man  sich  aber ,    dass 

TT 

von   X,    welche  —   überschreiten,    aufhören   richtig   zu 

1  1- yl  =  sin  r,  +^)    Jst,    so    erhält   der  rechts 

ichen  stehende  Theil  einer  jeden  dieser  vier  Gleichungen 
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für  X  = 


JC 


y  und   für  x  =z  —  -\-  y   denselben    numerischen  Werth, 
während,  wie  leicht  einzusehen,  keineswegs 

cos  w  I  ^^ y\  =  cos  w  r --  +  y  j  und  sin  w  1  -—  —  2^ )  =  sin  w  i  -^  -f"  ^ ) 

ist,    ausgenommen  in  dem  Falle,   wenn  in  (6)  und  (9)  m  eine  gerade, 
in  (7)  und  (8)  m  eine  ungerade  Zahl  ist.    Es   erübrigt   also  nur  noch 

77  'IX 

die  Untersuchung  für  das  Intervall  von  x-=^  i  t  *'^^  -^  ='  i  7  • 

4  L 


(ß) 


Substituiren  wir   in    den  Glgn.    (4)    und  (5)    2m    statt   m    und 
statt  x,  so  erhalten  wir: 

cos  mx  =  cos  -^     —  \  2  /  ^^^  ö  ^"^    ö"    »" 

/2w\         .r2"'-i     .     i:        /2;«\         o;- 
sin  rwx  =  I    j    I  cos  -  sin  —  —  I   «    I  cos 

welche    Gleichungen    sofort,    wenn    m    keine    ganze    positive   Zahl    ist, 

X  il 

erfordern,  dass  —  zwischen  den  Grenzen  ±7-»    d.  i.   x   zwischen   den 
Grenzen  ±'—  liege.  Mittelst  der  bekannten  goniometrischen  Ausdrücke: 


si«  Y  + 


COS  ^=  "V^  'y  -|-  i  cos  X,  sin    =  V  j  —  2  cos  x,  cos  x  =  1  1   —  sin  x^ 

lassen  sich  nun  sämmtliche  in  den  Reihen  {(i)  vorkommenden  Potenzen 

x  X 

von  cos  "    und  sin      mit  Hilfe  der  Binomialformel  in  convergirende  nach 

den  steigenden  Potenzen  von  sin  x  laufende  Reihen  auflösen;  substi- 
tuirt  man  diese  in  {ß\  so  erhalt  man  auf  dem  oben  betretenen  Wege 
vier  Reihen,  je  zwei  für  sin  mx  und  cos  mx^  welche,  sowie  die  Reihen 


(6)  bis  (9)  nach  Potenzen  von  sin^c  fortschreiten,  jedoch  von  x-. 


n 


11 


bis  ^  =  4"  1^   gelten,  da  sie  aus  \ß)  abgeleitet  wurden,  welchen  dieses 

Giltigkeitsintervall  zukommt.  Diese  vier  neuen  Reihen  müssen  jedoch 
mit  jenen  (6)  bis  (9)  identisch  sein,  da  sich  eine  Funktion  einer  Ver- 
änderlichen nur  auf  eine  Art  in  eine  nach  steigenden  Potenzen  dieser 
Veränderlichen  (hier  sin  a;)  fortschreitende  Reihe  entwickeln  lässt.  Wir 
sind   somit   berechtiget,    die  Gleichungen   (0)    bis  (9)  für  alle  Werthe 

von  X  innerhalb  der  Grenzen    —  '—  und  +  .r  ^^  richtig  anzunehmen. 
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B.  Reihen  für  sin.T,  cos.t,  tanga?,  u.  s.  w.,   welche  nach  Potenzen 
des  Bogens  x  fortschreiten. 

73.    Zieht   man    aus   dem    zweiten  Theile  der  GIgn.    (4)    und   (5) 
cos  ic"*  als  Faktor  heraus,  so  erhält  man: 


cos  wx 


cos 


.'»[i-(:)tg.'-'+(:)t..^-...] 

I^mtgir  —  (3)  tg:c»  -I-  ('^J  tgo:^  ~"  "  "J 


sinw?rc  =  cosa;' 


und  wenn  man  statt  x  schreibt: 

m 


^>--(io) 


COSiT 


niTT 

m/T 
~4~ 


=(-:r[-(")(^!)■+(;)(«£r"■•■]'>- 

,i„.=(cos^)'[»ig^-(i;)(i«^)'  + ](«<+ 

Der  erste  Theil  dieser  Gleichungen  ist  von  m  unabhängig;  folglich 
muss  dies  auch  mit  dem  zweiten  Theile  derselben  der  Fall  sein,  woraus 
sich  auf  die  Möglichkeit  schliessen  lässt,  diese  Grösse  aus  den  Gleichungen 
wegzuschaffen.  Zu  diesem  Behufe  bemerken  wir,  dass  diese  Gleichungen, 
sowie  jene  (4),  (5),  aus  welchen  sie  abgeleitet  wurden,  für  jeden  Werth 
von  m  richtig  sind,  und  diese  Eigenschaft  somit  nicht  verlieren  werden, 
wenn  wir  m  unendlich  zunehmen  lassen. 

Führen  wir  nun  in  den  letzten  Gleichungen  die  Binomialcoefticien- 

ten  statt  der  Symbole  (  2  )'  (  3  )'•••  ®^"'  ^^  erhalten  dieselben,  wenn 
wir  in  jedem  Gliede  aus  dem  Coefficienten  II  den  Faktor  m^  heraus- 
heben und  ihn  mit  (tg  — I    zu  lmtg--j   vereinigen,  folgende  Fe 

1 


?orm  : 


COSiC 


+- 


(^-^)0-|)0-,l)/  ^  .y        1 


1.2. 3.4 


sin 


+ 


^  =  r^J    Vr'^rn) 17273 r^^m)    + 


(«) 


('-^)(-|)0-:)('-»-).     .y 

-   -  - 1  w  tg      I 

1.2.3.4.5  \         m) 


....]. 
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nun  w  =  00  setzen  und  zu  diesen 
I  und   I  cos  -    I     zu  bestimmen 

X 

zt  man    -  =«,  wo  nun  a  einen 
m 

x         X 
,  so  wird  w*  tg  -  =  -  tga  =  x 
m        a 


("**«i)  = 


lim  I  w  tg  —  I    =  a;  .  lim  - 


lieh  ist  aber  für  einen  Bogen  a  < 
sina  <^  a  <CM 


ich 


sin  a        CO 


sin  a 

1>__>C0 


sin  a    ,.  ,       . 

rth  von  hegt   also  immer 

a 

im  cos a  =  1,  nach  §.  18.  h: 

sin« 

hm =  1 

a 

r  auch  lim       -  =  1  ist,  so  wird 
cosa 

X 

•ner  ist  für       =  a : 
m 

)m  ^  —        f 

=  (cosa)"  =  (l— sina2)2«=|( 

ivenn  man    zur  Grenze  für  a  =  C 
h  §.  60,  Gl.  (10),  für  a;  =  —  1 

1 

lim(l  —  sina2)«inß' 

lißi^cos^j    =  (^"'y 

mit  erhält  man  nun  aus  den  Glei( 

dass  die  Brüche  — ,         ,         , 
m       m       m 

in  Null  übergehen : 
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cos  x=  i 


x"  x^ 

1.2  ^  1.2.3.4 


_  ..A L 

1.2.3.4.5.6  ^ 


sin  X  = 


x-" 


+ 


x' 


1.2.3    '    1.2.3.4.5        1   2.3.  .  7 


,-  + 
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X 

=  '  - 

CO 

(12) 

X 

=  + 

QO 

(13) 

zwei  für  jeden  Werth  von  x  convergirende  Reiben,  welche  den  Sinus 
und  Cosinus  des  Bogens  x  durch  diesen  Bogen  selbst  ausdrücken  und 
für  die  gesammte  Analysis  von  grösster  Wichtigkeit  sind. 

74.  Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (12)  und  (13)  lassen  sich  nun  auch 
die  übrigen  trigonometrischen  Funktionen  ohne  Schwierigkeit  in  Reihen 
entwickeln,  wobei  wir  dem  von  Schlö milch  (Algebraische  Analysis, 
2.  Aufl.  S.  174  ff.)  eingehaltenen  Gange  folgen  wollen. 

Es  ist: 

1  1 


sec  X 


coso; 


1  —  (1  — cosrr) 


-^rV 


(1 


cos 


^)]  ' 


TT  7t 

Setzt  man  x  zwischen  den  Grenzen  —  —  und  -|-  ö  liegend  voraus, 

so  ist  cosa:  positiv,  somit  (1  — cosa:)  ein  echter  Bruch,  und  die  Potenz 
[1  —  (1  —  cos  a?)]~*  lässt  sich  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  in 
eine  nach  Potenzen  von  (l  — cosic)  fortschreitende  convergirende  Reihe 
entwickeln;  man  erhält: 

secaj=  1  +  (^  —  cosa;)  +  (1  —  cosa;)*  +  (1  —  cosa;)*  +  •  •  • 
Man  hat  aber  nach  (12): 
x' 


somit  auch : 


(l-cos.)  =  ^;(l-^  +  3-^-..), 

(i-cos.)-^(i--^;^ +...), 

(l-cosa;)»  =  |'-(l -...), 
folglich,  wenn  man  substituirt  und  nach  Potenzen  von  x  ordnet 

^>  — -; 


sec 


^  =  l  +  2-.  +  -4T  + 


5a;*   .    61a;6 


6! 


+  .... 


a:<  + 


(14) 


WO  wir,  wie  üblich,  die  Faktorenfolge  1.  2.  3.  4 n  mit  n\  bezeichnen. 

Wir   erfahren    durch    diese    Ableitung   jedoch  nur  die  Form  der 
Reihe,  während  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Coefficienten  der  Potenzen 
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von  X  im  Zähler  fortschreiten ,  unbekannt  bleibt.    Um  dieses  kennen  zu 
lernen,    stellen  wir  die  Reihe  (14)  unter  folgender  Form  vor: 

secx  =  T,+    I,     +--^^+.^^ -+....  (15) 

und  substituiren  die  Reihen  (12)  und  (15)  in  die  identische  Gleichung 
1  =  sec  X  .  cos  X,  so  kommt : 

-(^.+¥+^'r'+-)(-^>i,--)- 

und  durch  wirkliche  Multiplikation : 

>  =  ^.  +  g;-|f).'+§~ifi  +  f?)«'  + 

^  \6!        4!  2!  ^2!     4!        6!/        ^ 

Nach  dem  Satze  der  unbestimmten  Coefficienten  folgt  nun,  dass 
T^  =  1,  und  die  Coefficienten  der  Potenzen  x'^,  iP*, . . .  der  Nulle  gleich 
sein  müssen.  Bezeichnet  man  daher  mit  m  eine  gerade  von  0  ver- 
schiedene Zahl,  so  hat  man  allgemein  nach  dem  obigen  deutlich  ausge- 
sprochenen Gesetze: 

£ni  J-m—2  1      I         J^m-i  1    -^  m-6  1       ,  .. 

m\  ~ {m  —  2)\ '  21  "^  (w  — 4)! '  4i  "  {m —~Öj\ '  g]  "^  *  "  ~ 

oder,  wenn  man  mit  m !  multiplicirt,  die  dadurch  in  den  Ausdruck  ein- 
tretenden Binomialcoefficienten  mit  den  bekannten  Symbolen  bezeichnet 

7H7t 

und  noch  beachtet,  dass  für  m  gerade,  immer  sin  -  -  =  0  ist : 

T„-  (^)  T„,  ..  +  (4)  ^«.-*  -  (")  y™-6  +  .  .  .  =  sin  ";^  (16) 

Setzt  man  hier  der  Reihe  nach  statt  m:  2,4,6,8...  so  erhält  man,  da, 
T^  =  1  bekannt  ist,  die  Coefficienten  in  den  Zählern  der  aufeinander- 
folgenden Glieder  der  Sekantenreihe  (15),    nämlicli: 

Tjj  —  Tq  =  0  somit       T^  =  T^  =  l 

T,  -  6T2  +  T,  =  0  T,  =  5 

Tg  — I5T4+  15^2  —  ^0  =  0  T,  =  61 

Ts  —28  Tß  +  70  T^  —  28  T^  +  T^  =  0  1\  =  1385 

u.  s.  w.  u.  s.  w. 

76.  Um  tg  X  in  eine  Reihe  zu  entwickeln ,  hat  man ,  wegen  tg  x 
=  sin  rr  .  sec  x,  wenn  man  die  Reihen  (13)  und  (14)  substituirt: 
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tgat  =  ic  +  -y  + 


2ic»    .    16a:5    ,    272a;7 


51 


+ 


7! 


+  . 


a;  j>  —  — 
^         2 


(17) 


WO  die  angedeuteten.  Grenzen  daher  rühren,  weil  die  als  Faktor  einge- 
führte Sekantenreihe  an  dieselben  gebunden  ist.  Die  Tangentenreihe  hat 
somit  die  Form: 


tga;=Tia; 


ö! 


7! 


(18) 


Um  das  Bildungsgesetz  der  Coefficienten  T,,  T^,  Tr^^,...  kennen 
zu  lernen ,  substituiren  wir  in  die  Gleichung  sin  x  =  tang  x.  cos  x  die 
Reihen  (12),  (13)  und  (18)  und  erhalten: 

x(-i-;+:-;-). 

d.  i.  nach  verrichteter  Multiplikation : 

^-31  +  51-^71 +---  =  ^^-*-  U-^)  ^'+(51- 

3!*2!^  4!/  •    ^V7!        5!*2!^3l'4!        (1!/        ^ 

Hieraus  folgt  nach  dem  Satze  der  unbestimmten  Coefficienten  zunächst 
Tj  =  1,  und  allgemein  durch  Gleichsetzung  der  Coefficienten  von  x'", 
wenn  m  irgend  eine  ungerade  Zahl: 

_     T„,..2        1  T„._4       1    ^  _(-!)'" 


ml        {m  —  2)l 


(m-4)!4! 


7nl 


multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  ml  und  beachtet,  dass,  wenn  m 
ungerade,  immer  ( —  1 )  ^    =  sin  -  -  ^    ^o  hat  man : 

r,„-  -  (^)  n,_.+  (!)  T«-.-  (:;)  r...  +  . . .  =  sin  ""f.  (19) 

Diese  Gleichung  liefert  sofort  die  Tangenten-Coefficienten,  T^,  T5, . . .  ., 
wenn  man,  da  Tj  =  1  bekannt  ist,  statt  m  der  Reihe  nach  die  Zahlen 
3,  5,  7,  9,...  substituirt.  Es  ist  bemerkenswerth ,  dass  die  Glgn.  (16) 

Hkkr,  Höh.  Mathematik,  I.  3.  Aufl.  8 
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(19)  sich  der  Form  nach  nicht  unterscheiden;  s 
•  von  beiden  statt  m  die  Reihe  der  natürlichen  Zah 
efert  sie,  da  Tq  =  1  ist,  die  Zahlen  2\,  1\,  '. 
iien  jene  mit  geradem  Stellenzeiger  die  Sekanten 
ungeradem  die  Tangentencoefficienten  sind. 

76.    Setzt  man  in  der  Gleichung  cosec  x  =  -^ 

sm 

e  (13),  so  erhält  man: 

1  1 


cosec  X  = 


X  x"    ,    x^        :r"    ,' 

1  —  —  -h        — h  .  . 

315!        7 ! 

zweite  Faktor  im  zweiten  Theile  liefert  eine  Reii 
Ax'^  +  ^x*  + [§.  43.  Aufg.  2] ,  so  dass  £ 

;  X  noth wendig  die  Form 1-  Ax  +  Bx^  +  •  •  • 

X 

*^atur  dieser  Funktion,  welche  für  o:  =  0  unendli 
nt.  Aus  diesem  Grunde  wollen  wir  zunächst  das 
ne  Reihe  aufzulösen  suchen.  Es  ist: 


•  cosec  rc  =  ~- —  = , .—   ,  =  I  1  —  I  1 

sinx 


n    wir   nun 


/         sinrc\        L         \ 

(sinxX     ^ 
1  —  —  /  "^  ^  voraus,  was  dann  ( 


sma; 
i  —  -  ein  positiver  echter  Bruch  ist,    somit  x  z' 

X 

—  7C  und  +  ^  ^äJlt ,  so  erhalten  wir  durch  Anv 
len  Lehrsatzes: 


eca; 


ist 


=.+(,_'ii)+(,_-if)'+ 
+('~t')+- 

sina; ^^ /i        ^*     I         ^* 

x~  ~  31  \  ~'\Tb  "^  4 ; öTeT?  ~'  ' 

(sinrcy x^     {  x^  \ 

x~)  "~{3!yn     2T5 "~ — /' 

/         sinrr\»        ^     /,  \ 
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Substituirt  man  diese  Ausdrücke,  ordnet  nach  Potenzen  von  Xy  und 
dividirt  die  ganze  Gleichung  durch  x^  so  bringt  man  die  Reihe  für 
cosec  X  ohne  Mühe  auf  die  Form: 

coseca;  =  — h        +  ^^ k  ^^      4-  .  .  .  , 


jt 


oder,    wenn  man  die  Coefficienten   \,  ^^,  |}  , deren  Bildungs- 
gesetz noch  unbekannt  ist,  mit  U^,  U^,   r/5,     . 


l        U^x   ^    -3-      , 
cosec  ic  =      A —  ^ — ^ \- 


U,x^ 


6!      "^  ' 


bezeichnet : 
x^  —  /7 


Da  endlich  cotg  x  =  ~,       =  cos  x .  cosec  o; , 
sin  X 


(21) 
SO  erhält  man  durch 


Multiplikation  der  Reihen  (12)  und  (20): 
1       Ix        Ax'       ^\^ 
G! 


cotg  X  = 


1^ 

2! 


8  r*» 
4! 


.r  <  +  ;r 


(22) 


oder,   wenn    wir   die  Coefficienten    |,   ^5,    |f,    mit    F,  ,73,   F5, 
bezeichnen : 


cotga; 


_1  _yix_ 


y^x^ 


Y,x^ 


a?  >  —  TT 
X  <C  +  T^t 


(23) 


X  2!  4!  6! 

Die  in  den  Reihen  für  cosec  x  und  cotg  x  vorkommenden  Coeffi- 
cienten U  und  V  lassen  sich  durch  die  aus  dem  vorigen  §.  bekannten 
Tangen tencoefficienten  ausdrücken.   Bekanntlich  ist 

2  tga? 


tg  2x  = 


tga; 


5!  » 


oder 


1  —  tga;^        1 

cotg  2x  =  — =  -  cotgfl? 

2  tga;  2 


tg^, 


somit : 

cotga?  —  2  cotg  2a:  =  tga;; 
fahrt  man  in  diese  Gleichung  die  Reihen  (23)  und  (18)  ein,  so  kommt: 


5^ 
2! 


4! 


V,x^ 


2^V,x       2^3^»       2^x^ 
DJ  *"'^      2!     "^      4!       "^      6!    "  "^ 

.    T..a?3   ,    T.ajS    . 


ler: 


:2r-2;)^  +  (-4!--4t)^'  +  (ßr-6t)^'+---  = 


-^^"^^     3!     +    5!     +•• 
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somit  nach  dern  Satze  der  unbestimmten  Coefficienten : 

(2n)l  '        l2nj\        {2n  —  1 ) ! ' 
d.  i.  weil  {2n) !  ==  (2w  —  1) !  2«  , 


2n 
F,„_x  =  ^^^--T2.-i.  (24) 


Ferner  hat  man: 


2  1  sino;^  +  cosa-- 

2  cosec2ic  =    .     -   =  — =  — .-    -  =  tg  a;  4-  cotgr, 

sin  2x       sm  x  cos  x  sm  ic  cos  a; 

somit : 

2  cosec  2x  —  cotg  ^  =  tg  a; , 

und  nach  Einführung  der  entsprechenden  Reihen: 

2^U,x       2Hr,x^       2W,x^  -L  ^1^  4.  ^'3^'  4. 

+    G!     ^ ^i^-t-     3,    -t-     ,^j     -I-..., 

hieraus  folgt  nach  dem  Satze  der  unbestimmten   Coefficienten: 

~  (2«)!"         (2w)!'       (2«  '-  1)!  ^ 

setzt  man  nun  in  diese  Gleichung  für    F2«  -1  den  Werth  aus   (24),   so 
folgt: 

2^i     22»  —  2 
U^n  -1  —  ^sjTT  •  2^r'II  1  ^2n-l  .  (25) 

Da  nun  die  Tangentencoefficienten  Tp  T3,  ^5,...  sich  nach  (li)) 
berechnen  lassen,  so  sind  durch  die  Gleichungen  (24)  und  (25)  auch 
die  Coefficienten  der  Cotangenten-  und  Cosekanten-Reihe  gegeben, 
wenn  man  daselbst  der  Reihe  nach  ^i=  1,  2,  3,  .  .  .  substituirt. 

C.  Cyklometrische  Reihen. 

77.  In  den  vorhergehenden  Paragraphen  haben  wir  uns  damit  be- 
schäftiget, die  Funktionen  sin  x^  cos  rr,  u.  s.  w.  in  Reihen  aufzulösen, 
welche  nach  den  steigenden  Potenzen  des  Bogens  x  fortschreiten;  stellen 
wir  uns  jetzt  die  umgekehrte  Aufgabe,  den  Bogen  durch  Reihen  auszu- 
drücken, welche  nach  den  steigenden  Potenzen  des  Sinus,  Cosinus 
u.  s.  w.  dieses  Bogens  laufen. 
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Man  bezeichnet  bekanntlich  überhaupt  mit  aic  sin  x ,  arc  cos  x, 
arc  tg  X ,  u.  s.  w.  den  Bogen ,  zu  welchem  x  als  Sinus ,  Cosinus, 
Tangente,  u.  s.  w.  gehört.  Da  jedem  Werthe  von  x^  als  Sinus  etc. 
betrachtet,  unendlich  viele  verschiedene  Bögen  entsprechen ,  so  sind  die 
Symbole  arc  sin  x ,  arc  cos  x ,  u.  s.  w.  vieldeutige ,  und  wir  werden 
darunter  im  Folgenden  den  kleinsten  Bogen  verstehen,  zu  welchem 
X  als  Sinus,  Cosinus,  etc.  gehört.    Unter  dieser  Voraussetzung  folgt  aus: 

sin.r  :=^  z  '.  X  -.^=^  arc  sin^, 
aus 

coso;  =  £^  :  X*  =  arc  cos/? ;  u.  s.  w. 
Dividiren  wir  Gl.  (7)  §.   72  durch  m,  so  erhalten  wir: 


smmx         .  m"  —  1-    .      ...    [m^  —  \^)[m^  - 

-    —  =  sin  j; -      -  sin  x^  -\- -   - 

m  1.2.3  ^  1  . 2  .  :3  .  4 .  o 


sm  x"*  — . . . 


lassen  wir  in  dieser  Gleichung  m  unendlich  klein   werden,    so   kommt: 

1 


,.     ^iwmx 

hm  ::^  sinx  +       -     7  sin  2" 

m  ^  1  .  2  .  :.5 


+   1.2.:5..1.5^"^^    + 


+  iT2:.V.7  '"^^'  +  -'- 

Es  ist  aber,   mx  --^  a  gesetzt ,  wo  also  a  mit  m  unendlich  abnimmt, 

,.     sinw?a-        ,.       sin«  ,.    sin« 

hm  ^=:hmx     -    =:.rlim  :=^  x, 

m  a  a 


somit: 


1  sinjt*^   ,    1.3  sin.r^ 
X  =  sm  j;  +  ^^      ^^      +  ^, 


1 .3.  5  sin a;^ 


2      3 

oder,  wenn  man  sin  x  ■• 

1  r*^ 


2.4      5      "^  2 . 4 .  ()     7 


+ 


g,  also  X  =  arc  sin  g  setzt : 


...     j^    1.3^^5        1.3.5   ^7 


^  +  - 


!(^«) 


g=  —  i 


+ 


,  C-'7) 


Da  ferner  arc  sin  z  +  arc  cos  ^  -=  \y    ist,   wie  aus  der  Bedeutung 
dieser  Symbole  unmittelbar  erhellt,  so  hat  man: 

Die  Gleichung   (11)    im   §.    73   nimmt,    wenn   man   sie   durch  m 
dividirt,  die  Form  an: 
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sin  mx  _  _^  ^,„  f ^^  ^       (^_i)(w_2)  ^^  ^3 


r 

==  cos  a;*"  I  tg  a; 


w  L  1.2.3 

+  r2.3.4.5  ^^^    ""••' 

Läset  man  hier  m  uDendlich  klein  werden,  so  folgt: 

X  = 

a:  =  tga;  —  --  tgx^  +  -  tgx^  —  j^  tg  ä'^  +  . 
o  0  7 

X 

oder,  wenn  tg  x  =  js:^  also  a;  ^=  arc  tg  /s  gesetzt  wird : 
arc  tg^"  =  ^  —  -  ^3  +  -  £r5  —  -  ^7  +  .  .  .   r  ~ 

Setzt  man  in  dieser  Reihe  —  an  die  Stelle  von  -e-,  so 

z 


1        1        11.11 

arc  tg  -  = o-  -H  +  V  -T 

z        z        Z  z^       b  g^ 


aus  der  bekannten  Relation  \ax=  folgt  aber: 

cotga; 

arc  tg  -  =  arc  cotg  z  ■=  —  —  arc  tg^ ; 

Z  u 

folglich  wird: 

n        1.11        11.11  f^  =  - 

arctg.  =  ---  +  3^-,--  +  ,^-...|^_. 

welche   Reihe    für    Werthe    von    z ,    welche    die    Einheit 
anzuwenden  kommt,  da  für  solche  die  Reihe  (30)  nicht  meh 


Reihen  zur  Berechnung  der  Zahl  tt. 

78.  Die  im  vorigen  §.  entwickelten  Reihen  bieten  ein  sc 
Mittel  zur  Berechnung  der  Zahl  it  dar.  Man  benutzt  hiezu 

IX. 

haftesten  die  Reihe  (29)  oder  (30).  Setzt  man  a;  =  — ,  s( 


7Z 

weil  tg  —  =  1  ist: 
4 


1^  =  1-1  +  1-1  +  ^ 
4  3^5        7^9 
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annte   Leibnitz'sche  Reihe,    welche  jedoch   ihrer   geringen 
iz  halber  zur  Berechnung  von  ti   unbrauchbar  ist. 

TT 

besser  convergirende  Reihe  erhält   man   für  x  =  30^  =  — , 

6 

sin  30^  1        .  , 

gx  =     -— -^  =  — r-  Wird ;  man  fandet : 
cos  30°       y3 

wirksamste  Mittel   indessen,   um   stark   convergirende  Reihen 
jn,  besteht  darin,  dass  man  einen  aliquoten  Theil  von  /r,  z.  B. 

in  zwei  oder  mehrere  Bögen  zerlegt,  deren  Tangenten  durch 

Brüche  ausdrückbar  sind. 

7r  1 

setze  z.  B.     -  =i>  +  ^  und  tgp  =  — ,  so  wird: 

4  2 


/TT  \  1— i  1 


-  =  arc  tg     -  +  arg  tg  -; 

h  (30): 

„1     +.1    _J     +      ]+(-'-    '-+'-) 
!      3.23^5.25      7.2^^"V^\13      3.3»^5.3'^  /' 

5ihe   von  Euler   herrührt   und    zur  Berechnung  sehr  bequem 
man  die  Rechnung  auf  10  Dezimalstellen  an,   wobei  von  der 

ihe  15,    von  der  zweiten  10  Glieder   in  Anspruch   genommen 

0  erhält  man: 

TT  =  3,  1415926532, 
neun  ersten  Dezimalstellen  richtig  sind. 

7t  1 

;   man  —  =  2j)  +  </  und  tgp  =  — ,  so  wird : 
4  6 

2  tg »  3  A«^         .  \        1 


n  1.1 

j  =  2  arc  tg  —  +  arc  tg  y ; 
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4~     \1.3       3.33  "^5.3-^        "/"^Vl.?       3.7^  "^5.7^  / 


B.  Potenzen  des  Sinus   und  Cosinus   eines  Bogens,  ausgedrückt 
durch  Sinus  und  Cosinus  der  vielfachen  Bögen. 

79.  Man  setze: 

cos  X  -{-  y'  —  1  sin  j;  =  p,    cos  x  —  \  —  1   sin  x  :=^  «7, 
so  wird: 

2  cos  X  =  p  +  ö' ^ ")'  '^  V —  1   sin  jc  =  i)  ~  q,         {ß) 

pq  =  eosa;''*  +  sina;''*  =  1.  (j) 

Erheben  wir  nun  die  Gl.  (a)  zur  w*®"  Potenz,  wo  m  eine  posi- 
tive ganze  Zahl  bedeuten  soll,  so  erhalten  wir: 

(2  cos.r)'"  = 

pm  _|_  nip^-iq  +  ^'^j  p^-hi^  4.  .  .  .  .  4.  r^  j  /j^(/'"-  a  +  mpq^"-'  +  q"\ 
oder  mit  Rücksicht  auf  (y): 

(2  cosa;)"»  =i?'»  +  mp"'-'^  +  (  ^  /  i'"*"*  +  ••  +  (  2  /  ^'"~^*  +  wr/"-2+3"» 
Zufolge  der  Moivre'schen  ßinomialformel  hat  man  aber: 

pr  =z  cosrx  +  V-  -  1  sin  rx^  f/  =  cos  rx    -  y  —  l  sin  r  a;, 
wodurch  die  letzte  Gleichung  in    folgende  tibergeht: 

(2cosicy»  = 

I  cos  mx  +  ^  cos  {m  —  2)  a;  +  (  2  )  cos  (/w    -  4)  o;  +  •  •  •  + 
+  I  2  )  cos  ( w  —  4:)  X  -}-  m  cos  (w  —  -i)  ^  +  cos  wa:  1 
_[_  y —  1  I  sin  f^x  +  •'^^  sin  (/«  —  2)  o;  +  (  o  )  sin  (w  —  4)  x  +  •  •  •  — 
—  I  2  )  sin  (»i  —  4)  a;  —  m  sin  (w  —  2)  x  —  sin  mx  1  . 

In  jeder  der  beiden  im  zweiten  Theile  stehenden  Reihen  sind  je 
zwei  vom  Anfang  und  Ende  gleichweit  abstehende  Glieder  einander 
gleich,  und  in  der  ersten  Reihe  mit  gleichem  in  der  zweiten  mit 
entgegengesetztem  Zeichen  versehen. 

Ist  nun  m  ungerade,  so  ist  die  Anzahl  der  Glieder  in  beiden 
Reihen  =-.  m  -)-  1  eine  gerade,  welche  sich  in  der  ersten  paarweise 
addiren ,  in  der  zweiten  paarweise  aufheben ;  daher  folgt : 
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Für  ni  ungerade:  2'"^' .  cosa;'"  = 

cos  mx  +  (  i  )  cos  (m  —  2)  x  -\-  l  .^  )  cos  {m  —  i)  x  + + 

7)1 

+  ('",')  cos  X.  (32) 

Ist  m  gerade,  so  ist  die  Anzahl  der  Glieder  in  beiden  Reihen 
ungerade  und  es  existirt  in    diesem  Falle    ein    mittleres  Glied;    in    der 

ei-sten  Reihe   hat    dasselbe:   (  i  .^)  cos  (m  —  m)  x  =^1^  ^^A  ,    in    der 

zweiten:  (  i  .^)  sin  (m  —  m)  x  :=z  0   zum    Ausdruck,    und    da    sich    die 

übrigen    Glieder    der    zweiten    Reihe    wieder    paarweise    aufheben ,    so 
wird : 

Für  m  gerade:  2"'^.  cos  ^'"  = 

cos  mx  +  (  1  )  cos  (m  —  2)  ^'  +  (  »>  )  cos  (m  —  -i)x  +  . . .  -|- 

Erhebt  man  in  gleicher  Weise  die  Gl.  (ß)  zur  m**"  Potenz ,  unter 
m  wieder  eine  positive  ganze  Zahl  verstanden,  so  erhalt  man  mit 
Rücksicht  auf  (y): 


(—1)2(2  sin  x)»'  =  p'"  —  (^l )  p'"  ■'  +  (2  )  P'" 

+  (2)«"'  '+{"!)'r-'±'/\ 


d.  i. 

m 

(--  1)'^  (2  sinx*)"»  = 
cos7nx  —  (  j  j  cos  (w  —  2)  ^  +  .  .  .  +  rjM  cos(m    -2)^±cosw^' 

+  V— 1     sinwip  — (  jj  sin (w -2) *•+...  + Tj  jsin(w    2)iP  +  sinwx 

wo  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  gelten,  je  nachdem  m  gerade  oder 
Dgerade  ist.  Man  hat  daher: 

in  -  1 

Für  m  ungerade:  ( — 1)    -    2'"-^sina;'"  = 

m 


in  mx 


— (  1  jsin(/w— 2)a;  +  (  2jsin(w --4)jj— ...  +  ( — --  jsin^.  (31) 
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m 

Für  m  gerade:  (—  1)^.  2"»-~^sina;'»  = 

cos  wa;  —  (  j^  I  cos  (w  —  2)  rr  +  I  g  )  cos  (m  —  4)  a;  — . . .  + 

Man  sieht  leicht,  das  diese  vier  Formeln  (32)  bis  (35)  bequem  in 
folgender  Weise  geschrieben  werden  können: 
Für  m  gerade  oder  ungerade: 

2"'~* .  cos X*"  =  cos  wa;  +  (  ^  j  cos  (w  —  2)  x  +  (  „  )  cos  {m  —  i)x-\-  . , . 

Für  m  ungerade: 

( —  1)    ^    .  2"»"  *  sin  x"^  =  sin  wj-  +  (  ^  I  sin  (w  --  2)  x  -{- 

+  (  2  )  sin  (m  —  4)  iC  —  .  .  .  . 

Für  m  gerade: 

( —  ly  ,2'"-^sina;"»  =  cosm.r  —  1^1  cos(w  —  2).r  + 

+  (  2  )  ^^s  (*^  •""  '^)  ^  ~  •  •  • ' 

welche   drei  Reihen   mit  jenem  Gliede  schiiessen,    welches,    das  letzte, 
unter   dem  Zeichen  Sinus    oder  Cosinus   einen    positiven   Bogen   erholt 
(wobei  ein  Bogen  =0  als  positiv  genommen  wird),  und  wo  vom  letzten 
Gliede  bloss  die  Hälfte  zu  nehmen  ist,  wenn  m  eine  gerade  Zahl. 
Mit  Hilfe  dieser  Formeln  erhält  man: 

2  cos  x^  =  cos  2a;  +  1 
4  cosa;*  =  cos 3a;  +  3  cosa; 
8  cosa;*  =  cos 4a;  +  ^  cos2a;  +  3 
16  cosa;^  =  cosöa;  -f-  5  cos  3a;  +  10  cosa; 
u.  s,  w. 

—  2  sin  x^  =  cos  2a;  —  1 

—  4  sin  x^  =  sin  3x  —  3  sin  x 

8  sin  x*  =  cos  4a;  —  4  cos  2a;  +  ^ 
16  sin  x^  =  sin  6x  —  5  sin  3a;  +  10  sina; 
u.  s.  w. 
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FÜNFTES    KAPITEL. 


VON  DEN  TRANSCENDENTEN  PUNKTIONEN  MIT  IMAGINÄREN  VERÄNDERLICHEN. 


80.  Setzen  wir  in  der  Exponentialreihe : 


m3  /ir.4 


"^    ~      "^   1  ■^1.2  "^1.2.3"  "^1.2  "3.4'^  •*" 
wo  c  =  2, 718281 ...  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  ist,  x  V—  1 
an  die  Stelle  von  x,  so  erhalten  wir,  wenn  der  Kürze  halber  V — 1=* 
gesetzt  wird: 

woraus   durch  Vergleichung   mit   den  Reihen   (12)   und   (13)   in  §.  73 
folgt: 

c^»  =  cos  a;  +  isin  x.  (1) 

Durch  Aenderung  des  Zeichens  von  x  ergibt  sich  hieraus: 

c~^*  =  cos  0?  —  «sin  X,  (2) 

Wenn   man   femer   diese   beiden   Gleichungen    einmal    addirt    und 
dann  subtrahirt,  so  erhält  man : 

cos  X  = -    ,  (3) 

Binx=    —^. .  (4) 

Diese  vier  Gleichungen,  von  welchen  die  beiden  ersten  in  die  eine 
^±xi  =  COS  oj  i  *  sin  x 
zusammengefasst  werden  können,  sind  wieder  Fundamentalformeln  für 
die  gesammte  Analysis.  Durch  sie  wird,  wie  man  sieht,  ein  Zusammen- 
hang zwischen  den  Exponential-  und  trigonometrischen  Funktionen 
hergestellt.  Mit  Hilfe  der  beiden  ersten  bringt  man  die  Exponentielle 
e?*  auf  die  Form  u  +  vi,  wenn  x  imaginär  wird,  während  die  Glgn.  (3) 
und  (4)  den  Sinus  und  Cosinus  eines  reellen  Bogens  x  durch  Exponen- 
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tionen  aiisdrücken.  Dass  diese  Ausdrücke  i 
^atur  der  Sache,  da  sin  x  und  cos  x  als 
deren  mögliche  Werthe  zwischen  den  Gi 
durch  die  Exponentielle  r^^  mit  reellei 
hsendem  x  fortwäiirend  zu-  oder  abnimmt, 
kann.  Obige  Gleichungen  sind  eben  nur 
ileichungen ;  setzt  man  in  ihnen  statt  der 
'■  dasjenige,  was  diese  Symbole  eigentlich 
;henden  nnendlichen  Reihen,  so  verschwin 
ichungen  werden  augenscheinlich  identisch 
i  der  Wichtigkeit  der  Gl.  (1)  wird  es 
noch  auf  einem  zweiten  von  der  Anwenc 
u  Wege  abzuleiten. 
,ch  §.  60,  Gl.  (10)  ist: 

1 

e;=  =  lim  (l  -|-  ^^-^j"  L^**''  ^'-^ 
sichung,  bei  deren  Ableitung  z  als  reell 
in    wir   dieser  Grösse    einen    imaginären  '' 

^'alle  die  Bedeutung  der  rechter  Hand  stehe 
n  Lehren  des  III.  Capitels  zweifellos  bcsti 
i  Grenzwerth  derselben  wieder  mit  e'  zu  b 
1  die  Gl.  (/)  als  die  analytische  Definition  de 
tion  e^  betrachten ,  welchen  reellen  oder  i 
mag.  Nur  sind  wir  bei  dieser  Annahme  vor! 
i  in  Form  einer  Potenz  erscheinenden  Syi 
ren  Werthes  von  ^  nach  denselben  Regel 
thmetik  für  Potenzen  mit  reellen  Expoi 
doch  leicht  nachzuweisen  sein,  dass  d 
re  Werthe  der  Exponenten  in  Kraft  bleil 
L  demnach  ^  =^.  y  -{-  xi,  so  ist,  der  aufgestel 

^tj-\rxi  =  lim  (1  -\-  ay  -\-  ax  ,  i 
\  diesen  Grenzwerth  auszumitteln,  sei : 

i  -{-  ay  '\'  (XX .  l  =  r  (cos  f/)  +  /  j 

gi/+xi  _-  limr",  lim  (cos      +  /si 
\       a 

s  (m)  folgt  aber: 

1  -f-  «7/  =  r  cos  r/),  ax  =  r  sii 
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somit,  wenn  man  qaadrirt  and  addirt: 

setzt  man  nun  noch  Kürze  halber  2ay  +  «^  (^^  +  y^)  =  ßi  wo  also  ß 
eine  mit  a  unendlich  klein  werdende  Grösse  ist,  so  wird : 

lim  r«  =lim  |[1  +  2ay  +a^  {x^  +  3/2)]2«  l  =  ii,n  |[(i  +  ß^]^}  = 
im(l  4-  ß)J  =.  e,  lim  \y  +  ^  (a;''  +  y^)\  =  V, 


es  ist  aber 

lim 
somit : 


1 
limr«  =  ew.  •  [q) 

Aus  den  Glgn.  (p)  erhält  man  ferner  durch  Division: 

ax 

woraus   zuvörderst   erhellt,   dass   (p  ein   mit  a  unendlich   abnelimender 

Bogen   ist.   Multipliciren    wir  diese  Gleichung  mit   der  offenbar   iden- 
tischen : 

(p      1     1  (p 


so  erhalten  wir: 


.COSO), 

a    tg(p       «    sm  g)         ^ 


cp  w  X 

-^  =  V-  -.cosy.-  -  — , 
a       sm  f/)         "^     1  +  ^^y 


folglich,  wenn  wir  a  und  somit  auch  (p  unendlich  klein  werden  lassen, 


(f)  X 

wegen  lim   .        =:^  1 ,  lim  cos  (T  =  1 ,  lim  -  — 
%\v\cp  '  1  + 


ay 


lim  '^  =  0? ; 


iemit  wird  nun    lim  ( cos  ^  +  i  sin  "  1  =  cos  ic  +  i  sin  x ,     welcher 


Werth,  sammt  jenem  von  limr"   aus  {q)  in  («)  substituirt, 

fV +•«••'  .zi=  ev(cosa?  +  '  sina^)  (5) 

gibt.    Aus    dieser    allgemeineren    Gleichung    geht    die    Gl.    (1)    wieder 
hervor,  wenn  man  ^  =  0  setzt. 
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Diese  Ergebnisse  lassen  sich  auch  leicht  auf  die  Exponentielle  a^ 
übertragen,  wo  a  eine  beliebige,  jedoch  reelle  und  positive  Zahl  bedeutet. 
Denn  da  dem  Begriffe  der  Logarithmen  zufolge  a  =  e^<*  ist,  so  hat  man 
^z  __  f^tia .  setzt  man  in  dieser  Gleichung  ^r  =  ^  -|-  xi^,  so  wird  nach  (5) : 

0^■xi  _-  f.i,iü+xia.i  _  ^ifia  f^os  [xJd)  +  i  sin  {xJa)\ , 
und  folglich,  da  ^s"-*  =  [e^^)y  =  a^  ist: 

^j,+.ri  _  ^y  [cos(ajZa)  +  i  8in(iF/a)].  (6) 

Mit  Hilfe  der  Gl.  (5)  beweist  man  nun  leicht,  dass  die  in  der 
Gleichung  e^ .  e-  =  e*  +  '"*  ausgesprochene  für  reelle  Exponenten  geltende 
Eigenschaft  auch  für  imaginäre  Exponenten  giltig  bleibt.  Denn  zufolge 
der  Gl.  (5)  ist: 

^,j^+xi   f,y'  +x'«  _—  ^y  ^cQs  X  -^  i  sin  x) .  e^'  (cos  jr'  +  i  sin  a^') 
=  r-v^»'  [cos(a;  +  x*)  +  «'  sin  [x  +  ;r')]. 

d.  i.  wenn  man  für  den  2*®"  Theil  die  Gl.  (5)  nochmals  von  rückwärts 
in  Anspruch  nimmt: 

^y  +  xi  ^  f>u'  +  .vi  ___  ^1/  +  y  +  ( j;  +  x')  i  ^ 

81.  Setzt  man  in  (1)  x  -{-  2r/r  an  die  Stelle  von  x,  wo  r  eine 
positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeuten  soll,  so  erhält  man: 

COSa;  4"  *  Sina?  =  e(^  +  2r:r)i.  ^7^ 

aus  dieser  Gleichung  folgen,  wenn  man  der  Reihe  nach  statt  x  die 
Werthe  0,  /r  und  ^  ^  setzt,  die  Relationen : 

+  1  =  e^rni  ^  (^8) 

—  1  =ß(2r  +  l)ir,-^  (9) 

die  letzte  dieser  Gleichungen  führt  noch ,  wenn  man  beide  Theile  der- 
selben zur  PoteHz  mit  dem  Exponenten  V —  1  =  e  erhebt ,  auf  den 
merkwürdigen  Ausdruck: 

die  Grösse :  i*  hat  daher  unendlich  viele  reelle  Werthe ,  deren  einfach- 
ster (für  r  =  0)  =  e-i""  ist. 

82.  Sind  w,  v  reelle  Grössen,  welche  der  Gleichung  e^  =  v  Genüge 
leisten,  wo  e  =  2,  718  . . ,  so  heisst  bekanntlich  u  der  natürliche  Loga- 
rithmus von  V,  Diese  Definition  wird  unverändert  beibehalten  ,  wenn  u 
und  somit  auch  v  imaginäre  Grössen  sind,  so  dass  also  die  Gleichung: 
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unmittelbar  die  folgende: 

y  +  xi  =  HP  +  Qi) 
nach  sich  zieht  und  umgekehrt.    Hieraus  folgt  sogleich,    dass  die  Glei- 
chung Jz  -\-  Iz'  =^1  {z  .  z)^   so  wie  alle  daraus  folgenden  Eigenschaften 
der  Logarithmen  giltig  bleiben,  wenn  z  und  z*  imaginär  werden. 

Nehmen  wir  von  beiden  Theilen  der  Gleichungen  (8)  und  (9)  des 
vorigen  §.  die  natürlichen  Logarithmen,  so  erhalten  wir: 

•     Z(+  1)  =  2r/r  V— I  (11) 

7(-l)  =  (2r+  l)n  V^^,  (12) 

wo  r  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet.  Diese 
Gleichungen  zeigen,  dass  dem  Logarithmus  der  positiven  Einheit  unendlich 
viele  Werthe  zukommen,  welche  bis  auf  einen,  =0,  welcher  dem 
Werthe  r  ^=:  0  entspricht,  sämmtlich  imaginär  sind.  Eben  so  hat  der 
Logarithmus  von  —  1  unendlich  viele,  jedoch  bloss  imaginäre  Werthe. 
Da  ferner  -|-  «  =  (+  1)  « ?  —  «  =  ( —  1) .  «  ist,  wo  das  a  im 
zweiten  Theile  dieser  Gleichungen  den  Zahlenwerth  der  im  ersten  Theile 
derselben  stehenden  Grösse   +.  a  vorstellt,  so  hat  man: 

i(+a)  =  Z(a)  +  U+l)    ■  .ION 

Z(-o)  =  Z(a)  +  U-l),  ^'^ 

woraus  mit  Rücksicht  auf  die  Glgn.  (11)  und  (12)  hervorgeht,  dass 
jeder  positiven  oder  negativen  Zahl  a  unendlich  viele  Logarithmen 
zugehören ;  unter  diesen  befindet  sich  ein  reeller,  wenn  a  positiv 
ist;   ist  a  negativ,  so  sind  sie  sämmtlich  imaginär. 

Betrachten   wir   jetzt  den  Logarithmus  einer    complexen  Zahl.    Da 

y±x  V^  =  (+  1)  {y  ±  x^/^)  ' 
und  —y±x  V—  1  =  (—  1)  (2^  T  ^  V—  Ö» 

80  hat  man: 

i{y  ±xM~^\)  =  i{y  ±xi)^i{:^\)  \ 

U-  2^  ±  ^  V-  1)  =  z(2/  T  xt)  +  H- 1).  / 

so  dass  es  also  nur  darauf  ankommt ,  ?  (y  ±.  x'i)  zu  finden,  wo  y  eine 
reelle  positive  Zahl   bedeutet. 
Setzen  wir  nun: 

y  ±^xi=z  q  (cos  qp  +.  «  sin  9)),  (w) 

so  wird: 

l[;y  ±_  xi)  =zIq  +  Z(cosfjp  +.  i  siny)  =  Iq  +  le^^' , 
d.  i. 

^  {y  :h  ^*)  =  ^?  dt  <iP*  • 
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jt  aber  p  =  l/a;'^  +  y^,  (f  ==  arc  tg  - 

Ky  i.  ^0  =  ^  V^***  +  »/^  ±  *arc1 
lesen  Werth  in  (m),    so  erhält  man  n 

l [y  +.  rc/)  =  Z  Vic-  +  ^^  ii  ^  a^'c  tg  — 


?/  j-  xi)  =  l  \x^  +  ^-  +  iarctg 1 

y 

—  0  folgt  aus  (14): 


l{y  +,  xi)  =  l  Va;^  +  ^^  +  ^*  arc 

i'orm  der  Ausdruck  des  Logarithmus  e 
angewendet   wird,   jedoch    nur   für    pc 


tzt  man  in 
:,  so  erhält 

den  Glgn. 
man : 

(3) 

und  1 

;4)§. 

cos(a 

+  ßi)  = 

e"'~ 

2 

f-«'  + 

sin  (a 

:  4-  fii\  — 

y 

-/»_ 

.e"'  + 

die   in    den  Zählern    erscheinenden    1 
3tzt  also  e"'  -  /^  =  c"'  .  e~^ ,  u.  s.  w. 
nach  Gl.  (l)  und  (2)  ein,  so  erhält  r 

e^  +  c  ^                  e/  - 
IS  («  4-  ßi)  = \- cos«  —  i ; 

n  (of  -f-  ßi)  = \  Sin  a  +  «  - 

folgt  für  0  =  0: 

R-         '^  +  '^ 
COS  /J?  :rrr 

^  2 

.    ^.       .e^'  —  e   ^ 

an  diese  Werthe  in  die  Formeln  (17)  i 
COS  («  +  ßi)  =:=:  cos  c(  COS  /^/  -  sin  « 
sin  {a  -f-  ßi)  =  sin  «  cos/1^/  +  cos  a 
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Glgn.  (17)  und  (18)  bringt  man  die  Funktionen  sin  x 
Form  u '\- vi^  wenn  x  imaginär  wird;  dieGIgu.  (21) 

zeigen,  dass  die  für  reelle  Werthe  der  Bögen  a,  h 
intalformeln  der  Goniometrie: 
5  (a  -|-  ^)  =  ^08  a  cos  h  —  sin  a  sin  h , 
I  (a  -f.  ö)  =  sin  a  cos 2>  +  cos  asinb, 
e  anderen  goniometrischen  Formeln  auch  für  imaginäre 

in  Kraft  bleiben. 
1.    (17)    (18)    übersieht  man  sogleich  ^  dass  auch  die 
)  X  und  arc  sin  x  sich  auf  die  Form  u  +  *^'  bringen 
iginär  wird.    Denn  setzt  man  in  (17): 

^         cos«  =^  ti ,  -      -        sma  =: «;,  v''') 

(et  +  ßi)  =^  u  —  vi ,  woraus 
arc  cos  [ti  —  vi)  =  a  -{-  ßi 

reellen  Grössen   a    und    ß   mittelst    der    Glgn.  {m) 
sgedrückt  werden  können.  Dasselbe  gilt   für   arc    sin 

3  Resultate  der  vorstehenden  Paragraphen  zusammen, 
L  dem  Schlüsse,  dass 

onen :  a^ ,  Jx ,  sin  x  ,  cos  x ,  arc  sin  x ,  arc  cos  x  und 
j  diesen  zusammengesetzten  sich  immer  auf  die  Form 
ssen,  wenn  die  Variable  x  imaginär  wird; 
tlichen  Eigenschaften ,  welche  diesen  Funktionen  für 
Veränderlichen  zukommen ,  unverändert  in  Geltung 
3  imaginär  werden. 

51  in  Bezug  auf  algebraische  Funktionen  zu  demselben 
sind,  so  schliessen  wir,  dass  überhaupt  jede  wie 
Funktion  imaginärer  Veränderlichen  auf  die  Form 
Verden  kann. 

bisher  gewonnenen  Formeln  lassen  sich  noch  andere 
ekeln,  welche  in  der  Analysis  häufige  Anwendung 
r,  dass  sich  mittelst  der  Glgn.  (3)  und  (4)  jede 
unktion  durch  Exponentialgrössen  ausdrücken  lässt. 
durch  Division  derselben: 


1  e""'  —  e  ^' 

1     -  gSxt 

(23) 

yi  setzend: 

ttik,  1.  3.  Aufl. 

9 

Digitizedby  Google 

tgyi  = 

'  ey  +  e~y  ' 

H 

isdruck  auch  aus 

den  Glgn. 

(19)    un 

.  Aus  (23)  folgt 

ferner : 

f 

1     - 

itgx 
itgx' 

18,    wenn  man  zu 

beiden  Seiten  die 

I 

X 

2*1  + 

itgx 
Hgx' 

Gleichung  führt,  wenn  man  den  Lo^ 
3ine  Reihe  entwickelt,  wieder  auf  die  R 
man  in  (26)  tga?  =  ^,  so  wird  x-^-n 
lOsitive  oder  negative  Zahl,  die  Nulle  i 
und  man  erhält : 

.^71  — 
arc  tg  ^  =  VTT  A — -    /  — ,  - 
^  2       1  + 

man  hier  z  =  yi  setzt: 

arc  tg^?  =  r/r  +  —  Z    —— 

ier  Logarithmus  in    dieser  Formel    eii 

muss positiv,  also  ^  <C  1  sem 

^  —  y 

auch  in  folgender  Form  schreiben : 
arc  tg  yi 


rn 

+ 

i 

% 

^4 

-  1) 

= 

TTT 

— 

i 

~2 

H- 

1)  + 

mit  Rücksicht  auf  Gl.  (12): 

,a{-l)  =  r;r  +  ^{2r+l)7r  =  {2 

ck,    in   welchem    r  und   /  beliebige 

en  bedeuten,    und  dessen   sämmtliche 

|//  =  rjc  -f-  J/r  hervorgehen ,  unter  i 

ive  ganze  Zahl  verstanden;   man  hat  ( 

i       y 
arctgyi  =  rn  +  ^^  +        l  - 

2       y 

1  Ausdrucke    der    Logarithmus   einen 

'  J .  Setzt  man,  wie  gewöhnlich ,  in  (2 

5  Ausdrücke  den   kleinsten  Bogen,    d 
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ihnliche  Formeln  dienen  dazu ,  um  von  Funktionen  der 
if  Funktionen  einer  anderen  Gattung  überzugehen.  Es 
r  häufig,  dass  ein  Ausdruck  unter  gewissen  Umständen 
'orm  erhält,  die  jedoch  nur  scheinbar  ist,  und  mit 
ationen  beseitiget  werden  kann.    Es  sei  z.  B. 

z  =1--—  arc  tgo;  1/     . 

•össen  a  und  6  gleiche  Zeichen  haben ,  liefert  dieser 
Bn  Werth  von  x  einen  reellen  Werth  von  z ;  gibt  man 
inen  dieser  Grössen,  etwa  &,  einen  negativen  Werth, 
V  bleibt,  so  erhält  der  Ausdruck  eine  imaginäre  Form : 

arctgo;  1/  —  -  =z       _ — ■     -^  arctg^:-  V  -.V—  1 , 

destoweniger  einen  reellen  Werth,  welcher  jedoch  aus 
it  gefunden  werden  kann.    Setzt  man  aber  in  Gl.  (28) 

5ndet  man  für  r  -=r  o : 


^  2  ^i/b  2        Ya  —  xYb' 


D  dem  letzten  Ausdrucke  von  z  substituirt,    das  reelle 


1      i/a  4"  ^yb 


^y'ab  Va  —  xyi 


Itzliche  Anwendung  gestatten  die  Formeln  (1)  bis  (4) 
ng  von  Reihen ,  welche  nach  den  Sinussen  oder  Cosi- 
chen  eines  Winkels  fortlaufen,  wenn  die  Coefficienten 
Cosinusse  mit  den  Coefficienten  bekannter  Potenzreihen 
indem  man  die  Sinusse  oder  Cosinusse  mittelst  der 
und  (4)  durch  Exponentiellen  ausdrückt.  Folgende 
das  Verfahren  deutlich  machen  ,  und  zugleich  einige 
ide  Reihenentwickelungen  liefern, 
e: 

:os  f  +  — -  z^  cos  2f  +    — ^TT  ^^  cos3(p  +  .  .  . 


9* 
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zu  sumniiren.  Nun  bat  man  nach  (3): 

cos(p  =  -{e^'i  +  e~^*),  cos2(/)  =  --(e2^'  +  e-^V»),  u.  s.  w.; 
setzt  man  diese   Äusdrflcke   in  die  gegebene  Reihe,   so  erhält  man: 
2«^  =  [l  +  ^eV-  +   -^  {zefij  +  ~^-  {ecf'Y  +  ....] 

+  [l  +  ^e-V'  +  ~  i^e-V'Y  +  -   \-:^{^e-f')^  +•■•]; 
beide  Reihen  gehen  aus  der  Reihe: 

.     ^^     .        ^^ 

hervor,  wenn  man  statt  x  beziehungsweise  jß'cV'*  und  j^e~^''  setzt;  folg- 
lich ist: 

=  ß:cofi(f|g2  8in(/../   _|.  g  -:sin(/)./J  __  2c-' '"^^ '/' .  COS  (^  Siu  r/'). 

Man  hat  daher: 

1  +  ^  cosqp  +  -—  s^cos2y  +  V~9   ♦    ^^  cos3(f  -f.  .  .  .  = 

=  e^«^«V'.cos(-8'  sin(^).  (30) 

Für  z  =  \  folgt  hieraus : 

.    cos2(/)    .    cos3(r     .  .         x      ,     v 

1  +  cos  (f  +     ^  Y  +  T~^  V  + =  f'*=<>«<y'  .cos(siny).    (31) 

2)  Durch  eine  ganz  ähnliche  Rechnung  findet  man: 

Z^  ^8 

^siny+      -sin2(/^  +  -     — 7- sin  3^^  +  . ..  =6^=ß««</'.sin(-e'sin(r),  (32) 

und  für  ^  =  1 : 

,    sin2(]p    ,    sin3c/)     ,  ,  .      v  ,     ^ 

sin(jp  +  -—-^^  +  -^^^-^4.  .  .  .=cco8(^>.sin(siny).         (33) 

Die  Gleichungen  (30)  bis  (33)  gelten  für  jeden  Werth  von  cp  und 
z  von  —  00  bis  +  00.  Denn  die  vorgelegten  Reihen  wurden  dadurch 
sumrairt,  dass  wir  in  der  Exponentialreihe : 

welche  für  jeden  Werth  von  x  von  —  a>  bis   +   00  convergirt, 

^yi  7'  z=r  z  (cos  rp  Hh  /  sin  if) 
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ai)  die  Stelle  von  x  treten  Hessen;  aus  den  in  §.  5()  angeführten 
Gründen  convergiren  aber  die  dadurch  entstehenden  Reihen  für  jeden 
Werth  des  Modulus  z,  wobei  es  auf  den  Werth  von  r/^  nicht  weiter 
ankommt,  wodurch  die  obige  Behauptung  gerechtfertiget  wird. 

3)  Um  die  Reihe: 

y  =  ^  sin  (f  +  —  ^-  sin  'l(p  -{-  —  z'^  sin  3y  +  •  •  • 

/u  sammiren,  bringt  man  sie  zunächst  durcli  Umsetzung  der  Sinusse  in 
Exponentialgrössen  auf  die  Form: 

2  V  --  1  . .'/  =  \^eH'  +   l  [ze^if  +   J-  {ze<4>Y  +  .  .  .] 

-  \^e-'f'  +  i  {ze-f>  f+~  (ze-f>y  +  . . .] 
Nun  ist  [§.  t<7.  Gl.  3]  : 


Ml  -jc)  =  -\x+-x^  +  -x-* +  ...),  l^^^  I 


{^+^-^'  +  l^'  +  -.)^  { 


somit : 


2  V—  1  .  //  =  —  if(  l  —  ^e^^)  +  /(i  —  ^p-<P')  = 

l   -   Z('~^l'  1  —  ^  cosff  4"  ^^  sinf/^ 

1  —  rc7*  1  —  r  cosr/i  —  izsiTKp 

£*  sin  rn 


1  -  -  ^  cos  r(> 

^  sin  o)      ' 
1  —  i 


1  —  £:  cosfp 

und  wenn  man  auf  den  im  2*«"  Theile  stehenden  Logarithmus  Gl.  (27) 

in  Anwendung  bringt  und  r  =  0  nimmt : 

,, ,/ ;8'sinfr 

2  V—  1  .  w  =  2y—  1  .  arctg  ; ^       . 


Man  hat  also: 

— ?^ =  r  sin  r/)  4-     -  ^^  sm  20)  4- 

^  =  —  1 


-?  sin  er  .         .     1     «>   .    c.      I 

V  =  arc  tff =  -s"  sm  w  +  -  -  ^^  sm  2f/)  + 

^  ®  1  —  £^  cos  y  '     '     2 


+  l,Hm^fp  + 


.=  +  1      ^^^) 


wobei  sich  die  angesetzten  Grenzen  auf  ähnliche  Weise  wie  oben  recht- 
fertigen lassen. 

Hiedurch    ist,   wie   man    sieht,    die    häufig   vorkommende  Aufgabe 
gelöst,    eine  Grösse   y,   welche   durch   eine  Gleichung   von   der  Form: 
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1   —  zcoscf 
gegeben  ist,    in  eine  Reihe  zu  entwickeln,    welche    nach    den  Sinussen 
der  Vielfachen  des  Bogens  (p  fortschreitet. 
4)  Eben  so  findet  man  für  die  Reihe: 

1/  =  £  coscp  —  ~  z^  cos  '2(f  +  —  z'^  cos  3r/>  —  —  ^^  cos  4y  +  .  .  . 

d.  i.  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2),  {^.  67: 
2y  =  l{\  4-  zeV)  +  l\\  -f  ze   V) 

=  /[l  +  z{e^'+  e-"*')  +  ^^]  =  ^(1  +  2z  cos  (p  +  z^); 
folglich : 


l  y  1  4-  '^^  cos  q)  -\-  z'^  =  z  cos  ^  —  ~-  z^  cos  2(p  + 


2 


+  —-  ^^  cos  3(jn  — 


"=-\      (35) 


5)    Mit  Hilfe  der  P]ntwickelung   (34)    lässt   sich    auch    die    häufig 
vorkommende  Aufgabe   auflösen,    wenn    eine  Gleichung  von  der  Form: 

tg  ?/  =  w  tg  ^ 

gegeben  ist,  i/  in  eine  Reihe  zu  entwickeln,    welche  nach  Sinussen  der 
Vielfachen  des  Bogens  rp  fortschreitet.  Denn  es  ist: 

.    /    ___    . tg:y     -  tgy»    (//  -    1)  tgy {n  -    Osiny  .  cos  y  

1  +  tgy .  tgfjp       i  +  n  ig  q)'^  cos  rjp^  +  n  sin  (^ ^ 

^  [n  --  1)  sin  2fp (n  —  1)  sin  2(p  

"  i  +  2  cos  2(p  +  n  (I  —  \  cos  2y )  ■"■  (w  +  1)  — (w  —  l)cos2qp  ~ 

n  —  l. 
— r—  sm  2(jp 

—  —-'n^iri     -- ' 

1 7—7  cos  2(/) 

wendet  man  nun  auf  die  Gleichung: 

— .  - V  sm  2w 
1 r  -  cos  2(f) 
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mn  (34)  an,  so  erhält  man : 
-  1 

Ti  "■■■ "'    '    2  V«  + 


«in-'r+^(,77rl)'^"'-^'/^  + 


'^  =  ^        f3r.) 

»i  =  OO 


SECHSTES  KAPITEL 

THKORIE  DEK  ALGEBRAISCHEN  GLEICHUNGEN. 

jleichungen  mit  einer  Unbekannten. 

at  im  Allgemeinen  keine  Schwierigkeit,  den  Werth  anzu- 
1  eine  Funktion  von  x,  y  =  f{x)  für  einen  bestimmten 
3n  X  annimmt;  es  bedarf  hiezu  nur  der  Substitution  des 
rthes  von  x  in  den  Ausdruck  f\x)y  wobei  es  in  vielen 
irthcil,  oft  auch  nothwendig  sein  kann,  denselben  vorher 
iche  Reibe  umzuformen. 

peitem  grösseren  Schwierigkeiten  ist  im  Allgemeinen  die 
ifgabe  verknöpft,  nämlich: 

rth,  oder,  wenn  deren  mehrere  existiren  soll- 
rthe  vonajzu  finden,  welcheeiner  gegebenen 
on  .r,  f[x)  den  WerthNull  ertheilen,  oder  mit 
3rtcn,  welche  der  Gleichung 

f{x)  =  0 
;ten*). 

ese    Gleichung   ist,    wenn    sie   nicht    identisch    für  jeden 

erfüllt  ist,    welche   Voraussetzung  jetzt    ausgeschlossen 

erth  von  x    bestimmt;    diesen  Werth   finden,   heisst    die 

kung.  Die  Aufgabe,  einen  Werth  von  x  zu  finden,  für  welchen 
[x)  einen  beliebigen  Werth  ==  a  erhält,  lässt  sich  immer  auf 
prochene  zurückführen ,  wenn  man  /"( c)  —  «  =-  9)  (x)  setzt  und 
ng  y  (t)  =  0  behandelt. 
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auflösen.    Die  Grösse    x  hat    hiebei   den  Cliarak 
clien  verloren  und  tritt  als  Unbekannte  auf. 

leichung  / (r)  =  0  wird  eine  algebraische  oder  trän 
)  nachdem  f[x)  eine  algebraische  oder  transcendente 
—  Mit  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichunge 
^sten  Theilc  der  Analysis,  werden  wir  uns  in  diesei 
n;  sie  entwickelt  eine  Reihe  der  merkwürdigste 
iescr  Gleichungen  und  gründet  darauf  verschiedene  A 
derselben.  Eine  Theorie  der  transcendenten  Gleicl 
Sinne  besitzen  wir  nicht,  was  aus  der  Natur  diese 
tionen  und  ihrer  unendlich  mannigfaltigen  Form  siel 
Methoden  zur  Auflösung  derselben,  auf  deren  einfa 
Rten  Orte  zu  sprechen  kommen. 


.LGEMKINK  Eie^ENSCHAFTKN   DKK    \L(iK»U{.\l.SrHKN  (il.KU'HFNH 

Kine   jede    algebraische  Gleichung    mit    einer  Unbel< 
em    man  die  Bruche,    in  deren   Nenner  x  vorkomm 
ssen,  welche  x  unter  dem  Wurzelzeichen  enthalten,  \ 
)rm : 
+  A,  x^"-'  +  ^.^r"'    -  +  .  .  .  +  ^m    I  ^  +  ^m  = 

Verden  und  heisst  dann  geordnet.  Der  Expone 
^otenz  von  x  ist  eine  positive  ganze  Zahl  und 
der  Gleichung.  Die  von  x  unabhängigen  Grössen  A^ . 
Coeff icienten  der  Gleichung  und  können  im  AI 
itive  oder  negative,  ganze  oder  gebrochene,  ratio 
oder   auch  complexe  Zahlen  und  zum  Theil  auch  = 

n  der  Gl.  (1)  links  vom  Gleichheitszeichen  stehende 
an  sieht,  eine  ganze  rationale  Funktion  von  x  und 
Qgspolynom  genannt  und  in  der  Folge  häufig  c 
fix)  oder  X  bezeichnet  werden.  Eine  Gleichung  ^ 
m  höchstens  m  +  1  Glieder  haben  und  heisst  c 
d ige;  fehlen  ein  oder  mehrere  Glieder,  d.  h. 
n  Coefficienten  =  0,    so    nennt   man    sie   u  n  v  o  1 1  s 

Werth,  welcher,  für  x  in  das  Gleichungspolynom  s 
if  Null  reducirt,  also  der  Gl.  (1)  Genüge  leistet, 
[lacht,  heisst  eine  W  urzel  der  Gleichung. 
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So  ist  5  eine  Wurzel  der  Gleichung  .r  —  5=0  und  zuj?leicli  die 
einzige  Wurzel  dieser  Gleichung  vom  1**"  Grade.  Die  Gleichung  vom 
2*'"  Grade: 

.r:'  +  A,j:  +  A,=0 

hat,  wie  aus  den  Elementen  bekannt  ist,  zwei  Wurzeln,  welche  durch 
die  Formel: 


t±K 


4 

gegeben  sind.  Wir  schliessen  hieraus,  dass  eine  Gleichung  von  höherem 
Grade  überhaupt  mehrere  Wurzeln  haben  kann.  Sie  können  leell  sein, 
wie  in  obiger  Gleichung  x        5  =  0,    oder    imaginär,    wie    z.    H.    die 

Wurzeln  der  Gleichung  x^^-  -  2.i:  +  1  =  0,  für  welche  mau  j;  =  1  +  V  -  «^ 
ündet. 

Die  Wurzeln  einer  vorgelegten  Gleichung  bestimmen ,  heisst  die 
Gleichung  auflösen.  Die  Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen 
eines  beliebigen  Grades  ist  das  eigentliche  Problem  dieses  Kapitels. 
Bevor  wir  jedoch  zur  Darstellung  der  zu  diesem  Zwecke  erfundenen 
Methoden  schreiten,  müssen  wir  einige  der  wichtigsten  allgemeinen 
Iligenschafteu  dieser  Gleichungen  kennen  lernen  und  vor  allem  die  Frage 
beantworten,  ob  überhaupt  jede  Gleichung  mit  einer  Unbekannten  eine 
—  wenn  auch  imaginSre  Wurzel  —  habeu  müsse. 

Anmerkung.  Setzt  man  das  Gleichungspolynom /"fx)  ^  //,  und  betrachtet 
X  und  y  als  veränderliche  Grössen,  so  kann  man  nach  §..  14  die  Funktion 
ij^=.f{x  construiren,  indem  man  die  Werthe  von  x  als  Abscissen,  jene  von 
y  ^^  f{x)  als  Ordinaten  behandelt.  So  oft  die  entstehende  Curve  die  Abscissen- 
axe  schneidet,  eben  so  viele  reelle  Wurzeln  hat  die  Gleichung /"(rr)  -0.  und 
es  sind  die  reellen  Wurzeln  durch  die  Abscissen  der  Durchscbniitspunkte 
gegeben,  da  für  jeden  solchen  Punkt  die  Ordinate  x  --■  f{i/)  0  ist.  —  Fig.  (1) 
[Seite  11]  ist  die  geometrische  Darstellung  der  Funktion : 
y       x^  I    2.'-c*    -  f)X  —  3; 

die  Curve  schneidet  die  Abscissenaxe  in  den  drei  Punkten  «,  h,  c;  die  Wurzeln 
der  Gleichung  x^  -|-  %i:^       t)x      3       0  sind  demnach: 

J\        Aa       -\    1,  8;  x,,       Ab        --0,5;  x^       Ac  3,2, 

)  die  Zahlen  genäherte  Werthe  sind,   welche  sich   ergeben',   wenn  man  die 
recken  An,  Ab,  Ac  mittelst  der  angenommenen  Längeneinheit  .11  misst.  -- 
le  Curve,  auf  welche  die  Construktiou  der  Gleicliung: 
//  ---  ./;'-*  —  2x  -f-  1       0 

hrt,  schneidet  die  Abscissenachse  nicht,  daher  auch  dieser  Gleichung  keine 
eilen  Wurzeln  zukommen. 
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88.  Jede  Gleicbunpr  vom  m^^^  Grade: 
■f(x)  =  0?'»  +  Jj  X"'   »  +  A^  a;'"--  +  .  .  . 
deren    Cocfficienten    beliebige    reelle    o 
Grössen  sind,  bat  wenigstens  eine  Würze 
x=p  -{-  q^   -  i,  wo  pnudq  bestimmte  reell 
und  q  aucb=0  sein  kann. 

Beweis.  Substituiren  wir  in  dem  Gleichungspol 

von  X  die  Grösse  2)  +  q\ —  1,  wo  x>  und  q  noch 
Grössen  bezeichnen,  so  erhalten  wir: 

fip  +  qV^)={p+^V     1)'"  +  ^,(i>  +  ^iV- 1)" 

Entwickelt  man  die  angezeigten  Potenzen  nacl 
Lehrsatze ,  wodurch  man  eine  Anzahl  theils  reeller 
Glieder  erhält,  und  bezeichnet  die  Summe  aller  reel 
jene  der  imaginären,  unter  Absonderung  des  gemeins 
V —  1   mit  nV—  1,  so  nimmt  Gl.  (2)  die  Form  a 

fip  +  tf  y-"l  )  =  M+  nV^I 
wo  M  und  N  offenbar  reelle  Funktionen  von  p  und 

Modulus  der  imaginären  Grösse  M  +  -^V — 1»  so  i 

und  demnach  B  ebenfalls  eine  Funktion  von  p  und 
Denken  wir  uns  nun  den  Grössen  j>  und  q  a 
von  —  00  bis  +  00  beigelegt  und  diese  Werthe  i 
Weisen  zu  zweien  combinirt,  so  wird  offenbar  au( 
unendlich  viele  verschiedene  Werthe  erhalten,  unte 
derselbe  immer  positiv  genommen  wird  —  nothwendi 
sein  muss.  Bezeichnen  wir  mit  p^  und  q^  jene  besor 
p  und  (/,  welche  diesen  kleinsten  Modulus  erzeugen, 
iJy,  und  setzen  wir: 

also : 

wo  demnach  iT/,,  +  N^^--  1  das  Resultat  der  Subj 
Pq  +  ^0  V —  1  in  das  Gleichungspolynom  bezeichnet 

Wir  behaupten  nun,  dass  dieser  nothwen( 
kleinste  Modulus  B^  =  0  sein  muss. 

Um  dieses  zu  beweisen,  werden  wir  zeigen,  dass 
der  kleinste  Modulus  B^  sei  von  der  Nulle  versc 
Widerspruch  führe,    indem  man  nämlich  in  diesem  '. 
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einen  Werth  i^  +  </o  V~  1  +  -s-  substituiren  und  das  z  so  wählen  könnte, 
dass  das  Substitutionsresultat  einen  kleinereu  Modulus  als  B^  bekäme. 
In  der  That,  nehmen  wir  an,  der  kleinste  Modulus  11^  sei  nicht 
=  0,  so  wird  auch  die  Grösse  Jij,  +  iV^  y  -  1  einen  von  0  verschie- 
denen Werth  haben ;  setzen  wir  also  x  r=  i)^  -j-  q^^  y —  \  -\-  z ,  wo  z 
im  Allgemeinen  von  der  Form  A  +  ]ii  y  - 1  ist,  so  erhalten  wir : 

A>o  +  ^oV      l+^)  =  (?^o+<ioV   -l+r)"'-f^,(>,+  ri,y~-l  +  ^)-  i 

+  ....  +  ^.n, 
und  wenn  wir  die  Potenzen  entwickeln  und  nach  den  steigenden  Potenzen 
von  z  ordnen: 

/•(J^o  +  %  V  --  i  +  ^)  ^  T,+  T,z  +  T,z'  +  . . .  +  T,,.,z^-^  +  ^-    («) 
Setzt  man  in  dieser  Gleichung  ;e  =  0,  so  kommt : 
/■(i'«  +  '/oV'-l)  =  r„, 
und  somit  wegen  Gl.  (4): 

T,  =  3/«  +  iV,y  -  1 ; 
die  ftbrigen  Coefticienten  Z",,  T^.  .  .  .  Tm-i  sind  ebenfalls  Funktionen 
von  i^y,  q^  und  der  Coefticienten  der  Gl.  (1),  und  von  der  Form 
a-^- ß\  1,  auf  deren  Werthe  es  weiter  nicht  ankommt;  sie  mögen  mit 
M^-\- N^y — 1.  il/jj-f-^gy — 1  u-  s.  w.  bezeichnet  werden,  so  dass 
also  die  Gl.  (6)  folgende  Form  erhält: 

+  (ii/,  +  iv,y- i)r^  + . . .  +  ^'\  (7) 

oder,  wenn  man  im  zweiten  Theile  M^-^-N^V-     1    als  Faktor   heraus- 
hebt : 

Bezeichnen  wir  nun  mit  R*  den  Modulus  des  zweiten  Theiles  dieser 
"^leichung,  mit  q  den  Modulus  des  Faktors: 

ist,  da  Eq  der  Modulus  des  anderen  Faktors  3/^,  +  iV^y  —  1 ,  [nach 
.  50]: 

B'  =  R,.Q.  (10) 
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•  sich  der  Nulle  gleich  ist,  auch  M^^  =  0  und  N^^  =  0, 
LUch: 

0  4"  -^0  V  —  1  das  Resultat  der  Substitution  von : 

^==Po  +  «0  V  — ^ 
somit  2>o  +  Üo  V —  1  eine  Wurzel  dieser  Gleichung, 
e  der  Fall  eintreten,  dass  M^  +  N^  V —  1  und  auf  gleiche 
3  Coefficienten  der  folgenden  Potenzen  von  ^  in  (8)  ver- 
denkt man  nun,  dass  die  Coefficienten  sämmtlicher  Potenzen 
nicht  =  0  sein  können,  weil  in  diesem  Falle 

fiPo  +  (/o  V-T+  ^) 

i  Grösse  M^  +  iV^,  V —  1  gleich  würde,  also  wegen  der 
t  von  jt  das  Gleichungspolynom  f{x)  für  jeden  Werth 
en  Werth  erhielte,  was  ungereimt  ist,  so  sei : 

M,,  +  N„  Y^  1  ^„ 
M,  +  N,  V  -  1 
t  verschwindende  unter  den  Gliedern  des  Faktors  (9)  und 


^":^    -.«.also.-^l/       ^^o  +  i^.V-1 


1  r  Mn  +  N„  V    -  1 

;  eine    kleine    reelle  positive  Grösse  bedeutet.    Substituirt 

jn  Werth  von  z   in    den  Faktor  (9),    so    erhält    derselbe 

r    den  Modulus    dieser    Summe,    wie    oben,    mit    q,    mit 
r,„  aber    die  Moduli    der  Coefficienten  kn  +  i,  ^u  +  i,  •  •  -^m 

-  €''  +  e''^'r,^i  +  6"  +  ^r„^2  +  •  •  •  +  «"'n«, 
leder  €  so  klein  wählen  kann,  dass  das  erste  Glied  £'*  das 
ihe  bestimmt,  und  somit  $  <  1  wird.  Man  kann  demnach 
n  Falle  ^   so   wählen,    dass  7?'  <<  R^    wird,   wonach    die 
gezogenen  Schlösse  in  Kraft  bleiben. 

X  eine  Wurzel  der  Gleichung: 

=  X'"  +  A^x"'-^  +  ^2  ^'"""^  +  •  •  •  +  ^m  =  0 

rleichungspolynom  durch  x  —  a  theilbar. 
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Denn  wenn  man  das  Polynom  nach  den  gewöhnlichen  Divisions- 
regeln dividirt,  so  erhält  man  hekanntlich  zum  Quotienten  ein  ähnliches 
Polynom  vom  (m  —  1)^®"  Grade: 

/;  {x)  =  X"-»  +  B,x^^-^  +  B,x-^-^  +  .  .     +  ^«.-i, 
und  wenn  ein  Rest  E  bleibt,  so  kann  dieser  x  nicht  enthalten,  da  der 
Divisor  x  —  a   vom    V*-^^  Grade   ist.    Es   besteht    also   die   identische 
Gleichung : 

f{x)  =  {x~a)f\{x)  +  B;   ' 
setzt  man  darin  a;  =  a,  so  kommt : 

/'(«)  =  !?,  (1) 

und  da  et  eine  Wurzel  der  Gleichung,  so  ist  /  («)  =  72  ==  ü,  somit  der 
Rest  =  0  und  f{x)  durch  x  —  a  theilbar.  Der  Faktor  [x  —  «)  wird 
Wurzelfaktor  genannt. 

Die  Gl.  (1)  lehrt  zugleich  die  Beschaffenheit  des  Restes  für  den 
Fall  kennen,  wenn  a  keine  Wurzel  der  Gleichung  ist;  der  Rest  ist 
dann  jener  Werth,  welchen  das  Gleichungspolynom  für 
x  =  a  annimmt. 

Da  man  bei  der  Auflösung  der  Gleichungen  häufig  in  die  Lage 
kommt,  das  Gleichungspolynom  durch  ein  Binom  von  der  Form  x  —  a 
theilen  zu  müssen,  so  wollen  wir  noch  eine  von  Hörn  er  herrührende 
Methode  entwickeln,  welche  den  Quotienten  und  Rest  mit  Leichtigkeit 
darbietet. 

Sei  zu  diesem  Zwecke  das  gegebene  Gleichungspolynom: 
^a:'"  +  A,x^''  +  A,  x^-'  +  .  .  .  +  ^„,, 
wo    wir   der   grösseren   Allgemeinheit   wegen    auch    dem    ersten  Gliede 
einen  Coefficienten  beilegen. 

Dividirt  man  dieses  Polynom  durch  x  —  a,  so  erhält  man  zum 
Quotienten : 

und  zum  Reste  Bf^,  wo  die  Grössen  B^^  B^,  jßg,  .  .  .  i?„,  folgende 
Werthe  haben,  wie  man  durch  wirkliche  Division  leicht  findet: 


^0 

= 

A 

A 

A^a 

+ 

A 

s. 

A«" 

+ 

A,a 

+ 

A, 

Ih 

Ä,a' 

+ 

Ay 

+ 

Ä2  OL 

-1- 

^3 

Ä,„  =  ^.,    a"  +  yt^a'-'  +  A^  «'» -^  +  •  •  •  +  ^,«-.«  +  A„, : 
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wie  man  sieht ,  das  Resultat  der  Substitution  x=^(x 
^nome  (2),  übereinstimmend  mit  dem  oben  Gesagten, 
welchem  die  Grössen  B  gebildet  sind,  fällt  leicht  in 
ber  noch  ersichtlicher,  wenn  man  sie  in  rekurrirender 
bstituirt  man  nämlich  den  Werth  jedes  dieser  Coeffi- 
isdruck  des  nächstfolgenden,    so  erhält  man: 

^0  =  ^ 

B,  =  B,a  +  A, 
B^  =  B^a  +  A^ 
B^  =  B,a  +  A^ 


^m—i  =  -^w-  2  «  +  A,n—\ 

Bui=  B^^^a  +  A„,, 

man,  dass  der  erste  Coefficient  des  Quotienten  gleich 
5  Dividendes ;  jeder  folgende ,  z.  B.  der  r*^**  Coefficient 
d  aber  erhalten ,  wenn  man  den  vorhergehenden  mit 
zu  dem  Produkte  den  r*®"  Coefficienten  des  Dividendes 
die  Zahl  a  den  Operationsfaktor  nennen.  Bei  der 
;ienten  jB^,  . . .  B^  verfährt  man  am  bequemsten  nach 

'^Q'i    -^H    "^2'         3'     ....  -o-OT 

x\    Bq,  By,  B^^  B^,  ,  ,  .  ,  Bm\ 

lieh    die  Coefficienten   des    gegebenen    Polynoms    der 

e  Zeile ;  unter  A^  kommt  B^  =  A^^  zu  stehen  und 
in  der  zweiten  Zeile  wird  erhalten ,  wenn  man  die 
a  multiplicirt   und    zu   dem  Produkte   die   darüber- 

1  Zeile  addirt. 

äi  das  Polynom  f{x)  =  x^  —  2x^  +  5a;^  +  7x  —  11 
lividiren ,  so  ist  +  3  der  Operationsfaktor  und  man 
»chema : 

1,    -2,   +5,  +7,-11 
]     1,   +  ],   +8,   +31,  (+82); 
iher:    a;^  +  x^  +  8:c  +  31,    und   die   in  Klammern 
il  +  82  ist  der  Rest  =  /  (3).   Hieraus  erkennt  man 
-  3  keine  Wurzel  der  Gleichung : 
*  —  2x^  -{■  bx'^  +  Ix  —  il=0 
ngspolynom  durch  x  —  3  nicht  theilbar  ist ,  sondern 


Digitized  by  VjOOQIC 


144 

Beisp.  2.  Man  bestimme  Quotienten  und  Rest  der  Division  des 
Polynoms:  f(x)  =  2x^  --  2x^  +  Vlx^  —  2]x  —  226530  durch  das 
Binom  x  -^  7.  Der  Operationsfaktor  ist  hier  —  7,  und  man  hat: 

2,       0,       —2,     +12,  0,         —       21,       —226530 

—  7]  2,  —  14,  +  96,  -  -660,   +  4620,  —  32361,  (—  3); 
der  Quotient  ist  also: 

2x^  —  14a:^  +  96a;»  —  660^''*  +  4620a:  —  32361 , 
der  Rest  =  —  3 ;  zugleich  ist    —  3   das  Resultat  der  Substitution  von 
X  =  '  -  7  in  das  Polynom  f{x). 

90.  Jede  Gleichung  vom  m^*"^  Grade  hat  m  Wurzeln 
und  weder  mehr  noch  weniger. 

Denn  es  sei  «,   die  nach  §.  88  der  Gleichung: 

X,n  =  X'"  +  -^1^"'"'  +  -^2  ^""-^  +..,  +  Ä,n^^X  +  Ä,n  =  0       (  1 ) 

nothweudig  zukommende  Wurzel,  so  ist  das  Gleichungspolynom  X,n  durcli 
X—  «j    theilbar  und  man  hat,    wenn  X;„_i   den  Quotienten  vorstellt: 
X,„  =  (a;-aJX,„_i  =  0,  (2) 

wo,  wie  aus  dem  vorigen  §.  hekannt,  X„,_i  ein  dem  obigen  ganz 
ahnliches  Polynom  vom  [m  —  l)*®"  Grade  ist.  Hieraus  erhellt,  dass  das 
Gleichungspolynom  X„,  nicht  bloss  für  x  =  a^  verschwindet ,  sondern 
auch  für  einen  solchen  Werth  von  x,  welcher  die  Gleichung  X,„_i  =  0 
erfüllt.  Ein  solcher  Werth  existirt  nothwendig,  da  das  Polynom  X„,_i 
von  derselben  Form  ist,  wie  X,„;  er  sei  a^,  so  ist  wieder  X„,_|  durch 
X  —  «jj  tiieilbar,  und  somit,  wenn  wir  den  Quotienten  vom  Grade 
[m  -     2 )  durch  X,„_  2  bezeichnen : 

X,„._i  =  {x  —  aj  X,;,_2.  (3) 

Diese  Gleichung  zeigt  wieder,  dass  das  Polynom  X,„__,  nicht  bloss  für 
x*  =  «2  Null  wird,  sondern  auch  dann,  wenn  wir  X„,_2  =  0  setzen; 
sei  also  «^  die  Wurzel  dieser  Gleichung,  so  ist  X,„__2  durch  x  ■—  a^ 
theilbar  und  somit: 

X„,-2  ■—  (x  -  -  «3)  X,„_a ,  (4) 

wo  X„,_3  den  Quotienten  bezeichnet,  der  nothwendig  vom  Grade  m  —  3 
sein  wird.  Auf  dieselbe  Weise  wird :     • 

Xnt-ii  =  {x  —  aj  X,„_4,  (5) 

u.  s.  w. , 
und  man  muss  endlich    nothwendig   auf  einen  Quotienten  Xj    kommen, 
welcher  in  Bezug  auf  x  vom  ersten  Grade  ist,  als  die  Form  x  +  k  hat, 
so  dass  : 
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X,={x  —  a,n-i)X,,  (6) 

Xj^  =  X  -{'  k  =  X  —  am  (7) 

wird,  wenn  man  der  Gleichförmigkeit  wegen  k  =  —  «„,  setzt.  Somit  ist, 
wenn  man  successive  substituirt: 

X,n  =  (a;  —  «1 )  Xm~i  =  0, 


=  {x  —  aj  (a;  —  a^)  {x  -  a^) (ic  —  a,„_i)  (a;  -  «,„)  =  0. 

Die  Gleichung  (l)  lässt  sich  daher  auch  in  folgender  Form  darstellen: 
X,n  =  {x   -  a, ) {x  -  «..) {x  -  a^)... {x  —  a,„_i)  {x  —  «„)  =  0.  (8) 

Da  nun  dieses  Produkt  für  jeden  der  m  Werthe  von  x: 
a;  =  «j,  ag,  «^ ,  .  .  .  a^ 
verschwindet,  so  muss  dasselbe  auch  von  dem  Polynome  X^  der  Gl. 
(1)  gelten,  mit  welchem  es  identisch  ist;  woraus  hervorgeht,  dass  die 
Gl.  (1)  w  Wurzeln  hat.  Ausser  diesen  w  Wurzeln  a^,  a.^^...a,n  kann 
aber  der  Gleichung  keine  andere  Wurzel  zukommen ;  denn  wäre  ß  noch 
eine  von  den  obigen  verschiedene  Wurzel,  so  würde  man  Xm  =  {x  —  ß)  X' 
setzen  können  und  demnach  wäre  mit  Rücksicht  auf  (8) : 

{x  —  ß)X'  =  {x-~a^){x  —  a^){x  —  (x^)  .  .  .  (a;  — cf„,_i)(a:  — «,„). 
somit,  wenn  man  in  dieser  Gleichung  x  =-ß  setzt : 

was  ungereimt  ist,  da  ein  Produkt,  von  dessen  Faktoren  keiner  =  0 
ist ,  nicht  0  werden  kann. ' 

Unter  den  m  Wurzeln  «p  a^,  «j,  .  .  .  «m  der  Gl.  (1)  können 
mehrere  einander  gleich  sein;  wiewohl  dann  die  Gleichung  weniger  als 
m  verschiedene  Wurzeln  besitzt ,  so  spricht  man  doch  auch  in 
diesem  Falle,  im  Einklänge  mit  Gl.  (8),  der  Gleichung  m  Wurzeln  zu, 
unter  denen  sich  jedoch  mehr  oder  weniger  gleiche  oder  wieder- 
holte Wurzeln  befinden. 

Beachtet  man,  dass  X,„  eine  ganze  algebraische  rationale  Funktion 
von  X  vom  m^^^  Grade  ist,  so  ergibt  sich  noch  aus  (8)  der  folgende 
höchst  wichtige  Lehrsatz: 

Jede  algebraische  ganze  rationale  Funktion  des  w**" 
Grades  kann  in  m  einfache  Faktoren  vom  ersten  Grade 
zerlegt  werden. 

HkRH,  Höh.  Mathematik,  I.  3.  Aufl.  ^^ 
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Es  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  dass 
welche  entsteht,  wenn  man  den  aus  der  Divisi 
entstehenden  Quotienten  =  0  setzt,  alle  übrigi 
der  Gl.  Xm  =  0  zu  Wurzeln  hat. 

Zugleich  sieht    man,    dass  es   sehr   leicht 

bilden,    welche  gegebene  Zahlen  zu  Wurzeln  1 

welcher  die  Wurzeln   -|-  1,  +  2  und  — ■  3  zu 

[x  -  -  i){x     -  2)  {x  +  'd]  --=  x'^  — 

91.  Das  Polynom  der  Gleichung: 

fix)  .=  A^x"'  +  ^,0:"'-  »  +  Ä.^x"'-'  -+ 
ist  eine  stetige  Funktion  von  x. 

Denn  setzt  man  in  ( 1 )  x  -\-  d  statt  x,  s< 

f{x  +  d)^Ä,[x  +  dr  +  A,{x  + 

+  ^„_i(:r  +  ())  +  A, 

entwickelt  man  die  Potenzen  mit  Hilfe  des  bii 

ordnet    nach    den    steigenden  Potenzen    von 

Schwierigkeit : 

WO  der  Kürze  wegen  : 

f{x)=:AQX'»  +  ^,07'"-  1  +  ^5jir'"-2  +  A.^x'"~^ 
f"{x)  =  mA^x'''  ^  +  {vi  —  l)A^x^  ^  +  (m  —  : 
r{x)  =  m  [m  -    1  )A^x'^~'^-\-{m  —  1  )(m  —  2) . 
r[x)  =  m{m--  l)(w— 2)^^a;'»-3+(w  — 1)0 

+ +  3.2.1.^„,_ 

u.  s.  w. 
/X"'-i.'(a:)  ^-m{m  —  1)  [m  —  2)  ....  4.3.1 
+  (-m  —  1)  {m  —  2)  .  .  .  4.3.2 
f^'^Hx)  =  m{w  -    1)  (w  —  2)  ....  4.3.2.: 
gesetzt  ist.  Aus  (2)  folgt  nun: 

woraus  man  ersieht,  dass  die  Aenderung,  w 
erleidet,  wenn  sich  x  um  d  ändert,  beim  uner 
ebenfalls  unendlich  klein  wird ,  und  zwar  für 
keine  der  Funktionen  l\x],  r\x\,  .  ./'(»"^  {x)  f 
Werth  von  x  unendlich  wird.  Die  Funktion  /' 
,r  =         Qo    bis  .r  =  -|-  od  . 
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Das  Gesetz,  nach  welchem  die  Punktionen  f  {x), T' {x),  f" {x), .  . . 
fi"^)[x)  gebildet  sind,  ist  leicht  zu  übersehen.  f\x)  wird  aus  dem 
Polynom  f{x)  gebildet  oder  abgeleitet  (derivirt),  indem  man 
jedes  Glied  mit  dem  Exponenten  von  x  multipliciert  und  den  Exponenten 
sodann  um  eine  Einheit  vermindert.  Auf  dieselbe  Art  entsteht  f"  {x) 
aus  f'[x\f"[x)  aus  f"{x),  u.  s.  w.  Diese  Funktionen  heissen  aus  diesem 


Grunde  auch  Ableitungen,  abgelei- 
tete oder  derivirte  Funktionen  der 
Funktion  f{x),  und  zwar  f  [x)  die  1*®, 
r{x)  die  2*«,  u.  s.  w.*) 


(Fig.  3.) 


*)  Denkt  man  sich  die  Funktion  y  =--  f{x) 
geometrisch  construirt,  so  lässt  sich  auch  den 
abgeleiteten  Funktionen  eine  geometrische 
Bedeutung  abgewinnen;  wir  wollen  dies  hier 
nur  für  die  erste  Ableitung  /'  (.c)  nachweisen. 

Sei  in  Fig.  3  MN  ein  Theil  der  Curve,  deren  Gleichung 

y  --  fix)  -----  A^x'n  -f  ^jX"«-i  + +  ^1,„ 

ist,  und  AP  ^^  x  irgend  ein  Werth  von  x\  PP  ^  J ;  so  ist: 


Fm  -=  f{x\  P'mf^f{x  +  J)  --=  f{x)  +  (T 


1! 


-Ja 


r'_{x)_ 

2! 


somit,  wenn  wir  mR  parallel  zu  AX,  ziehen: 
Rm'  =-  P*m'  —  Pm  --  f{x  +  ö) 
woraus  durch  Division  mit  Rm  ^  J" : 


f(x)^Sf{x)  +  3^f^+. 


21 


•  +  ''■ 


.  +  cr' 


(«) 


folgt.   Ziehen   wir  die  Sekante  mm',  welche  mit  der  Axe  AX  den  Winkel 
mQX   =^  a  einschliesst,  so  ist: 

tg(j  =  tg  m'mic  : 


somit : 


tg(T 


Rm  ' 


(« 


Lässt  man  nun  J  unendlich  klein  werden,  so  fällt  endlich  der  Punkt  m' 
mit  m  zusammen,  die  Sekante  Qmm'  geht  in  die  Tangente  Tmt  am  Punkte  m 
der  Curve  über,  und  wenn  man  den  Winkel,  welchen  diese  mit  der  Axe  ^X 
einschliesst,  mit  r  bezeichnet,  so  erhält  man  aus  (^},  zur  Grenze  tibergehend, 
wegen  lim  tgcr    -  tgr: 

tgi=-/''(.r); 
d.  h.  die  erste  abgeleitete  Funktion  f  {x)  ist  der  Ausdruck  der 
trigonometrischen  Tangente  des  Winkels,  welchen  die  an  dem 
der  Abscisse  x  entsprechenden  Punkte  der  Curve  y  ^- f[x\ 
gezogene  geometrische  Tangente  mit  der  Abscissenaxe  ein- 
schliesst. 

10* 
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(x)  —  x^  —  Ix^  +  21a;2  -|-  12:??   -  32,  so  findet  man  für 
i  Funktionen  der  Reihe  nach: 
r  (^j  =    4a;3  —  21a;2  +  4:2x  +  12  , 

f\x)  =  12x'  —  42a;    +  42, 

r\x)  =  2i:X   —  42, 

/'»^(a;)  =  24. 

üoefficienten  der  Gleichung: 
a;"»-i  +  A^a;'"-2  +  ^^a?'"-»  +  .  .  .  +  ^„  =  0  (1) 
rische  Funktionen  der  Wurzeln,  und  zwar  ist 
ne  aller  Wurzeln,  mit  entgegengesetztem 
ommen;  A^  die  Summe  aller  Combinationen 
nit  un geändertem  Zeichen;  A^  die  Summe 
lationen  zu  dreien,  mit  entgegengesetztem 

f.,  endlich  A^  (das  letzte  von  x  freie  Glied) 
aller  Combinationen  der  Wurzeln  zur  w*^®" 
das  Produkt    derselben  und   zwar  mit   unge- 

er  entgegengesetztem  Zeichen,  je  nachdem 
der  ungerade  ist,  oder  was  auf  dasselbe 
t,  das  Produkt  aller  mit  entgegengesetztem 
Dmmenen  Wurzeln. 

wir,  um  diesen  Satz  zu  beweisen,  zuerst  die  Gleichung 
•ade  :  a;^  +  ^j  a;  +  -^2  =  0,  deren  Wurzeln  wir  mit 
en,  so  ist  [nach  §.  90 J  identisch: 

oefficienten  der  gleichnamigen  Potenzen  von  x  einander 
en,  ^j  =  —  (a^  -\-  ct^),  A^  =  -\-  a^a^^  übereinstimmend 
prochenen  Satze, 
[iden  wir  für  die  Gleichung  des  3*®"  Grades  : 

x''  +  A,x^  +  A^x  +  ^3=0, 
^1»  «jj'  ^3  ^^^^  mögen: 

+  A^  +  A^={x  —  a^){x  —  a^){x  —  a^)  = 
«2  +  ^a)  ^^  +  («i«2  +  «i«3  +  «2S)  ^  —  «i«2«:j  » 

«2  +   «3)'    A   =  «1«2  +«i«3  +«2«3'     -^3  =  — «1«2«3- 

ich  aber  leicht  beweisen,  dass  der  Satz  für  eine  Gleichung 

rades  wahr  sein  müsse,  wenn  er  für  eine  Gleichung  des  in*®° 

er  That,  nehmen  wir  das  letztere  an,  uud  bezeichnen  wir 

Gleichung  mit  a^,  a^,  a^y .  •  «^,  so  lautet  die  Gleichung  : 
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X-  -  («,    +   «,    +   «3    +    •  •   •   +   «m)  ^"'-'  +   («,«,    +   «1«3   +  •  •   •   + 
+  «m-l«»i)  '^"'"-  —  («iSS    +  «i^fg«!    + )  «^""'^  + + 

+  (--  iy"a^a.^a.^  .  .  .  0;u  =  ü, 
oder,   wenn  wir  Kürze    halber  mit  C  die  Summe    aller  Combinationen 
zur  r^*"  Classe  der  »w  Elemente  «j,  «j.,  «3,  .  .  .  «,„  bezeichnen: 

l.m  l,m  i.m  l,m 

+  (1  ly»  0'«  =  o, 


l.m 


(2) 


WO  die  Faktoren  ( —  1)'"  *,  (  -  1)'"  nur  zur  Bestimmung  des  Zeichens 
des  Gliedes  dienen.  Multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  x  -«//,  +  i, 
wodurch  dieselbe  noch  die  Wurzel  a,n+i  erhält  und  in  eine  Gleichung 
des  im  +  ly®"  Grades  übergeht,  so  erhalten  wir: 


+ 


C\ 


C'\  ic'»-  2  +  .  .  .  + 


+ 


l,m  l.m  l,m 

IV"  O'Kx 

t.m 

-  a,„^,  ^'»  +       «m  +  l .  0^.^'"-^     -  -  «m  +  l.  C\  X"^-^  + 
l.m  l.m 

—  (—  1 )"-!  «,„_,.  (7-"-' a;  —  (--  1  )"'«,„+!.  0'" 

l,m  l.m 

d.  i.  wenn  wir  die  mit  gleichen  Potenzen  von  x  behafteten  Glieder 
vereinigen  und  beachten,  dass  nach  den  ersten  Sätzen  der  Combinations- 
lehre : 


l,m  1  ,m  +  1 


c  +  «„.+1.  c  =  c^ 

l.m  l,m        l,m  +  l 

U.    S.    W. 


03  +  «m^l.  ^2=C^ 
\,m  l,m      l,m  +  l 


ist,  und  das  wir  statt  —  (—  1)'"-^  auch  +  (~  1)'^*,  so  wie  +  (—  1)'»^  ^ 
statt    —  ( —  1)"*  schreiben  können: 

+ 


l,m  +  l  l,m  +  l  l,m  +  l 


l)m  +  l  (7m  +  l_Q. 
l,m  +  l 


die  Coefficienten  dieser  Gleichung  vom(m  +  1)^®"  Grade,  deren  Wurzeln 

ßj,  «21  •  •  •  ^m+i  sind,   befolgen    aber   genau    das   in    der    Gl.  (2)  des 

m^°  Grades  ausgesprochene  Bildungsgesetz;   unser  Satz  gilt    daher  für 

eine  Gl.  vom  {m  +  l)*''"  Grade,  wenn  er  für  eine  Gleichung  vom  m*^" 

tde  richtig  ist.  Da  wir  nun  die  Richtigkeit  desselben  für  eine  Gleichung 

i  2*«"  und  3'^°  Grade  unmittelbar  erprobt  haben,  so  ist  hiemit  die 

emeine  Giltigkeit  nachgewiesen. 

Es  folgt  hieraus,  dass,  wenn  in  einer  Gleichung  das  zweite  Glied 
It,  die  Summe  der  Wurzeln  =  0  sein  muss;  fehlt  das  von  x  freie 
^d,  so  ist  lc  =  0  eine  Wurzel  der  Gleichung. 
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Die  bisher  entwickelten  Sätze  gelten,  die  Coefticienten  der  Gleichung 
mögen  reell  oder  imaginär  sein.  Wir  wollen  von  nun  an  dieselben  als 
reell  voraussetzen. 

93.  Wenn  eine  Gleichung: 

f{x)  =  x>"  +  A,x"^   1  +  ^go;"'-  ^+  ...  +  Ä,n  =  0 ,  (1 ) 

in  welcher  sämmtliche  Coefficienten  reelle  Grössen 
sind,  eine  imaginäre  Wurzelj^4-(/  V —  1  besitzt,  so  kommt 
ihr  nothwendig  auch  die  Wurzel  ji^—  (/V-l  zu,  welche 
sich  von  jener  bloss  durch  das  Zeichen  des  imaginären 
Theiles   unterscheidet. 

Denn  substituirt  man  in  obige  Gleichung  x*  =i>  +  (/V  -  l ,  so  erhält 
man  ein  Resultat  von  der  Form  P  +  <i>  V  -  1  ,  und  es  muss,  da 
P  +  (Z  V- -  l  der  Voraussetzung  nach  eine  Wurzel  ist,  F  -\-  Qy  1=0, 
somit  P  =  ^  =  0  sein.  Setzt  man  aber  in  derselben  Gleichung 
X  =p  —(2  V —  1 ,  welcher  Werth  sich  von  dem  früheren  nur  durch 
das  Zeichen  von  V —  1,  unterscheidet,  so  wird  auch  das  Substitutions- 
resultat nur  in  diesem  Zeichen  von  dem  früheren  verschieden  sein,  und 
demnach  =P — öV — 1  werden,  wo  P  und  Q  dieselben  Wcrthe 
haben,  wie  oben.  Da  nun  P=:^  =  0,  so  ist  auchP— QV — 1=0, 
somit  p--qy —  1  ebenfalls  eine  Wurzel  der  Gleichung. 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  beweist  man,  dass,  wenn  die  Coefficienten 
reell  und  rational  sind,  und  p-j-q^r  eine  Wurzel  der  Gleichung  ist, 
unter  y  r  eine  irrationale  Zahl  verstanden,  auch  2)  -  qy  r  der  Glei- 
chung als  Wurzel  zukommen  müsse. 

Die  imaginären  Wurzeln  kommen  demnach  einer 
Gleichung  immer  paarweise  zu;  je  zwei,  die  sich  nur  durch 
das  Zeichen  des  imaginären  Theiles  unterscheiden,  heissen  conjugirte 
Wurzeln.  Es  folgt  daraus,  dass  eine  Gleichung  mit  reellen  CoefMcieuten 
nur  eine  gerade  Anzahl  imaginärer  Wurzeln  haben  könne;  daher 
muss  eine  Gleichung  von  ungerader  Ordn  ung  wenigstens 
eine  reelle  Wurzel  besitzen,  oder  wenn  mehrere,  in  un- 
gerader Anzahl.  Einer  Gleichung  von  gerader  Ordnung 
hingegen  kommen  reelle  Wu  rzeln  immer  in  gerader  An- 
zahl zu,  können  aber  auch  gänzlich  fehlen. 

Sind  i^-höV— -  l  und  p  qy —  1  ein  Paar  conjugirter  imagi- 
närer Wurzeln  der  Gl.  (1),  so  ist  das  Gleichungspolynom  sowohl  durch 
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X — p  —  </V-  1  als  auch  durch  j-  —p  +  fj'V — 1  theilbar,  somit  auch 
durch  das  Produkt: 

(^  -p-q.  V-'i)  [X  --  V  +  a  V--  1)  =  [x  -pY  +  (f , 
welches,  wie  man  sieht,  reell  vom  zweiten  Grade  ist.  Hieraus  folgt  der 
wichtige  liChrsatz : 

Jede  algebraische  ganze  rationale  Funktion /"(a;)  mit 
r eilen  Coefficienten  kann  immer  in  lauter  reelle  Fak- 
toren zerlegt  werden,  die  theils  vom  ersten,  theils  vom 
zweiten  Grade  sein  können:  jede  reelle  Wurzel  liefert 
einen  Faktor  vom  1*°",  je  zwei  conjugirte  imaginäre 
Wurzeln  einen  Faktor  vom  2^^^  Grade. 

94.  Da  nach  §.  92  das  letzte  von  x  freie  Glied  der  Gleichung  das 
Produkt  aller  mit  entgegengesetzten  Zeichen  genommenen  Wurzeln  ist. 
und  je  zwei  conjugirte  imaginäre  Wurzeln  immer  ein  positives  Produkt: 

[P  +  Q^  y —  ^)\V  —  ü'V  —  1)  =  P'^  +  (f  geben,  so  hängt  das  Zeichen 
des  letzten  Gliedes  bloss  von  der  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  ab, 
und  ist  +  o^i^r  — ,  je  nachdem  diese  Anzahl  gerade  oder  ungerade  ist. 
Hieraus  ergeben  sich  leicht  nachstehende  Folgerungen  : 

a)  Jede  Gleichung  von  ungerader  Ordnung  hat  nothwendig  eine 
reelle  Wurzel,  deren  Zeichen  jenem  des  letzten  Gliedes 
entgegengesetzt  ist.  Denn  nach  §.  93  lässt  eine  solche  Gleichung 
reelle  Wurzeln  nur  in  ungerader  Anzahl  zu.  Ist  nun  das  letzte  Glied 
positiv,  so  müssen  die  positiven  Wurzeln  in  gerader  Anzahl,  folglich 
mindestens  eine  negative  Wurzel  existiren;  ist  aber  das  letzte  Glied 
negativ,  so  muss  die  Gleichung  eine  ungerade  Anzahl  positiver  Wurzeln, 
also  mindestens  eine  solche  besitzen. 

h)  Jede  Gleichung  von  gerader  Ordnung,  deren  letz- 
tes Glied  negativ  ist,  hat  nothwendig  wenigstens  zwei 
reelle  Wurzeln,  deren  eine  positiv,  die  andere  negativ 
ist.  Denn  das  letzte  Glied  kann  nur  dadurch  negativ  w^erden,  dass 
reelle  positive  Wurzeln  in  ungerader  Anzahl  und  mindestens  einis 
solche  vorhanden  sind;  und  weil  einer  Gleichung  von  gerader  Ordnung 
die  reellen  Wurzeln  in  gerader  Anzahl  zukommen,  so  müssen  daher 
auch  negative  Wurzeln  in  ungerader  Anzahl,  also  mindestens  eine 
solche  existiren. 

c)  Ein  gänzlicher  Mangel  an  reellen  Wurzeln  kann  nur  dann  ein- 
treten, wenn  die  Gleichung  von  gerader  Ordnung  und  ihr  absolutes  Glied 
positiv  ist.   Wenn  sämmtliche  Wurzeln  imaginär  sind,  so  lässt  sich  das 
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Polynom  in  lauter  quadratische  Faktoren  von  der  F 
zerlegen,  bleibt  demnach  für  jeden  reellen  Werth  \ 
also  das  Voh  .om  einer  Gleichung  für  irgend  einen 
X  negativ,  sc  kann  man  hieraus  mit  Sicherheit  aul 
reeller  Wurzeln  schliessen. 

95.  Wenn  man  in  der  Gleichung: 
f{x)  =  o;"'  +  Jj^'"'~»  +  Ä^x'''   '-i  +  .  .  .  - 

—  x'stattxsctzt,  so  erhält  man  eineGlei( 
deren  Wurzeln  den  Wurzeln  der  gegebi 
n  u  m  e  r  i  s  c  li  gleich,  aber  von  e  n  t  g  e  g  e  n  g  e  s 
sind. 

Denn  sind    «, ,  a,^,  ^»y  -  -     ^w  tli^  Wurzeln    ( 
f{x)  =  (x  —  a^){x  -  ■  «.J  (x  --  «3)  .  .  . 
und  folglich,  wenn  man  —  x  an  die  Stelle  von  x 
f{ —  x)  =  {-    X  —  Of^)  (        x         cc,^)  ( —  x  —  «3) 
welche  Gleichung  offenbar       «j,    -  a,,  —  «3, ...  — 
Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  diese  Umänderung  ai 
Aenderung    des    Zeichens    jener    Glieder    bewerkste 
ungerade  Potenzen  von  x  enthalten,  oder  auch,  ind< 
des  2*«",  4*®»,  6*«",  u.  s.  w.  Gliedes  der  Gl.  ändert 
etwa  fehlenden  Glieder  der  Gleichung  mitgezählt  w( 

So  hat  von  den  beiden  Gleichungen  x^  -  2x^ 
und  x^  +  2x^  —  19a;  —  20  =  0  die  erste  die  Würze 
die  zweite:  —  I,  +  '*»  —  5. 

96.  Wenn  in  einem  vollständigen  oder  unvollst 
polynome  zwei  Glieder  mit  entgegengesetztem  Zeiche 
so  sagt  man,  es  bestehe  an  dieser  Stelle  ein  Zeiche 
aber  zwei  benachbarte  Glieder  gleiche  Zeichen,  so 
eine  Zeichenfolge, 

Da  eine  vollständige  Gleichung  des  m'®"  Gra( 
hat,  so  ist  in  einer  solchen  Gleichung  die  Summe  i 
Zeichenwechsel  und  Zeichenfolgen  =  m.  Aus  den  in 
Ausdrücken  der  Coefficienten  der  Gleichung  als  symmi 
der  Wurzeln  folgt  unmittelbar,  dass  eine  Gleichung 
positive  Wurzeln  hat,  nur  Zeichenwechsel  und  keim 
Gleichung,  deren  sämmtliche  Wurzeln  reell  und  negat 
folgen  darbieten  kann. 
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Jede  Gleichung  mit  reellen  Coefficienten,  sie  sei 
vollständig  oder  nicht,  hat  höchstens  so  viele  positive 
Wurzeln,  als  Zeichenwechscl. 

Beweis.  Es  sei  (fix)  eine  ganze  rationale  Funktion  von  x  mit 
reellen  Coefficienten : 

^p{x)  =  x"^  +  .  .  .  +  -^  ...-+...  +  -...  -^-  +  ...+,  (1) 
in  welcher  wir,  da  es  nur  auf  die  Zeichenstellungen  ankommt,  auch  nur 
diese  ansetzen  und  das  letzte  Glied  positiv  nehmen  wollen.  Multipliciren 
wir  dieses  Polynom  mit  x  -  a,  wo  «  eine  reelle  positive  Zahl  bedeuten 
sDll,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  das  Produkt  [x  a)(f'(x)  mindestens  um 
einen  2^ichenwechsel  mehr  besitzen  müsse,  als  die  Funktion  fp{x). 

In  der  That,  verrichten  wir  die  Multiplikation  nach  den  Regeln 
der  Arithmetik,  so  erhalten  wir: 

^"•-h  .  ••     +     - -+ +        -  +  ....+ 


^-^+  ....+- -+ +    - -  +  ■...+ 

somit :  {x  —  a)  cp  (x)  =^ 

x^^^± ±  —  ± ±  +  ± ±     -± ±  +  ±  -.  ±  — 

als  Produkt,    in    Avelchem  die   doppelten  Zeichen    andeuten,    dass  man 
das  Zeichen  der    entsprechenden  Glieder   nicht  kennt.    Betrachtet  man 
nun  die  Zeichenstellung  im  Produkte ,    so    bemerkt  man ,    dass  auf  das 
erste  Glied  mit  positivem,  also  bestimmtem  Zeichen  mehrere  Glieder 
mit    unbestimmten   Zeichen    folgen,    auf   welche   wieder    ein  Glied    mit 
bestimmtem  aber  negativem  Zeichen  folgt ;  hierauf  kommen  wieder  Glieder 
mit  unbestimmten  Zeichen,  bis  zu  dem  nächsten  Glicde  mit  bestimmtem 
Zeichen,  welches  positiv  ist  u.  s.  w.  Man  sieht  also,  dass  im  Produkte 
die  bestimmten  Zeichen  regelmässig  abwechseln  und  erkennt  leicht,  dass 
dies  in  Folge  des  Vorganges  der  Multiplikation  nothwendig  so  sein  muss, 
und   dass    nicht   zwei    aufeindeifolgende    mit    bestimmten    Zeichen   ver- 
sehene Glieder  gleichbezeichnet- sein  können.    Vergleicht  man  ferner  die 
Zeichenstellung   im  Produkte   mit  jener   im  Multiplikand ,    so    bemerkt 
m,  dass  jedem  Zeichenwechsel  in  letzterem  ein  Glied  mit  bestimmtem 
ichen  im  Produkte  entspreche.  Besitzt  also  das  Polynom  (p  [x)  r  Zeichen- 
jchsel,  so  wird  das  Produkt,  da  auch  das  erste  und  letzte  Glied  der- 
*ben  bestimmte  Zeichen  tragen^  nothwendig  r  +  '-^  Glieder  mit  bestimmten 
ichen   haben,    welche   regelmässig   abwechseln.    Nun    muss    aber  von 
lern  Gliede  mit  bestimmtem  Zeichen  bis  zum  nächstfolgenden  minde- 
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stens  ei  11  Zeichenwechsel  statttindea  (es  köuiien  deren  auch  mehrere  in 
ungerader  Anzahl  eintreten),  indem  irgendwo  +  in  -  -  oder  umgekehrt 
übergehen  muss ;  folglich  müssen  im  Produkte  mindestens  r  +  1  Zeichen- 
wechsel erscheinen.  Hieraus  folgt  also,  dass  das  Pol  ynom  r/ (:r) 
d  u  r  c  h  M  u  1 1  i  p  l  i  k  a  t  i  0  n  mit  dem  Faktor  {x  -  «)  mindestens 
Einen  Zeiche  nwec  h  sei  gewonnen  haben  müsse.  Der  Be- 
weis bleibt  ganz  derselbe,  wenn  in  dem  Polynome  (p(x)  die  letzten 
Glieder  negativ  sind. 

Es  seien  nun  «,,  «^,  c(.j,  .  .  .  «/  die  positiven  Wurzeln,  /  an  der 
Zahl,  der  Gleichung /'(.r)  1=  0,  so  ist,  wenn  wir  mit  (f(x)  das  Produkt 
der  von  den  negativen  und  imaginären  Wurzeln  herrührenden  Wurzel- 
faktoren bezeichnen : 

f(x)  =  {x  —  «J  {X  —  «/)  {x  —  a.^).  .  .  .{x  —  ai),(f{x). 

Multiplicirt  man  nun  das  Polynom  (fix)  der  Reihe  nach  mit  den 
Faktoren  [x  c<^\  {x  -  «.^\  .  .  .  [x  -  «,\  so  gewinnt  es  durch  jede 
dieser  Multiplikationen  mindestens  einen  Zeichcnwechsel  und  das  Pro- 
dukt fix)  hat  daher  mindestens  um  i  Zcichenwcchsel  mehr,  als  das 
Polynom  ff  ix).  Hieraus  folgt  also,  dass  eine  Gleichung  mindestens  so 
viele  Zeichenwechsel  als  positive  Wurzeln  besitzen  müsse.  Kehren  wir 
diesen  Satz  um,    so  erhalten  wir  demnach  das  folgende  Theorem: 

I.  E  i n  e  G 1  ei c h  u  n  g  kann  nicht  m  e h  r  p o  s i t  i  v  e  W  u  r  z e  1  n 
besitzen,  als  Zeichen  Wechsel,  wohl  aber  weniger. 

Setzt  mau  in  der  Gl.  f[x)==  0,  x  an  die  Stelle  von  x,  so  ändern 
sämmtliche  Wurzeln  ihr  Zeichen  |§.  05];  bringt  mau  hiemit  den  eben 
bewiesenen  Satz  in  Verbindung,    so  erhält  man  folgendes  Theorem : 

II.  Eine  Gleichung  f'{x)  =  0  kann  höchstens  so  viele 
negative  Wurzeln  haben,  als  die  Gleichung  /(  x)  =  0 
Z  e  i  c  h  e  n  w  e  c  h  s  e  1  darbietet. 

Ist  das  Polynom  der  Gleichung  /*(u'i-=()  vollständig,  so  muss' 
offenbar  jedem  Zeichen  Wechsel  in  f\x)  eine  Zeichenfolge  in  f{-  x), 
und  jeder  Zeichenfolge  in  f{x)  ein  Zeichenwechsel  in  f\  x)  entspre- 
chen; mit  Rücksicht  auf  diesen  Umstand  folgt  aus  obigen  Sätzen  das 
folgende  unter  dem  Namen  des  C  a  r  t  e  s  i  s  c  h  e  n  oder  II  a  r  r  i  o  tischen 
Satzes  bekannte  Theorem : 

III.  Eine  jede  vollständige  Gleichung  hat  höchstens 
so  v i e  1  e  p 0 s i  t i  V  e  W u r z  e  1  n  a  1  s  Z e i c h  e n w e  c h  s e l,  und  höch- 
stens so  viele  negative  Wurzeln  als  Zeichenfolgen. 

Berücksichtiget  man  noch,  dass  in  einer  vollständigen  Gleichung 
die  Summe  der  Anzahl  der  Zeichenwcchsel  und  Zeichenfolgen  dem  Ord- 
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nungsexponenten  der  Gleichung,  also  auch  der  Anzahl  der  Wurzeln 
gleich  ist,  so  gelangt  man  mit  Hilfe  des  letzten  Satzes  allsogleich  zu 
Folgendem ; 

IV.  Eine  jede  vollständige  Gleichung,  deren  sämmt- 
liche  Wurzeln  reell  sind,  hat  eben  so  viele  positive 
Wurzeln  alsZei eh en Wechsel  und  eben  so  viele  negative 
als  Zeichenfolgen. 

Beispiele:  1 )  die  Gleichung  f[x)  =  x^  —  Sx^  —  7x'^  +  5  =  0 
enthült  2  Zeichenwechsel ,  besitzt  daher  höchstens  2  positive  Wurzeln  ; 
bildet  man  daraus  die  Gl.  mit  entgegengesetzten  Wurzeln  /'( —  x)  = 
x^  +  Sx^  +  7;r**^  -  5  =  0,  so  hat  diese  nur  1  Zeichenwechsel,  somit 
höchstens  1  positive,  die  gegebene  Gleichung  daher  höchstens  1  nega- 
tive Wurzel,  welche  ihr  zugleich  nothwendig  zukommt,  da  die  Gl.  von 
ungerader  Ordnung  und  das  letzte  Glied  positiv  ist ;  [§.  0  4,  a].  Daraus 
schliesst  man  ferner,  dass  diese  Gleichung  mindestens  2,  möglicherweise 
auch  4  imaginäre  Wurzeln  besitze,  in  welch  letzterem  Falle  ihr  keine 
positive  Wurzel  zukäme. 

2)  Die  Gl.  f{x)=x^  —  'Sx'^--  Ix'^  +  2\x^  iSo;^  +  12.^:  —  20  =  0 
ist  eine  vollständige  mit  5  Zeichenwechseln  und  1  Folge,  hat  daher  höchstens 
5  positive  und  höchstens  1  negative  Wurzel.  Mit  Zuziehung  des  Satzes 
[§.  94,  h]  kann  man  daher  behaupten,  dass  diese  Gleichung  eine,  und 
nur   eine  negative  Wurzel  und  mindestens  eine  positive  Wurzel  habe. 

3)  Die  Gleichung  f{x)=:x'^-  7=0  hat,  weil  einen  Zeichenwechsel, 
höchstens  1  positive  Wurzel ,  die  ihr  aber  auch  [§.  04,  (i\  nothwendig 
zukommt;  da  ferner  die  Gl.  /(  —x)  =zx'^  -\-l  -^^i)  eines  Zeichenwechsels 
ermangelt,  so  hat  die  vorgelegte  Gl.  keine  negative  Wurzel;  daher 
sind  f)  Wurzeln  imaginär. 

4)  Eben  so  lindet  man,  dass  die  Gl.  x^  +  x^  +  .r-  -  3=0 
höchstens  1  positive  und  höchstens  1  negative  Wurzel  haben  könne: 
da  ihr  diese  ferner  nach  [§.  94,  h]  nothwendig  zukommen,  so  sind  4 
Wurzeln  imaginär. 

V.  Fehlt  in  einer  Gleichung  ein  Glied  zwischen  zwei  mit  glei- 
chen Vorzeichen  behafteten  Gliedern ,  so  hat  die  Gl.  nothwendig  ima- 

näre  Wurzeln.- Denn  denkt  man  sich  die  Gl.  dadurch  vervollständigt, 
.SS  man  das  fehlende  Glied  mit  dem  Coefficienten  0  einfügt,  und  legt 
an  demselben,  da  sein  Zeichen  unbestimmt  ist,  einmal  das  Zeichen  +, 
ann  das  Zeichen  bei,  so  entstehen  an  dieser  Stelle  in  dem  einen 
'alle  zwei  Zeichenwechsel,  in  dem  anderen  zwei  Zeichenfolgen,  und  es 
lüssten ,    wenn   alle  Wurzeln   reell    wären ,    zufolge  IV.    zwei  Wurzeln 
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ositiv  und   negativ    sein ,    was    unmöglich    ist 
Wurzeln  reell  sein,  und  es  ist  durch  das  ein 
1   Paar  imaginärer  Wurzeln  angezeigt. 

jedoch  ein  Glied  zwischen  zwei  ungleich  1 
so  entsteht,  man  mag  sich  dieses  mit  +  od 
nken,  immer  1  Zeichenwechsel  und  1  Zeiche 
erspruch  wegfällt  und  sämmtliche  Wurzeln  ree 
r  Gl.  des  ersten  Beispiels  fehlt  das  Glied  mit 
sres  zwischen  zwei  gleichbezeichneten  Glieder 
nwesenheit  eines  Paares  imaginärer  Wurzeln 
den  Gliede  in  x  lässt  sich  hingegen  nichts  al 
eder  ungleiche  Zeichen  haben. 
r  Gl.  des  vierten  Beispieles  fehlen  die  drei  ' 
Potenzen  von  x,  und  zwar  die  beiden  ersten  : 
n  Gliedern,  wodurch  zwei  Paare  imaginärer  W 
e  wir  bereits  oben  gefunden  haben, 
icirter  werden  die  Regeln  für  die  Grenzen 
Wurzeln,  wenn  die  Gleichung  eine  oder  n 
icn  Gliedern  enthält. 


II.  TRANSFORMATION  DER  GLEICHUNGEN. 

gegebene  Gleichung  fi^x)  =  0  transformii 

ine  neue  Gleichung,    die  transformirte  F{y) 

sein  gegebene  Funktionen  der  Wurzeln  der  Gle 

werden    uns   hier   auf  die  einfachsten  Trans 

welche  später    bei   der  Auflösung   der  Gleii 


ie  Gleichung: 

)  =  yl.o;'"  +  .4,^'»"»  +  A,x'^-'^  +  ...  +  . 

n  dere,  i*'(2/)  =  ü  zutransformiren,  de 
3humdieGrösseakleinersind,  als 
elegten  Gleichung, 
hnet  man  mit  y  die  Unbekannte  oder  die  Wu 
so  hat  man  y=zx  —  a,  somit  x^^y  -^  a 
i  dieses  Werthes  von  x  in  die  Gl.  (1)  liefert 
eichung : 
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^^^  »»!     ^    ^(«i— 1)!^        T^(w_2)!*       +■••  + 

wo  die  Coefficienten  f{a)y  ("{a),  f"  {a),  .../'<'")  (a)  beziehungsweise  die 
jste^  2*0,  3*«,  .  .  .  w*®  abgeleitete  Funktion  von  f{x)  sind,  wenn  man 
darin  x  durch  a  ersetzt.  Es  erhellt  dies  unmittelbar  aus  §.91,  da  offen- 
bar hier  dieselbe  Entwickelung  vorzunehmen  ist,  wie  dort,  indem  man 
nur  a  statt  x  und  y  statt  ö  schreibt. 

B e i sp.  Die  Gleichung  f{x)  =  a;*  +  A.x^  —  Ix^  —  22a;  +  24  =  0, 
deren  Wurzeln  +  1,4-2,  —  3,  —  4  sind,  in  eine  andere  zu  transformiren, 
deren  Wurzeln  um  5  kleiner  sind. 

Man  findet: 

f\x)  =    x^     +     4a;»  -- 

r{x)=:    Ax^  +  Ux'^  - 

f"{x)=Vlx:'  +  24a?    -- 
r  {x)=  2ix    +  24 
r'{x)=  24 

Die  transformirte  Gleichung  ist  daher: 

y'  +  24y»  +  2032^^  +  708^  +  864  =  0, 

deren  Wurzeln ,  wie  man  sich  leicht  überzeugt :  —  4,  -  -  3,  -  -  8,  -  -  9 
sind. 

Da  diese  Transformation  für  die  Auflösung  der  Gleichungen  von 
grosser  Wichtigkeit  ist,  so  wollen  wir  ein  von  Budan  herrührendes 
Verfahren  entwickeln,  welches  die  Coefficienten  der  transformirten  Glei- 
chung mit  Leichtigkeit  finden  lässt.  Was  zunächst  den  letzten  Coeffi- 
cienten f{a)  betrifft,  so  ist  dieser  nichts  anderes  als  das  Resultat  der 
Substitution  von  a;  :=  a  in  das  Gleichungspolynom  f{x)j  also,  nach  §.  89, 
der  Rest,  welchen  man  erhält,  wenn  man  f{x)  durch  x  —  a  dividirt, 
kann  also  durch  das  dort  gelehrte  Horner'sche  Divisionsverfahren  leicht 
gefunden  werden.  Allein  durch  dasselbe  Verfahren,  auf  die  successiven 
Quotienten  wiederholt  angewendet,  ergeben  sich  auch  die  übrigen  Coeffi- 
cienten, wie  folgende  Betrachtung  zeigt. 

Führt  man  in  Gl.  (2),  welche  aus  ( 1 )  dadurch  entstanden  ist,  dass 
x  =  y  -\-  a  gesetzt  wurde ,  für  y  wieder  seinen  Werth  x  —  a  ein ,  so 
muss  offenbar  wieder  die  Gl.  (l)zum  Vorschein  kommen.  Es  ist  daher 
die  Gleichung: 


Ix^ 

-  22a-  +  24, 

somit    /(ö)         =  864 

Ux 
14 

-  22 

/"(5)         =708 

/•"(5):2!  =  203 

r'(5):3!=    24 

r(5):4!=       1 
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L Szlfx a\«>-i-  - ^'  (r 


/■("— 2)  (a) 


(w— 2)! 


+ 


2! 


'{* 


ar  +  f^\x-a)+f{a)  =  0 


(3) 


identisch  mit  der  Gl.  (l),  und  jedes  Resultat,  das  wir  durch  irgend 
ein  Verfahren  aus  (3)  ableiten  können,  muss  sich  folglich  durch  das- 
selbe Verfahren  auch  aus  (1)  gewinnen  lassen. 

Dividirt  man  aber  das  Polynom  (3),  oder,  was  dasselbe  sagen  will, 
das  Polynom  der  Gl.  (1)  durch  (a;  -a),  den  sich  ergebenden  Quo- 
tienten wieder  durch  {x  —  a),  den  dadurch  erhaltenen  Quotienten  aber- 
mals durcli  [x  —  a)  u.  s.  w.,  so  sind,  wie  dies  aus  der  Form  des  Poly- 
noms (3)  sogleich  erhellt,  die  bei  diesen  successiven  Divisionen,  (/n -f  1) 
an  der  Zahl,  sich  ergebenden  Reste  die  Grössen: 

tW^     1  !    '       2!"   '        3!""'~^"    ■ 

Wenden  wir  dieses  Verfahren  auf  das  obige  Beispiel  an,  so  haben 
wir  durch  x  —  5  wiederholt  zu  dividiren  ;  der  Operationsfaktor  ist  +  5 
und  die  Rechnung  steht  [§.  89.]  so: 

1,  +4, 

+  5]   1,  +9, 

1,  +14, 

l,  +19, 

1.  (+24) 
(1) 
WO  die  eingeklammerten  Zahlen  die  Reste  sind.  Somit  ist: 

/•(a)  =  864,  r(«)  =  708,  ^■'^^^^  =  203,  C_(«)^24,  ^-^^=1, 

und   die  transformirte  Gleichung  heisst: 

y*  +  24^»  -f  203y^  +  708y  +  864  =  0, 
wie  oben. 

Sollen  die  Wurzeln  der  Gl.  um  a  vergrössert  werden,  so  hat  man 
nur  das  Zeichen  von  a  zu  vertauschen.  Um  z.  B.  die  Gleichung: 

x'^  -  2x-  —  öa-  +  6  =  0, 

deren  Wurzeln  •-{-  l,  -  2,  -\-  3  sind,  in  eine  andere  zu  transformiren, 
deren  Wurzeln  um  4  grösser  sind ,  hat  man  durch  :/;  +  4  zu  dividiren : 
Operationsfaktor  ist  —  4,  und  es  kommt: 


—  7  ,  —  22  ,  +24 

+  38,  +168,       (+864) 

+  108,  (+  708) 
(+  203) 
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5, 

4 

-  6 

■6, 

+ 

19, 

(- 

-  70) 

— 

10, 

(+ 

59), 

{- 

•14) 
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1, 
1, 
l, 
l, 

1) 

Gleichung  ist  somit  x^    -  14^-  -|-  59x    -  70  =  0, 

That  5,  2,  7  sind. 

ansformation  kann  man  aus  einer  gegebenen  Giei- 
Glied  wegschaffen;  es  genügt  hiezu,  die  Grösse  a 

der  Coefficient  derjenigen  Potenz  von  x,  welche 
leichung  fehlen  soll,  ■=  0  werde.  Man  wird  daher 
dem  man  vorläufig  a  unbestimmt  lässt,  gleich  0 
sine  Gleichung  erhalten,  welche  den  gesuchten 
Mit  Vortheil  wird  dieses  Verfahren  jedoch  nur 
mgewendet,  da  die  Wegschaffung  eines  der  folgen- 
sung  einer  höheren  Gleichung  erfordern  würde, 
n  der  Coefficienten  dieser  Glieder  sogleich  erhellt, 
ied  wegzuschaffen,  hat  man  in  Gl.  (2)/"""-'*(a)  =  0 
icksicht  auf  die  Bedeutung  von  /"^'""^M«)  l§-  91], 
nÄ^a  -\-  Ä^  =  0  zvL  bestimmen,  woraus 

a  =  —  — ] 


X  z=y 


mA^ 


eichung  x^  —  '2x^  ~    5:c  +  ^  =  0  vom  zweiten 
t  man 

^i__    _    -  2_2 

~  ~   nrA~  "~     's"  ""3  ' 


-^0 


2 
urzeln  um  ,     zu  verkleinern ;    man  findet    für    die 

'  9    "'  +  2-7=^^' 


,  —   Sind. 
3     3 
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98.  Die  Gleichung: 

f[x)  =  Ä,x"^  +  A,x^-^  +  ^aj'«-2  +  .  .  .  4-  ^,  ==  0  (1) 
soll  in  eine  andere  transformirt  werden,  derenWurzeln 
amal  so  gross  sind,  als  die  Wurzeln  der  GL  (1). 

Ist  wieder  y  das  Symbol   der  Unbekannten   in    der  transformirten 

Gleichung,  so  ist  y  =  ax,  also  x  =  -  ,  Wird  dieser  Werth  in  (1)  sub- 
stituirt,  so  erhält  man: 

und  wenn  man  mit  a^  multiplicirt : 

Ä^y"^  +  A^ay'^-'  +  A^a'y"^-'-  + +  A,,..^a^^~'y  +  ^,„a'»  =  0 

als  transformirte  Gleichung,  welche,  wie  man  sieht,  aus  (1)  entsteht, 
wenn  man  die  Glieder  der  Gl.  (1)  der  Reihe  nach  mit  den  Gliedern 
der  geometrischen  Progression  1,  a,  a'^,  a^,  .  .  .  «"*  multiplicirt,  wobei 
jedoch  auf  die  etwa  fehlenden  Glieder  der  Gleichung  Rücksicht  zu 
nehmen  ist. 

Mit  Hilfe  dieser  Transformation  kann  man  das  erste  Glied  der 
Gl.  (l)  vom  Coefficienten  A^  befreien,  ohne  dass  dadurch  die  übrigen 
Coefficienten  aufhören,  ganze  Zahlen  zu  sein,  indem  man  a  --=^  A^  nimmt, 
weil  dann  sämmtliche  Glieder  der  Gl.  durch  A^  theilbar  werden. 

Sind  mehrere  oder  alle  Coefficienten  der  Gleichung: 
X"'  +  A^x"'-^  +  A.^x»'-'^  +  .  ,  .  +  A,„  =  0 
rationale  Brüche,  so  kann  man  mittelst  dieser  Transformation  eine  neue 
Gleichung  ableiten,  deren  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind  und  zwar  so, 
dass  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  der  Unbekannten  i=  1  bleibt. 
Wie  aus  der  obigen  transformirten  Gleichung  erhellt,  wird  dies  immer 
erreicht,  wenn  man  für  die  Grösse  a  das  kleinste  gemeinschaftliche 
Vielfache  sämmtlicher  Nenner  wählt,  wiewol  in  besonderen  Fällen  schon 
ein  kleinerer  Werth  hiezu  genügen  kann.  Um  z.  B.  die  Gleichung: 

(§.  97]  von  den  Brüchen  zu  befreien,  setze  man  a  =  3  und  hat  sofort: 

9   ^  27 
1      :^  9         27, 

somit  2/^  —  ö7y  +  5(>  =  0  als  transformirte  Gleichung,  deren  Wurzeln 
daher  1,  —  8,   7  sind,  wie  man  sich  leicht  überzeugt. 
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lurcli    bisweilen    die  Coefficieliten    einer   gege- 
:hen,    wie   aus  folgendem  Beispiel  zu  ersehen 

—  V2x^  +  lV2x  —  208  =  0 

andere,  deren  Wurzeln  die  Hälfte   der  Wur- 

ung  sind ;  es  ist  also  hier  a  =  —   zu  setzen, 

+  14a; — 13  =  0  als  transformirte  GL  findet, 
fficienten  wegen  leichter  zu  behandeln  ist. 

i  vorigen  §.  eine  andere  abzuleiten, 
eciproken  Werthe  der  Wurzeln  der 


—    zu   setzen ,     folglich    x  --=  —\    führt    man 
X  y 

(1)  ein,    so  erhalt  man,    wenn  man  sogleich 


f  -4,„_,r-'  +  . . .  +  ^j^  +  ^  =  0, 

langte  Eigenschaft  besitzt  und,  wie  man  sieht, 
iiung  hervorgeht,  wenn  man  die  Coefficienten 
eiufeinander  folgen  lässt. 

)ERHOLTEN  WURZELN  DER  GLEICHUNüKN. 

enheit  wiederholter  oder  gleicher  Wurzeln  in 
Auflösung  derselben  Schwierigkeiten  in  den 
uns  nun  damit  beschäftigen,    Mittel  aufzusu- 

tdecken  und  aus  der  Gleichung  wegzuschaffen. 

jrleichung : 

a;"'-»  +  A,a;"'-2  +  •  .  •  +  ^m  =  0  (1) 

tl,  so  ist  identisch: 

r)  =  (a;-«J^F(rr),  (2) 

•  übrigen  Wurzelfaktoren  vorstellt,  welche  wir 

jr  verschieden  voraussetzen  wollen.  Setzen  wir 

x^  so  folgt  aus  (2): 

=  (o;  +  5  —  a^)KF[x  +  (J).  (3) 

3  Gleichung,  und  zwar  den  Faktor: 

{(^  _  «,)  +  ($}" 

Aufl.  11 
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nach  dem  binomischen  Lehrsatze,  die  Funktionen  f{x-f-d 
nach  §.  91,  so  erhält  man: 


f{x)  +  drix)  +  d 


2! 


+  ...  +  ()- 


m ! 


+  ()>     F(:r)  +  d 


d.    i.    wenn    man    die  Multiplikation    im  2^®"  Theile  aus 
Potenzen  von  d  ordnet : 

f{x)  +  ör(or)+i  ÖT  (X)  +  .  .  .  =  UT    -  a,  Y 

+  d\{x  -^a^y  Fix)  +  p{x 


a^Y'-^Fix)  l  - 


Da  diese  Gleichung  als  eine  identische  für  jeden 
besteht,  so  müssen  nach  dem  Satze  der  unbestimmten  C 
Coefficienten  der  gleichnamigen  Potenzen  von  d  gleich  sein : 
r{x)  =  (.r  --  a,y^npF{x)  +  {x  -  a^)F'{ 
woraus  man  erkennt,  dass  die  erste  abgeleitete  Funkt 
Faktor  [x  —  a^),  i^  -  l mal  enthält,  aber  auch  nicht  oft 
der  Voraussetzung  nach  in  F{x)  nicht  vorkommt.  Bezei 
in    den    eckigen  Klammern    stehenden  Ausdruck   mit  F^ 

r[x)  =  [x     -a,)P'\F^{x). 
So  wie  aber  diese  Gleichung  aus  (2)  entstand,  eben  so 
/"  {x)  =  (x  '  '  a^  y  2  ]P^  (^)  ^     hieraus 
f"  (x)={x       a^  y  -3  F^  (x) ,     hieraus 
f^y^x)={x-a,y-^F,{x), 
u.  s.  w. 


endlich 


1  (^^  . 


fiv   ^)(x)={x  -^■a,),F, 
l^v\x)  =  F,  {x) 

sich    ergeben.    In  diesen  Gleichungen  ist  mit  Rücksicht  i 
tung  von  F^  (x) : 

F^(x)  =  pF{x)  +  {x--a^)F'{x), 
^aW  =  (J'  -  l)F,{x)  +  (X  -  a,)F\{ü 
F,ix)  =  (p  -r  2)  F,{x)  +  ix-  a,)F',(2 
u,  s.  w. 

F,,^,{x)  =  2F,,.,{x)  +  {X  —  a,)FV2W' 
^V-i(^)   +  (^  —  «i)FV-i(:r), 


somit : 


FjAx) 
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woraus  folgt,  dass,  weil  F{x)  den  Faktor  (a- —  r;, )  nicht  enthält,  keine 
der  Funktionen  F^  {x),  F.^  (x), . . .  Fj,[x)  diesen  Faktor  enthalten  kann. 
■  Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  lassen  somit,  erkennen,  dass  die  der 
gegebenen  Gleichung  f(x)  =  0  pmül  zukommende  Wurzel  «j  die  Eigen- 
schaft besitzt,  sämmtliche  derivirte  Funktionen,  von  r{x)  bis  ein- 
schliesslich zur  [p —  1)^®"  ,  statt  X  gesetzt,  auf  0  zu  reduciren  ,  d.  h. 
diese  Wurzel  ist  auch  Wurzel  der  Gleichungen : 

r{x)  =  0,  r{x)  =  0,  rix)  =  o, . . .  r^^^-^Hx)  =  o; 

und  zwar  kommt  sie  der  Gl  f  {x)  =  0  [p  —  l)mal,  der  Gl. /'"(a;)  =  0 
(l?    -  2)mal  u.  s.  w.,  endlich  der  Gl.  f^t^-'^)  [x)  =  0  1  mal  zu. 

Die  Gleichungen  (2)  und  (5)  zeigen,  dass  der  Faktor  (x  —  «i)'*"* 
ein  gemeinschaftlicher  Theiler  der  beiden  Funktionen  f\x)  und  f"{x) 
ist.  Er  ist  aber  auch  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  dieser  Funk- 
tionen. Dies  wird  bewiesen  sein ,  wenn  man  zeigen  kann ,  dass  die 
beiden  Funktionen  F[x)  und  F^  (x)=pF[x)  -\-  {x  —  a^)F'{x]  keinen 
gemeinschaftlichen  Faktor  haben ,  was  wieder  dann  der  Fall  sein  wird, 
wenn  die  Funktion  F[x)  und  ihre  Derivirte  F'  (x)  eines  solchen  ermangeln. 
Setzt  man  aber  in  den  Gleichungen  (2)  und  (5),  jp=  I,  d.  h.  nimmt 
man    an,    dass   die    Gleichung   /'(ar)=0    keine    wiederholten   Wurzeln 

besitze,  so  ist: 

f'{x)=^(x—a,)F{x), 

f'(x)  =  F(x)  +  [x     -  a^)F\x). 

Hieraus  sieht  man,  dass,  wenn  der  Wurzelfaktor  x  a^  der  Gl. 
fix)  =  0  nur  einmal  zukommt ,  dieser  Faktor  in  der  ersten  derivirten 
Funktion  fix)  fehlt.  Da  nun  das  Produkt  F[x)  der  Voraussetzung 
nach  lauter  verschiedene  Faktoren  enthält,  so  kann  keiner  derselben 
Faktor  von  F'[x)  sein;  somit  haben  F[x)  und  >"(.r)  keinen  gemein- 
schaftlichen Theiler. 

Da  nun  alles,  was  wir  bisher  von  der  wiederholten  Wurzel  a^  gezeigt 
haben,  von  jeder  anderen  der  Gleichung /'(j:)  =  0  mehrmals  zukommen- 
den Wurzel  gelten  muss,  so  gelangen  wir  leicht  zu  folgenden  Schlüssen : 

a)  Jede  der  Gl.  /'(.r)  ^=^  0  ^mal  zukommende  Wurzel  a 
erzeugt  in  der  1®*®"  derivirten  Funk  tion /'(a-)  den  Faktor 

b)  Die  beiden  Funk  tion  en /'(^)  und/''(ic)  haben  ausser 
n  von  den  gleichen  Wurzeln  herrührenden  Wurzel- 
ktoren keinen  gemeinschaftlichen  Faktor. 

Nehmen  wir  also  jetzt  an,  die  Gleichung  f{x)=^{)  besitze  etwa 
Wurzel  (.1^  |?mal,  die  Wurzel  u^  ^jrmal,  die  Wurzel  «^  ''«laJ»  ausser 
ien  aber  nur  ungleiche  Wurzeln,  so  ist: 

11* 
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t\x)  ^{x  —  a,Y  [x  —  a,)'/  {x  -  «3)'-.  F[x\ 

r{x)  =  (:«  -  a,y--'{x  -  a,)^-'{x  -  a,y-KF^{x), 

x)   und  Fj  {x)    keinen    gemeinschaftlichen  Faktor   haben.    Sucht 

iher  den  grössten  gemeinschaftlichen  Th  eiler  (f{x)  der  zwei  Funk- 

f{x)  und  f'{x)  und  setzt  diesen  =  0,    so  bietet  die  Gleichung: 

(p(x)  =  {x  —  a^y-^{x  —  a^)'i-^{x  —  a^'-^  =  0^ 
iche    Aviederholte    Wurzeln    der   Gleichung   f[x)  ==  0    und    nur 
lar. 

eistens  wird  die  Funktion  (p[x)  von  so  niedrigem  Grade  sein, 
;  keine  Schwierigkeiten  hat,  dieselbe  durch  Auflösung  der  Gl. 
=  0  in  ihre  einfachen  Faktoren  zu  zerlegen.  Hätte  man  z.  B. 
-x'^  —  3a?  +  *^  gefunden,  so  wäre  cp{x)={^x  —  l){x  —  2 ),  woraus 
»fort  schliesst,  dass  die  gegebene  Gl.  die  Wurzeln  1  und  2,  jede 
1  besitzt.  Ist  aber  das  Polynom  (fix)  von  höherem  Grade,  und 
ireiten  die  Zahlen  ^,  2,  r  oder  auch  nur  eine  derselben  die  Zahl  2, 
iet  die  Auflösung  der  Gl.  y  (a:-)  =  0  dieselben  Schwierigkeiten 
siehe  überhaupt  die  Anwesenheit  wiederholter  Wurzeln  mit  sich 
Man  kann  aber  leicht  Gleichungen  darstellen,  welche  sämmt- 
Wurzeln  der  Gl.  f{x)  =  0  nur  einmal  oder  auch  bloss  die 
n  Wurzeln,  jede  nur  einmal  enthält.  Dividirt  man  nämlich  f{x) 
p  {x) ,  bezeichnet  den  Quotienten  mit  i{>  {x)  und  setzt  «/'  {x)  =  0, 
llt  man  die  Gleichung: 

^p{x)  =  {x~~  a,){x  -  a,){x  -  a^).F[x)  =  0,  (7) 

offenbar  alle  Wurzeln  der  Gl.  /'(a;)  =  0,  jede  nur  einmal 

.     Sucht   man    endlich    den    grössten   gemeinschaftlichen    Theiler 

der  Funktionen  y  (o;)  und  ijf^x)  und  setzt  diesen  =  0,  so  erhält 

e  Gleichung: 

(f^{x)  =  {x  —  (x^){x  —  a^){x  —  aj  ==  0,  (8) 

nur  die   wiederholten  Wurzeln  der  Gleichung  jede  nur 

,1  besitzt.  Man  kann  auch  noch  ?/'(^)  durch  if^  {x)  dividiren;  der 

it  F[x)  =  0  gesetzt,  gibt  die  der  Gleichung  nur  einmal  zu- 

aden  Wurzeln. 

3r  Ordnungsexponent  der  Gleichung  qpj  [x)  =  0  ist,  wie  man  sieht, 
zahl  der  wiederholten  Wurzeln  gleich;  es  bleibt  dann  noch  zu 
iden,  wie  oft  jede  derselben  der  Gleichung  angehöre.  Wiewohl 
e  Schwierigkeiten  hat,  Gleichungen  darzustellen,  welchen  nur  die 
hen ,  nur  die  dreifachen  Wurzeln  u.  s.  w.  der  Gl.  f{x)  =  0 
neu,  so  ist  es  doch  am  einfachsten,  dies  durch  unmittelbare 
le    nach    einem    beliebigen  Verfahren    zu    entscheiden.    Hat  man 
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ir  Gl.  [H)  ofj  als  eine  wicdciholto  Wurzel  erkannt, 
c  Gl.  (f  {x)  ==  0  in  eine  andere,  deren  Wurzeln 
len  iu  der  transformirten  Gleichung  h  Endglieder, 

der  Gl.  f{x)  =  0  (/*  +  l)mal  zu. 
sehr  weitläufige  Rechnung,  welche  mit  der  Auf- 
öraeinschaftlichen  Theilers  (p  {x)  der  Funktionen 
f{x)  und  f*  {x)  verbunden  ist,  wenn  das  Polynom  f'{x)  von  etwas  höherem 
Grade  und  die  Coefficienten  grössere  Zahlen  sind,  die  Anwendung  dieser 
Theorie  sehr  unbequem.  In  der  Praxis  kommt  übrigens  der  Fall  gleicher 
Wurzeln  nur  selten  vor. 


lY.  ÜBER  DIE  BERECHNUNG  SYMMETRISCHER  FlINKTIONEN  DER  WURZELN. 

101.  Wir  haben  in  §•  02  gesehen,  dass  die  Coefficienten  der  Gleichung: 
jc'«  +  A.x"^"'  +  Ä.,x"^  '^  +  .  .  .  +  A„  ,x  +  A,,  =  0  (l) 
symmetrische  Funktionen  der  Wurzeln  of,,  a^,  «3,  .  .  .«„»  sind,  und  zwar 
mit  Anwendung  der  in  §.  12  angenommenen  Bezeichnung: 
[1]  =  --^,,[1,  1]-=^,,  [1,  1,  ll  =  -.43,  [1,  1,  1,  11  =  .4,  U.S.  w, 
ilso  symmetrische  Funktionen  der  niedrigsten  Classe  von  der  ersten  ange- 
fangen bis  zur  w**"  Ordnung. 

Schon  liieraus  lässt  sich  schliessen,  dass  sich  auch  andere  sym- 
metrische Funktionen  der  Wurzeln,  ohne  diese  selbst  zu  kennen, 
iorch  die  Coefficienten  der  Gleichung  werden  ausdrücken  lassen;  in 
Jer  That  kommt  den  algebraischen  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten 
folgende  höchst  merkwürdige  Eigenschaft  zu: 

Jede  symmetrische  Funktion  derWurzeln  derGl.  (1) 
tann,  ohne  diese  selbst  zu  kennen,  durch  die  Coefficien- 
;en  der  Gleichung  ausgedrückt  werden. 

Da  bei  irrationalen  symmetrischen  Funktionen  offenbar  die  Ausdrücke 
unter  dem  Wurzelzeichen  rationale  symmetrische  Funktionen,  ferner  bei 
gebrochenen  symmetrischen  Funktionen  Zähler  und  Nenner  ganze  sym- 
metrische Funktionen  sein  müssen,  so  können  wir  uns  darauf  beschränken, 
'l'^n  Beweis  des  Satzes  für  ganze  rationale  Funktionen  zu  führen  und 
len  noch  folgende  Bemerkungen  voranschicken. 

1)  Das  Produkt  zweier  symmetrischen  Funktionen  ist  wieder   eine 

imetrische  Funktion.  Denn  seien  U,  7  die  beiden  Faktoren,  ihr  Produkt 

P;   denken  wir  uns  in  den  Faktoren  irgend   eine  VertauschungTder 

^mente  vorgenommen  und  dieselben  neuerdings  multiplicirt ;  sei  P'  das 

3dukt,  so'^muss  dieses  =  P  sein,    da  die  Faktoren  durch  die  vorge- 
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e  Vertauschung  der  Eleuieute  sich  nicht  geändert  haben.  Ander- 
iss  offenbar  1*'  aus  P  durch  dieselbe  Vertauschung  hervorgehen; 
dukt  P  ändert  sich  also  nicht  durch  diese  und  eben  so  weoig 
•gend  eine  andere  beliebige  Vertauschung,  ist  also  symmetrisch. 
Hieraus  folgt,  dass  das  Produkt  einer  beliebigen  Anzahl  sym- 
er  Funktionen,  mithin  auch  jede  Potenz  mit  ganzem  Expo- 
wieder  eine  symmetrische  Funktion  ist.  Man  übersieht  ohne 
gkeit,  dass  eine  solche  Potenz  von  symmetrischen  Funktionen  aus 
Q  symmetrischen  Funktionen  bestehen  wird,  welche  sämmtlich 
selben  Ordnung,  aber  von  verschiedenen  Classen  sein  werden, 
den  wir  z.  B.  die  zweite  Potenz  der  s.  Funktion: 

Ml  =  «1    +  «2   +  «3*^ 

en: 

ctl  +  al  +  ccl  +  2(a,a,  +  a,c<,  +  a,a,)  =  [2]  +  2[1,  1]; 
Iso  [1]^  durch  die  zwei  sym.  Funktionen  12J  und  [1,  1]  ausge- 
welche  beide  von  der  2*«"  Ordnung  sind,  die  zweite  aber  von 
rer  Classe  als  die  erste.  Eben  so  findet  man  für  dieselben  drei 
e: 
(«3    _^  «3    4.   «3)   _^  3  («2  ^^    _^_   ^^2  «^  ^   „1^^   _^  fqct^  + 

[3]  +  3  [2,   1]  +  6[1,   1,    l]. 
iiren  wir  nun  zu  dem  Beweise  unseres  Satzes  zurück.    Es    sei: 

U  =  [a,  b,  (',  cl  c h,  Ic] 

'}\    die  Coefticienten    der  Gleichung  auszudrückende  sym.  Funk- 
Iche  demnach  aus  Gliedern  von  der  Form : 

1  wird ;  wir  nehmen  dabei  an,  dass  die  Exponenten  a,  b,  c,  (/.  ...h,  k 
ositive  Zahlen,  n  an  der  Zahl,  und  in  der  Klammer  nach  ihrer 
in  absteigender  Ordnung  geordnet  seien,  so  dass  b  nicht  grösser 
nicht  grösser  als  b  u.  s.  w.  sei.  Bilden  wir  aus  den  ersten  n 
nten  der  Gleichung  das  Produkt: 

Produkt    demnach    eine    durch    die   n  Anfangscoefticienten    dr- 
lg  gegebene,  bekannte  Grösse  ist. 
rch  Substitution    der    Werthe    von    A^,  A^,  A.^,  .  .  .  A„  in    dj 

(2)  erhalten  wir: 

X  («,«2  .  .  .  ««-1  +  .  .  .)'•   Mß,«2  .,  ,a„  +  .  .  .)*. 
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Um  die  Bildung  dieses  Pruduktes  nach  verrichteter  Maltiplikatiun 
leichter  zn  übersehen,  betrachten  wir  zuerst  irgend  einen  der  Faktoren, 
etwa  den  ersten ;  es  ist : 

(a.  +  a,  +  «3  +  •  •  •  +  «m)«-*  =  [1]--*  = 

+  CT*)  «."-^-M«*  +  a,  +  .  .  .  +  «„.)« 

+  ("7*)  «i"-'-'  («*  +  «3  +  •  •  •  +  «».)* 

+ 

+  («*  +«3  + +  ««.)"-''. 

oder  nach  weiterer  Entwickelnng  der  Potenzen  von  («^  -\-u.^-\- .  ..-\-a„): 

+  ("7*)  («i""'~*  «i  +  «i""  '■ '  «i  +  •  •  •) 

u.  s.  w. 

Wie  man  sieht,  sind  die  Glieder  sämmtlich  von  der  Ordnung  (a  —  b)\ 
da  ferner  der  Ausdruck  symmetrisch  ist,  so  müssen  darin  alle  Glieder 
vorkommen,  welche  durch  Vertauschung  der  Grössen  «j,  (c.^,  «jj,...a„, 
aus  den  Gliedern  a^«  '',  «/'~  ^  *  a^,  rfj"-*-%|  u.  s.  w.  hervorgehen, 
folglich  die  diesen  Gliedern  entsprechenden  sym.  Funktionen,  so  dass 
demnach  kommt: 

[1]"-^  =  \a-b\  +  B,[a-h-U   1]  +  n^la-  -b-2,  2]  + 
+  B,[a-b    -  2,   1,  1| 
+  B,[a        ^>-3,  'S\  +  B,\a       />-3,2,  1J  + 

+  B,[a  ~-b    -3,  1,  1,  1| 
+  /?-!«-     b  -    4:,  4\  +  .  .  .  .  etc. 

Es  ist  daher  der  erste  Faktor  des  obigen  Produktes  eine  Summe 
von  mit  gewissen  Coefticicnten  behafteten  sym.  Funktionen,  sämmtlich 
von  der  (a  —  bf^"  Ordnung  aber  verschiedenen  Classen  ,  und  es  ist  ins- 
besond  ere 

[a    -  b\  =  «j"-^  +  «2"   ^  +  «3"   ''+...  +  «„/*  ^  (3) 

jene  der  höchsten  Classe. 
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Eben  so  liefert  der  2^^  Faktor  eine  Reihe  sym.  Funktionen  von 
der  2  {h  —  c)^^  Ordnung  und  verschiedenen  Classen ,  unter  denen  die 
Funktion : 

[b-   c,  h      c]  =  a, ''  ■' cc.J'-'^  +  öj ''-^ «3^-^  +  . . .  +  «m-  i'^  ' cxj-'  (4) 
jene  der  höchsten  Classe  sein  wird  u.  s.  w. 

Der  vorletzte  Faktor  liefert  als  sym.  Funktion  der  höchsten  Classe 
von  der  (w  —  1 )  {h  —  ä)^®"  Ordnung : 


2 


'an-,''-'  + 


Endlich  ist  unter  den  symmetrischen  Funktionen  der  nk^^^  Ordnung, 
welche  aus  dem  letzten  Gliede  hervorgehen,  jene 

von  der  höchsten  Classe. 

Denkt  man  sich  nun  alle  aus  den  einzelnen  Faktoren  des  Produktes 
r  hervorgehenden  Reihen  symmetrischer  Funktionen  wirklich  multiplicirt, 
so  wird  dieses  aus  einem  Aggregate  sym.  Funktionen  bestehen ,  welche 
sämmtlich  von  der  Ordnung: 
{a  —  l>)  +  2.{b-e)  +  3{e-d)  +  ^{d-e)  +  ...  +  {n   -  2){g    -h)  + 

+  {n—l)  {h  —  7c)  +  977c  =  a  +  b  +  c  +  d  +  e  + +h  +  7c  =  r 

und  verschiedenen  Classen  sein  werden ;  die  sym.  Funktion  der  höchsten 
Classe  des  Produktes  muss  offenbar  durch  die  Multiplikation  der  sym. 
Funktionen  höchster  Classe  der  Faktoren  entstehen;  wir  erhalten  sie 
daher,  wenn  wir  die  Ausdrücke  (3),  (4), . .  .(5), (6)  mit  einander  multi- 
pliciren  ;  und  da  jede  sym.  Funktion  durch  irgend  eines  ihrer  Glieder 
gegeben  ist,  so  erhalten  wir  durch  Multiplikation  der  ersten  Glieder 
der  genannten  Ausdrücke: 

ß?«f!a;«*f  .  .  .  a'*   ,  «^ 

12    3    4  «—1      n 

für  das  P*®  Glied  der  sym.  Funktion  der  höchsten  Classe  des  Produktes» 
welche  demnach  keine  andere,  als  die  gesuchte  Funktion  U  ist.  Bezeichnen 
wir  daher  die  Summen  aller  übrigen  sym.  Funktionen  der  niedrigeren 
Classen  des  Produktes  mit  S,  so  ist  P  =  ^  +  ^^  woraus 

U=P—  S 
folgt;  hiedurch  ist  zunächst  erwiesen,  dass  jede  ganze  rationalje 
sym. Funktion  derWurzeln  der  Gl.  (1)  ausgedrückt  wer- 
den kann  durch  eine  gewisse  Anzahl  von  Anfangscoef- 
ficienten  der  Gleichung  und  symmetrische  Funktionen 
derselben  Ordnung  aber  niedrigerer  Classen. 
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Hebt  man  nun  aus  dem  Aggregate  sym.  Funktionen  S  jene  der 
höchsten  Classe  heraus,  so  kann  diese  abermals  durch  Anfangscoeffi- 
cienten  der  Gleichung  und  sym.  Funktionen  derselben  Ordnung  aber 
niedrigerer  Classen  ausgedrtickt  werden  und  man  sieht  leicht  ein,  dass 
man,  auf  diese  Weise  fortfahrend,  endlich  U  durch  eine  gewisse  Anzahl 
Anfangscoefficientcn  der  Gleichung  und  sym.  Funktionen  der  niedrigsten 
Classe  ausgedrückt  haben  wird,  welche  letzteren  aber  nichts  anderes  als 
die  Coefficienten  selbst  sind.  Hiemit  ist  aber  der  aufgestellte  Lehrsatz 
erwiesen. 

Der  Gang  dieses  Beweises  lässt  sich  leicht  an  beliebig  gewählten 
Beispielen  verfolgen.  Man  bilde  z.  B.  die  durch  das  Symbol  \\t,  1] 
dargestellte  sym.  Funktion  der  Wurzeln  ofj,  «g,  .  .  .  «„,  der  Gl.  (1). 
Hier  ist  o  =  2,  6  =  1,  c:=d  =  ,,  ,  =  k=0;  w=2;  wir  haben  daher 
das  Produkt  P={-  - A^)^-^{Ä.^y-^  zu  entwickeln.  Es  ist  aber: 

{~A,).A^  =  («,  +  nr.,  +  «3  +  ...  +  «„,) («,f^^  +  rrj«3  +  ,..  -|-  «^^«3  +...) 

=  «1  «2  +  «1  «3  +     •  •  +  «i«i  +  -  •  • 

Man  übersieht  auf  der  Stelle,  dass  in  diesem  Produkte  keine  anderen 
Glieder  vorkommen  können,  als  solche  von  der  Form  a\  a^  und  f^,  a^  a.^ 
und  zwar  jedes  Glied  der  1''^*'"  Form  nur  einmal,  jedes  der  letzteren 
dreimal ;  da  nun  die  Summe  aller  Glieder  von  der  Form :  a\  a^  nichts 
anderes  ist  als  die  Funktion  [2,  1],  die  Summe  der  Glieder  von  der 
Form:  er,  «^  a^  aber  die  sym.  Funktion  [1,  1,  1]  bildet,  so  ist: 

-  A,.A,=  [2,  11  +  3  [1,  1,  1], 

folglich,  da  [1,  1,  11  =       ^3  ist: 

[2,  1]  =  3A,-A,A,, 

2^^  Beispiel.  Man  suche  den  Werth  von  [4].  d.  i.  der  Summe 
der  4*«"  Potenzen  der  Wurzeln.  Wir  haben: 

a  =  4,  6  =  c  =  ....=.Ä  =  0,  w  =  l, 

somit  das  Produkt  P=  (   -  ^,)*  zu  entwickeln. 

(—  A^Y  ==  («^  +  «2  +  a^  + 4.  a„Y  = 


-{ 


«?  +«?+«!  +  ...  +  a^n 

+  '^^'i«.  +  '^^^,cc^  +  . . .  +  2«,«3  + . , 


Ohne   die    weitere   Potenzirung    vorzunehmen,    lehrt    eine    leichte 
eberlegung,  dass  man  erhält: 
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Glieder  von  der  Form  f(\ 


$ 


t 


r 


"l"2 


jedes   1  mal 

-  4    - 
♦)    - 

-  12    - 


somit : 

(-^,)*  =  l4]  +  4[3,  ll  +  6[2,  2]  +  12f2,  1,  1]  +  24[1,  1,  1,  1], 
woraus : 

[4]  =  ^*  --  4[3,  1]  --  6[2,  2]  -  12[2,  1,  IJ  ---  24[1.  1,  1,  l] 
folgt.    Auf  dieselbe  Weise  findet  man  der  Reihe  nach  aus  den  Produkten: 

[3,  l\  =  AiA^    -2[2,  2]-5[2,  1,  1]  +  12[1,  1,  1,  1], 

[2,  2]  =  ^|  -  2[2,  1,  11-  6[1,  1,  1,  1], 

[2,  1,1]  =:A,A.,  —  4[1,  1,  1,  1]; 

endlich  ist   [1,   1,  1,  1]==A^;    somit   hat  man  nach   successiver  Sub- 


stitution : 


[4]  ==A\      -  4^?.42  +  '2Ai  +  4A,A,  -  4^,. 


102.  Aus  dem  Gange  des  Beweises  im  vorhergehenden  §.  erbellt, 
dass  in  dem  Ausdruck  einer  sym.  Funktion  U  der  z-^*"'  Ordnung  nicht 
mehr  als  die  ersten  r  Coefficienten  der  Gleichung:  A^.  -4^, ...  ^,.  ein- 
gehen können,  da  die  folgenden  ^,+,  ...bis  ^„,  schon  sym.  Funktionen 
höherer  Ordnungen  sind. 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  zwei  Gleichungen  von  glei- 
chem oder  verschiedenem  Grade  die  r  ersten  Coefficien- 
ten gleich  haben,  alle  möglichen  sym.  Funktionen  der 
Wurzeln  von  der  P*^"  bis  einschliesslich  zur  r^"  Ordnung 
für  beide  Gleichungen  einerlei  Werth  haben. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  die  Summen  gleichnamiger  Po- 
tenzen der  Wurzeln  mit  ganzem  Exponenten  (Po tenz summen), 
welche  durch  die  Symbole  [IJ,  [2|,  [:5|,  u.  s.  w.  bezeichnet  sind. 

Jede  beliebige  sym.Funktion  derWurzeln  lässtsich 
durch  blosse  Potenz  summen  (Je  r  selben  ausdrücken. 

Denn  sei  U=\a,  b,  c,  d,...h,  k\  eine  beliebige  sym.  Funktion 
der  r^"  Ordnung ,  somit  a  +  6  -f  c  +  .  .  .  -f  ^  =  ;■  und  n  die  Anzahl 
der  Exponenten  in  der  Klammer,  so  besteht  dieselbe  aus  Gliedern  von 
der  Form: 

«?  cA  «!:  ....«''    ,  «* ; 

12      3  «-  1       /{ ' 
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bilden  wir  aber  das  Produkt: 

P=[a]\b][c\...[h][k], 

WO 

[a]  =««  +  ««  +  ««  +  ...  +  «« 

[tj  =  «5  +  «^  +  aj  +  .  .  .  +  «J, 
\c]  =  «f  +  a^  +  c(l  +  ,.,  +  a;;^ 
u,  s.  w., 
so  werden,  wie  leicht  einzusehen,  in  dem  Produkte  die  Gliei 

^^(i  +  /*  +  (+  ...  +/t  _  ^^r   u„(j    (^a    ^6    aj  .  .  .  «J, 

somit   auch    die    entsprechenden   sym.  Funktionen  vorkonimer 
wir  die  Gleichung  haben  : 

[a]  [h]  [c]  .  .  .  \h]  [k]  =  [r]  +  [a,  ft,  c,  df,  .  1  .  Ä,  ^]  - 
woraus  folgt : 

U  =  [a,  6,  c,  rf,  .  .  .  A,  Ä:l  =  [a]  \b\  [c]  .  .  .  \h]  [k]  -  [/] 
wo  S  ein  Aggregat  von  anderen  sym.  Funktionen  derselbe! 
ist,  auf  welche  nun  dasselbe  Verfahren  wieder  angewendet  wei 

Beispiel.    Es   ist   die   Funktion  [3,  2,   1]    durch   Pot( 

auszudröcken.  Zu  diesem  Zwecke  entwickeln  wir  das  Produk 

|31[2Jll]-.i'«?+ai +«3 +...)(«? +ai+a|+..Xr^,+«, 

=  «6   +  oj  «2  +  f^f  «I  +  «?  «i  +  f^?  «i  «:;+-. 

und  haben  somit,  da  Glieder  einer  anderen  Form  nicht  entsteh 
jedes  Glied  von  der  Form  ((^  ctl  aber  sich  zweimal  bildet: 

[3]   [2]   [IJ  =  [G]  +  [5,   1]  +  [4,  2]  +  2  [3,  3J  +  [3, 
w  oraus : 

[3,   2,    11  =  [31  [2|  [1]  -  [r>|  _  [.5,  1]  --  [4,  21  -2| 
folgt.  Ferner  ist: 

I.^J  M  [  =  («?  +  «i  +  . .  0  («t  +  ^^2  +  . .  .)  =  «?+  ^'? 

=  m  +  i5,  ii, 

somit:  |5,   1 1  =  15)  [11    -  [G] ; 

[41  [2|  =  («}+(.f,  +  aJ+-..;(«f+«|+ri +...)=«?  + 
=  [ßl  +  |4,   2), 

iomit:  [4,  2|  =  [4|  |2|  —  |6|; 

3|  |3|  =  («f  +  a|  +  «:?+..  -Y  =  «5  +  .  .  .  +  2«?  al 

=  [6j  +  2[3,  3], 
somit:  2  [3,  3]  =  [3]  [31  —  [61; 
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folglich,  wenn  man  in  (w)  substituirt : 

[3,  2,   1]  =  [3]|2J[11-[5]|IJ     -[1||2|  ---|3p  +  2M. 

Der  folgende  §.  wird  uns  die  Mittel  liefern,  die  Potenz-Summen 
der  Wurzeln  mit  Leichtigkeit  zu  berechnen. 

103.  Multipliciren  wir  die  Gleichung: 

A,x'^  +  ^,rc'"-^  +  A,x^^-  2  +  .  .  .  +  A,n  iX  +  A„,  =  0.  (1) 
deren  Wurzeln  öj,  a^,  a^,.,,a,n  sein  mögen,  mit  x'\  so  erhalten  wir: 
i4oa;»"-^'+^ia;'"+'-i  +  ^2^"'+'-2  +  ...+^,„   , j^'-^  +  ^.j;'- =0.   (2) 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  werden  dieselben  sein,  wie  jene  der 
Gl.  (1);    durch  Substitution   derselben  in   (2)    erhalten    wir   daher   die 
identischen  Gleichungen : 
^«,"»+'-  -h  ^ar^'"'  +  ^  «i"'""    '+•••  +  ^In   i(^/^'  +  A,„a»^  =  ()> 

^,or„r  ^  '•  4-  ^j«^"'^'-i  +  ^,cfm"'^'-2  + . . .  +  Ä,n-icc„r'  +  ^«.«;  =  0, 

durch  deren  Addition  sich  folgende  Gleichung  ergibt: 

A,[m+r]  +  A,[nt  +  r-l\  +  A,[m  +  r-2]  +  ...  +  A,n^\lr+\]  + 

+  ^nkl  =  (),  (I) 

welche  sofort  in  rekurrirender  Form  die  sym.  Funktion  [m  +  r],  d.  i. 
die  Summe  der  ( w  -j-  r)*®"  Potenzen  der  Wurzeln  darbietet ,  wenn  die 
Wcrthe  der  niedrigeren  Potenzsumnien  bis  zur  r**"  herunter  gegeben  sind. 

Setzt  man  in  (I)  r  =  0,  so  erhält  man,  da 

[0]  =  ao  +  ao  +  «g  +...  +  ««=  m 
ist: 

A,\m]  +  A,[m  -  1]  +  A,[m  -  2]  +  ^^ [^  -  3]  +  •  •  •  + 

+  An,.  ,[i\  +mA,n  =  0.  (II) 

Diese  Gleichung  liefert  [w],  d.  i.  die  Summe  der  m***"  Potenzen 
der  Wurzeln  der  Gl.  (1)  vom  m*®"  Grade,  wenn  die  niedrigeren  Potenz- 
summen   gegeben    sind,   so   dass    es  also  nur  noch  auf  diese  ankommt. 

Setzt  man  nun  in  (II)  der  Reihe  nach  w  =  2,  3,  4, . . .  so  erge- 
ben sich  Ausdrücke,  welche  der  Reihe  nach  die  Summen  der  2*®",  3*®", 
4^*^"  .  .  .  Potenzen  der  Wurzeln  von  Gleichungen  beziehungsweise  des 
2ten  ^  ßten  ^  4tcn  ^  Grados  darstellen .  deren  Coefficienten,  vom  ersten 
angefangen,  der  Reihe  nach  mit  jenen  der  Gl.  (1)  übereinstimmen, 
welche  Ausdrücke  aber  nach  dem  im  Eingange  des  vorigen  §.  Gesagten 
auch  allgemein  für  die  Gl.  (1)  gelten  müssen.  Substituiren  wir  also  in 
(II)  der  Reihe  nach  1,  2,  3,  4,  .  .  .  m  statt  w,  so  erhalten  wir; 
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(III) 


1^=0, 

[l]  +  'dÄ,  =  0, 

[2]  +  A,[l]  +  4A,=0, 

u.  s.  w. 
+  A,[7n-2]+.,.+  A.-I  [1]  4-  w^m  =  0, 

ngen  die  Funktionen  [l],  [2],  [3J  u.  s.  w.  succes- 
u  können.  An  die  letzte  derselben  schliesst  sich 
(I)  an ,  wenn  in  derselben  für  r  der  Reihe  nach 
.  .  .  gesetzt  werden.  Die  Formeln  (III)  sind  unter 
w  1 0  n  'sehen  Satzes  bekannt. 


r  die  Coefficienten  der  Gleichung: 

lung  aufeinander  folgen,    so   sind   nach   §.  99    die 
Gleichung : 

?— 1  +  Ä„^-2X--'  +  ...  +  Ä,x  +  Ä,=0    (2) 
lie  der  Wurzeln  der  Gl.  (1),  d.  i. 
111  1 


iie  Formeln  des  vorigen  §.  auf  die  Gl.  (2)  an,  so 
ittelbar  die  Summen  der  reciproken  Potenzen, 
Q  mit  negativen  ganzen  Exponenten  der 
.  Bezeichnet  man  diese  daher  mit: 


+  ä  +  - 

+ 


+  «3-'   + 


+ 


='+«.''+«,-='   + 


/+...+  «,„-«,  u.  s.  w., 

n  (III)  und  (I)  in  folgende  über: 

im-i  =0, 

A,„.-,  [—  1]  +  2^„,_2  =  ü, 

4„-,  [-  2]  +  ^m-2  [—  1]  +  3^,„_3  =  0, 
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H    +  ^m-l  [—  (W       -  1)1  +  ^„._,  I—  (w  —  2)]  + + 

m+r)\  +  ^«_,[— (w  +  r  ^    1 )]  +  A,_2[-- (w  +  r  —  2]  + 

+  ...  +  ^J---(r  +  1)]  +^J  -rj  =  0, 
ur  Berechnung  der  Werthe  der  Summen  der  reciproken  Poten- 
Wurzeln  der  Gl    (1)  dienen. 

FNG  DKR  ALLGKMEINKN  ULEIOHUNOEN  DES  DRITTEN  IND  VIERTEN  GRADES, 
DER  RECIPROKEN  UND  BINOMISCHEN  GLEICHUNGEN. 

.  Unter  allgemeinen  Gleichungen  verstehen  wir  solche,  deren 
iten  74 j,  A^r»'  A^  allgemeine,  durch  Buchstaben  vorgestellte 
5ssen  sind.  Die  Wurzeln  derselben  sind  nothwendij,'  Funktionen 
icienten  und  es  besteht  das  Problem  der  Auflösung  einer  solchen 
l   in    der  Herstellung    eines  geschlossenen  Ausdruckes  von  der 

X  =  f{A^,  Ag,   -Ajj,  .  .  .  Am)t 
jede  der  m  Wurzeln  aus  den  Coefficienten  finden  lässt.   Da  man 

Allgemeinen  nicht  angeben  kann,  welche  von  den  m  Wurzeln 
en  will,  so  muss  obiger  Ausdruck  nothwendig  die  Eigenschaft 
immtliche  Wurzeln  zu  liefern,  wozu  erfordert  wird,  dass  dieser 

7)1  verschiedener  Werthe  fähig  sei.  Ein  Beispiel  hiezu  gibt 
»chon  aus  den  Elementen   bekannte  Gleichung  des  2*^*''^  Grades : 

X  -\-  A.,  ^=  0,  für  welche  man  : 


1-+)/^ 


,-^  -^+i/f  ^, 


in  Ausdruck,  welcher,  da  jede  Quadratwurzel  sowohl  positiv 
iv  genommen  werden  kann,  sofort  beide  Wurzeln  der  Gleichung 
Solche  Wurzelformen  lassen  sich  jedoch,  nach  Ruffini's 
l's  Untersuchungen,  nur  noch  für  allgemeine  Gleichungen  des 
4ten  (jrades  aufstellen;  allgemeine  Gleichungen,  welche  den 
l  übersteigen ,  gestatten  nur  in  besonderen  Fällen  eine  weitere 
iig,  wo  schon  aus  dem  Baue  der  Gleichung  ein  Schluss  auf 
r  der  Wurzeln  gezogen  werden  kann,  wie  z.  B.  bei  den  reci- 
binomischen,    trinomischen    und   einigen   anderen    Gleichungen 

a)  Gleichungen  des  dritten  Grades. 

Jede    Gleichung    vom    dritten    Grade    (cubische    Gl.)    hat^ 
eordnet,  die  Form: 
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X^  +  ^^a?2  +  A^X  +  Ä^=::0  (l) 

und  lässt  sich   durch  Wegschaffang   des    zweiten  Gliedes ,   indem   man : 

setzt,  auf  die  Form : 

y^  +  Py  +  (J  =  <>  (2  i 

bringen;  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  jede  um  ^A^  vermindert,  sind 
sofort  die  Wurzeln  der  Gl.  (1). 

Um    die  Gl.    (2)  aufzulösen,    setzen  wir  y  =  n  +  ^S  wo  u  und  v 
noch  unbestimmte  Grössen  bedeuten.  Man  hat  nun: 

y3  =  ^3  _|_  ^^^\  _|_  3^^,2  _|,  ^,3  ^  3^^  [u  +  v)  +  u^  -^^  ^'^ 

oder,  wenn  man  statt  u  +  ^'  wieder  y  schreibt: 

y^  —  3uvy  --  {u^  +  v^)  —  0,  (3) 

eine  Gleichung,  welche  mit  (2)  von  gleicher  F'orm  und  von  welcher 
eine  Wurzel  =  u  -\-  v  bekannt  ist.  Bestimmen  wir  nun ,  was  immer 
möglich,  die  Grössen  u  und  v  so,  dass  (3)  mit  (2)  identisch  wird,  so 
haben  wir  hiemit  auch  eine  Wurzel  der  Gl.  (2).  Zu  diesem  Zwecke 
setzen  wir: 

Suv  :=  —  p,   M^  -]-  t;"  =  —  q; 

P 
ans  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt  r  =  —  —  ,  welcher  Werth  in  die 

3  m 

zweite  substituirt,  die  Gleichung: 

liefert.    Diese  Gleichung  vom  6*^"  Grade  lässt  sich  aber  nach  Art    der 
quadratischen  Gleichungen  auflösen  und  gibt  zunächst: 


2  — r    4  ^  27 


27 
woraus : 


f  2  ~  r    4  ^  27 


folf(t.    Substituirt   man    ferner   diesen   Werth    von    u    in  die  Gleichung 
r^  =  —  q  —  n^,  so  kommt: 

Es  ist  daher  mit  Rücksicht  auf  die  Gl.  t/  =  m  +  v : 
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eine  Wurzel  der  Gl.  (2),  wo  wir  von  deu  doppelten  Zeichen  nur  die 
oberen  beibehalten  haben ,  da  die  unteren  dasselbe  Resultat  geben. 
Dieser  Ausdruck,  welcher  unter  dem  Namen  der  C a r d a n's c h e n  For- 
mel bekannt  ist,  liefert  aber  in  Folge  der  Vieldeutigkeit  der  darin 
enthaltenen  Cubikwurzeln  sämmtliche  drei  Wurzeln  der  Gl.  (2), 
wie  sogleich  gezeigt  werden  soll.  Setzt  man: 


so  hat  man  i/  ==  Vä  +  v^-   Nun  ist  aber,    wenn   man  Kürze   halber 
2 


ö,  folglich 


:=  ö* 


3,  3/ 

setzt,  und  die  arithmetischen  Werthe  von    yÄ  und    yß   mit  a    und   b 
bezeichnet,  bekanntlich  [§.  54  und  55J: 


=  aa, 


=  ab, 
=  a% 


3  3 

so  dass  sich  also  durch  Combination  dieser  Werthe  von  y  A  und  yB 
neun  Werthe  für  y  ergeben,  von  welchen  jedoch  nur  jene  Wurzeln  der 

Gl.  (2)  sind,  für  welche  das  Produkt  uv  =  yA.yB  reell  wird,  wie 
es  obige  Gleichung  3uv  =  — p  verlangt.  Berücksichtiget  man  daher,  dass 
«  und  a^  imaginär  sind,  «^  =  — ^  1  aber  reell,  so  erhält  man  für  die 
drei  Wurzeln  der  Gl.  (2)  folgende  Werthe: 

y^  =  n  -^  b]         y^  =  aa  +  a'b ;         y.^  =  a^a  +  ab.        (5) 

107.  Um  die  Beschaffenheit  dieser  drei  Wurzeln  kennen  zu  lernen, 
müssen  wir  drei  Fälle  unterscheiden. 

1)  Ist  X  "f"  97  ^  ^  *^^^  positiv,  so  sind  Ä  und  B^  also  auch 

a  und  b  reelle  Grössen;  die  Gl.  (2)  hat  daher,  wie  aus  (5)  zu  ersehen, 
in  diesem  Falle  eine  reelle  und  zwei  imaginäre  Wurzeln. 

2)  Ist  ^+^=0.  so  wird  ^  =  1?=- ig,  a  =  b=      l^^q, 

somit : 

3^1  =  --  2  y^q.    y^=y,^==  -   {a  +  a'y'y  Iq  =  +  V^q-, 
in  diesem  Falle  sind    daher   alle   drei  Wurzeln   reell    und   zwei   davon 
einander   gleich,    deren  Zeichen  mit  dem  Zeichen  von  q  übereinstimmt, 
und  jenem  der  dritten  Wurzel  entgegengesetzt  ist. 
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<  0,  also  negativ,  so  werden  A  und  B,    somit 

\x  und  es  erscheinen  daher  sömmtliche  Wurzeln 
m;  da  jedoch  die  Gleichung,  weil  von  ungerader 
Wurzel  haben  muss,  so  müssen  sich  wenigstens  in 
e  imaginSren  Bestandtheile  aufiieben;  es  lässt  sich 
lass  in  diesem  Falle  alle  drei  Wurzeln  re^ll  sind, 
/j  =  w  die  in  diesem  Falle  nothwendig  existirende 
so  ist  die  Gl.  (2)  durch  y  -  w  theilbar  und  der 
;,  liefert  die  zwei  anderen  Wurzeln.  Man  erhält 
1^  +  ^w;  +i?  +  ^^    ^"^^  somit  aus  der  Gleichung : 

y^  +  y^^  +  -P  +  ^<^^  =  ^  •• 

/_-  3^,iJ  _^^   y^  =  —  ^''  —  y  -  \%c^—v. 

•ze  halber  —  \w^  — j)  z=  h  setzt: 

wo  sich  nun  leicht  zeigen  lasst,  dass  h  eine  positive  Grösse  ist  und 
daher  auch  diese  beiden  Wurzeln  reell  sind.  Denn  da  ?r  eine  Wurzel 
der  Gl.  (2)  ist,  so  hat  man  w^^  +  i>«' +  5  =  0.  woraus  $=  —  w^  —  •pw, 
oder,  weil  i?  =  —  \tv^  k  ist,  q  =  -  ^w^  -{-  wk  folgt.  Mit  diesen 
beiden  Werthen  von  p  und  q  wird  nun : 

Hieraus  folgt,  dass,  da  der  Faktor  f^\w^  —  |ä|2  wesentlich  positiv 

q^       p^ 
ist,  das  Zeichen  von  7:  jenem  der  Grösse  —  +  ^_    entgegengesetzt    und 

4        2/ 

q^        p^ 
folglich  positiv  ist,    wenn,    wie   im  jetzigen  Falle,    die  Grösse    r  +  ^7 

einen  negativen  Werth  hat. 

Es  sind  also  alle  drei  Wurzeln  reell  und  die  Cardan'sche   Formel, 

welche  sie  in  imaginärer  Form  gibt,  wird  in  diesem  Falle  (dem  casus 

irred  ucibilis    der   älteren  Algebraisten)    zur  Berechnung    derselben 

unbrauchbar.  Selbst  im  ersten  Falle  ist  ihre  Anwendung  zur  Berechnung 

reellen  Wurzel ,  der  mtlhsamen  Wurzelausziiehungen  wegen ,    höchst 

Dequem.    Durch  Einführung   von    trigonometrischen  Funktionen    lässt 

h  derselben  eine  zur  Rechnung  bequemere  Gestalt  geben,  wobei  wir 

r  den  l***"  und  3*«"  Fall  zu  betrachten  haben,  weil  im  2^«"  die  Wurzeln 

Jon  unter  sehr  einfacher  Form  erscheinen.  Da,  wie  leicht  einzusehen, 

positivem  ^  immer  der  erste  Fall,  bei  negativem  aber  der  V^^  oder 

»^iRK,  Höh.  Mathematik,  T.  3.  Aufl.  12 
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3*®  Platz  greift,  je  nachdem  der  Zahlenwerth  von  —  <1  oder  >  ist, 
so  wollen  wir  im  Folgenden  nach  dem  Zeichen  von  j)  unterscheiden. 
8. 

V 


108.  I.  p  positiv.  Bringen  wir  den  Ausdruck  (4)  auf  die  Form: 

3  /  ^ _3  /  — 

a        Ol/  -i    tß^ 


4  p^ 
und  setzen  wir,  da  die  Grösse  -~    .,  jedes  positiven  Werthes  fähig  ist: 

2<  q^ 

4    ü^  2  1  /»^ 

27f.  =  t««r^   also    tg<p  =  -y^-,  (7) 

SO  erhalten  wir  aus  (G),  wenn  wir  zugleich  für       den  aus  (7)  folgen- 

—    einführen  und  beachten,  dass  yi  +  tg(jr*  = 

1 
secw  == ist: 

^  COS<jp 

V  =  Vi  n  /  ^ji-_^^^  V  __  I  Vi_+  c^s  (fi  ^ 

^^        P^    3  Lr  sine/'  ^         siny      J 

somit,  wenn  wir  noch: 

^/tg\(p  =  tfi^p  (8) 


setzen : 


»,=j/U«^'— "■]=Vf["£:i.?."^l= 


=-.>/' 


p    COS  2  i// 
3  '  sin  2  xlf  ' 


(^) 


:?^i  =  — 2^|cotg2(/^ 

Hat  man  daher  aus  (7)  und  (8)  die  beiden  Hilfswinkel  y  und  ip 
berechnet ,  welche  immer  im  ersten  Quadranten  genommen  werden,  posi  ' 
oder   negativ,   je    nachdem  q    positiv    oder   negativ  ist,    so  findet  m 
aus  (9)  die  reelle  Wurzel  der  Gl.  (2);  die  nvei  anderen  sind  in  diese 
Falle  imaginär,  und  da  jetzt: 

a  =  I^A  tg  if. ,     h  =^       1 A  cotg  ih 
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ist,  so  findet  man  für  dieselben  nach  Gl.  (5)  die  Werthe: 

^'^=1/3  [cotg2(/;  ±  cosec2(/'l/- 3]  = 

=  —  ^  3^1  ±  "Vj?  . cosec  2ilf  V^^r .  (9*) 

IL  p  negativ  und  T  ^"  07  ^  ^' 

Die  Gl.    (2)  hat  jetzt,    wenn  p  den  Zahlenwerth  des  Coefficienten 
von  y  bezeichnet,  die  Form: 

y^  —py  +  Q  =  0, 
and  es  ist: 

3  / 


*»  — r      2+2r^     27</>'  +  r      2     ar^     27«*' 


27  ä*' 
^— ^>0  folgt  aber  _^, 


aus  der  Relation ~  >  0  folgt  aber  77;^  ~2  <C  1 5  setzen  wir  also : 


4  i>*  2  l/i?^ 

27  g^  ""  ''"  ^''  ''^'''  ''"^  =  2^27'  ^^^^ 

wo  der  Bogen  g)  im  ersten  Quadranten  genommen  wird  und  das  Zeichen 

von  q  erhftlt,  so  wird,  wenn  wir  noch  für  -  den  aus  ( 10)  folgenden  Werth : 


nffi  r   2 


sing)  '^   27 


einführen : 


tgi/^=  '/tgiy,  (11) 


Setzt  man  noch 
so  kommt: 


yi  =    ~  1/  o  [tgi'  +  cotg(/']  =  --   l^^         -T  -        h 

^1  ^    3  L  b  ,   -r      «^  ^  j  r    3  L     sin  *//  cos  1/'     J 

d.  i. 

.Vi  :==^  -  2  cosec  2 1/'  V  ^  .  (12) 

'     3 

Für  die  beiden  imaginären  Wurzeln  findet  man : 
^*{=  ]/  3  [cosec  24^  ±  cotg  2ih  V   -  3]  =  -  |  y^  ±  Vi? .  cotg  2,/; yH"!. 

12* 
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r»3 


P  .  ,  III.  Sei  endlicli  p  negativ  und    -   -l-        <l0, 

f^  dem  irreduciblen  Falle  entspricht;  lassen  wir  wieder  }) 

^-  des  C'Oefficienten    der    ersten  Potenz    von   y  in  Gl.    (2 

^  dieselbe  wie  in  II.  die  Form  : 

j.  y^        pi/  +  q  =  0 

:  erhält,  so  können  wir  den  Ausdruck  (4)  auf  die  Form 


y 

4 

2 

+ytv 

^27  q^ 

4  f» 

1 

4- 

'  Vi 

Da 

jetzt 

27    ^^ 
4    i^^  ^ 

1,    SO    « 

;etze 

man: 

27    ^^ 

4  'p'-^-^ 

cos  q  -, 

also 

COS  (f  = 

^iVt 

wodurch 

2 

cosf//[/|^ 

wird. 

und 

der  Ausdruck  von 

.V 

— 

n 

fCOS(/"          1 

1  Sil 

up)^ 

>'f 

(cos  (^   -f" 

übergeht.     Wendet    man    hierauf    die    Moivre'sche    Bi] 
[§.   52.  Gl.  3j.  so  kommt: 

y  =        y  3  [^«s  j  '4f  +  2r/r )       V       1  sin  ^  (y 


n[' 


cos ^{(f'  +  2yji  )  +  V    -  1  sin  ^  (^ 
d.  i.  nach  Aufhebung  der  imaginären  Glieder : 

ysr.  -     2  J/^  cos^^c^'  +  2r//), 

wo  r  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.    Man  erhält 
verschiedene  Werthe,    deren  dieser  Ausdruck  fähig  ist 
/  :0,  +  1,  —  1   substiruirt,    und  hat  daher    för   die    di 
Gleichung  folgende  Werthe : 

y,  -         2  |/^  cos  (J'  +  120»)  .3=  2  J,/'|  cos  (^ 

y,.-        2^'^;cos(j         .2o«)^2V/^cos(^ 
welche  demnach ,    wie  schon  oben  gezeigt  wurde ,    sSmn 
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Beispiele.    1.    Die  gegebene  Gleichung  sei:    y 
so  ist  2^  =  +  2  also  positiv  und  die  Rechnung  steht  nach  den  Formeln 

(7),  i8],  (9)  in  I.  so: 


10gi>  =: 

log  3  = 

log  1  y  = 

log  2  = 
Cpl.  log(/  = 

log   tg    (f  = 
log  tg  ^  ff  = 

log  tg    llf  = 

Ih  = 

Ig  cotg  2  Vj  = 

log  Vip  = 
log  2  = 

log(-~3/,)  = 


0,8010300 
0.477  12 13 

9,8239087 
9.9119543 
0.3010300 
9,3010300« 

9,3379230« 
—  12M7'0",36 
--     B     8  30J8 
9,0318351« 

:  9,6772784/1 

:  —  25^  26' 15",  47 

:  —  50  52  30^94 

:  9,9103016  w 

::  9,9119543 

:  0,3010300 

=  0,1232859« 

=  4-  1,328269 


Zur  Berechnung  der  imaginären  Wur- 
zeln hat  man: 

log^)  =  0,3010300 
log  Yp  :=  0,1505150 
log  cosec  2{''  =  0,1 102648  ;/ 
log  \^p  cosec  2i''  =  0,21)07798  n 
somit  nach  (9*J: 

M=       0,6<;4134±  1.822971  V-1 


2)  Es  sei  die  Gleichung:  x'-'  -  lu;-^  —  2x- +  4  =  0  gegeben;  setzt 
man,  um  das  2*^'  Glied  wegzuschaffen,  x  —  i/  +  ^.  so  erhält  man  als 
transformirte  Gleichung : 


22 

3^- 


92 
27 


-=0; 


da  der  Coefficient  von  «/  negativ,  und 

4  ~  \27/        27        \9  /  ' 
so    findet   hier    der   dritte  Fall    statt   und   die  Rechnung    ist   folgende: 
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\oglp  =  0,3881802 

log  y^p  =  0,1940901 

log  {'VipY  =  0,5822703 

log  cos 

IogJ(?  =  0,2313940« 

log  cos 

log  cos  ff  =  9,(U91237  n 

(f=    1 16'»  28' 24" 

,44 

\(f=      38  49  28, 

15 

\(f  —  f»0^  =  -21    10  31. 

85 

^y  +  60^  =      98  49  28, 

15 

y,  =  —  2,436108 

endlich  wegen 

y^  =  -\-  2,915807 

X  = 

Z/+  i: 

log  2^^^0,4951201 
log  cos  ^f/'  =  9,8915765 
(f  —  60^)  ^  9,9696387 
logcosf^r/)  +  60")  =  9,1858484« 

log(—  y^)  =  0,3866966 
logy^  =  0,4647588 
\o^y.^  =  9,6809685« 


x^  ——  1,102775 
.rg  =  +  4,249140 


^3  =  -  0.479699 


*':< 


+  0,853634. 


h)  Gleichungen  des  vierten  Grades. 
109.  Zum  Behufe  der  Auflösung  der  Gleichung  des  vierten  Grades: 

schaffe  man  zuerst  mittelst    der  Substitution   x  ^=  y  —  \a   das  zweite 
Glied  weg,  wodurch  man  eine  Gleichung  von  der  Form: 

y^  ■{'py''  -\'ay  +  r  =  i)  (i) 

erhält,  deren  Wurzeln,  um  Ja  vermindert,  die  Wurzeln  obiger  Gleichung 
geben.  Man  setze  nun  nach  Euler's  Vorgänge: 

y  =  t  +  u  +  r,  (2) 

so  wird  y'^  =  <^  +  w^  -|-  i^^  +  2  (tu  -|-  ^^  +  ««t? j,  und  wenn  man  nochmals 
quadrirt : 
y^  =  {t^  +  u^  +  v'')^  +  4  d''  +  u^  +  v^)  {tu  +  (V  +  uv)  + 

+  4  (t^u'  +  <V  +  tfV)  +  8/'?<^'(/  +  u  +  V}; 
substituirt  man  diese  Werthe  von  y^  und  y^  in  (1),  so  kommt: 
(^2  +  M*+  v^y+  4  {t'u''+  1^"^+  uV)  +p  {t^  +  w^+ 1;*)  +  r 

+  [4  {f'  +  u^  +  v')  4-  2p]  {tu  +  iv  +  tiv)  =0.(3) 

+  {Htuv  +  q)  (i  +  u  +  r) 
Da  die  drei  noch  unbestimmten  Grössen  /,  u,  v  erst  an  eine  in  [2) 
ausgesprochene  Bedingung   gebunden   sind ,   so   ist  es   gestattet ,   deren 
noch  zwei  aufzustellen,  wofür  wir  folgende: 

4  {t^  +  u^  +  v^j  +  2p  =  0,  Stuv  +  q  =  0 

wählen,  aus  welchen  Gleichungen  sofort : 
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-|...(4),        t^u^v^  =  'C,.,    (5) 
)  Über  in : 


leichungen  i4),  (5),  i8)  sind    nun    (§.    021    •^'^ 
Wurzeln  der  cubischen  Gleichung: 

i'   +  -    Iß-    -        64-0'  (0 

1  §.  aufgelöst  werden  kann.  Findet  man  ^j,  jz^,  ^3 
so  ist : 

=  ±  v-^i  ±  y^2  ±  v-"3- 

lUe    möglichen    Combinationen    der   Zeichen ,    so 
Werthe  für  ij: 

hV^^,  ^      ■y,=    -i^,  +V^, --V^3     -^ 

-  V^3  ^  ^H  =  "  V-^i  —  V-^a  +  V-^s  ' 

zwei  Partien  so  zusammengestellt  sind,  dass  das 
artie  dasselbe  Zeichen  erhält,  wie  es  die  oben 
Icichung :  8  tuvi  =  — ■  q  verlangt ,  welche  zeigt, 
egativ  sein  muss,  wenn  in  (1)  ^/  positiv  ist,  und 
(8)  stellt  daher  die  4  Wurzeln  der  Gl.  (1)  dar, 
)  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

^  +  py''  —  qy  +  r  =  0 

die  Wurzeln  dieser  beiden  Gleichungen  zugleich 

inen  Grund,    dass   beiden    Gleichungen    dieselbe 

zugehört,    da   diese   nur   das  Quadrat   von    q 

gebene  Gleichung  sei: 

>.x^  +  iöx'  +  12x  +  40  =  0.  (^0 
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/^egschaffuDg  des  zweiten  Gliedes,  mittelst  der  Substitution: 
ergibt  sich  die  Gleichung: 

!/'  —  ^.y^  +  18y  —  14  =  0;  (b) 

=  —  9,  g  =  +  lö,  /•  =  —  14,  mit  welchen  Werthen  die 
chung  (7)   (die  sogenannte  Resolvente)  folgende  wird: 

wir  aus  dieser  Gleichung,  z  =  ^+'^  setzend,  das  zweite 
)  erhalten  wir: 

w^'  +  ff§  +  |f  =  0, 
lg,  welche,  nach  §.  108,  1.  aufgelöst,  die  Wurzeln: 

jmit  werden  die  Wurzeln  der  Resolvente: 

=  4-1.    ^,  =  1+  V-'2,   ^,  =  l  -1-2; 

m  die  Würzein  der  Gl.    {b)  (nach  dem  Schema  [S),    weil 

/2  =  -  1  +  "v^j  +  7-- 2  +  >i  -  -  V^2; 
/3  =  + 1  -  yi~+  V-1+  Vi^y^"  2~ 
^4  =  +  1  +  V|~+  vz:  2  -  Vr^  7-2: 

erthe,   um  3  vermindert,  sind  die  Wurzeln  der  gegebenen 
eachtet  man  noch,    dass  nach  einem  bekannten  Satze  der 
hier  erscheinende  Wurzelgrösse : 

Vj  ±  7--  2=1/2  +  ^  V—  1 

man  schliesslich  als  Wurzeln  der  Gl.  laj: 
v,  =  .i     -  2V2,     .r3  =      -2        V-T 
^.  =  -4  +  2V2,     x,=     -2+y--l, 


einer  in  mancher  Beziehung  etwas  bequemeren  numerischen 
rt  der  schon  von  Carte sius  eingeschlagene  Weg,  das 
nom  in  zwei  Faktoren  des  2^^"  Grades  zu  zerlegen;  es 
iedurch  folgende  Auflösung,  wobei  wir  der  Darstellung 
iiolbe's  folgen. 


nämlich : 
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Bezeichnen  wir  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

f(x)  ==  x^  +  ax^  -^hx^  '\-  ex  +  d  =  ^  (l) 

mit: 

— /•,,     —  r^j,     —  Q^,     —  ßj, 
so  ist: 

fix)  =  i:r  +  r;)  {x  +  /•,)  (^  +  ^1 )  (^  +  Ps)  =  ^' 
oder : 

t\x)  =  L-^»  +  (r,  +  rj  o;  +  '^i^-qJ  W'  +  (^t  +  ?2^  ^  +  PiPä];    (^^) 
setzt  man  also: 

so  ist  die  Gl.  (1)  aufgelöst,  sobald  man  s,  p^  a,  n  kennt;  denn  es 
erübrigt  sodann  nur  noch  die  Autiösung  der  beiden  quadratischen 
Gleichungen : 

x^  -^  sx  +  p  =  0,       x'^  +  ax  +  71  =z  ü,  (4) 

von  welchen  die  1*®  die  beiden  Wurzeln  x^  =  —  /j,  x^  =  —  r,,  die 
2*«  die-  Wurzeln  x^  =z       q^,x^  =  —  p^  darbietet. 

Aus  der  Gl.  (2)  folgt  aber: 
iu^  +  (s  4-  a)  x'^  +  (sü  +  r  +  71)  x^  +  (s/i  +  ap)  x  +  pn  =  0 , 
und  da  diebe  Gleichung  mit  (I)  identisch  sein  muss,  so  haben  wir  zur 
Ermittelung   der   Unbekannten    6,  rr,  p,  .1    folgende   vier   Gleichungen : 

s  +  a  =  a  (5) 

s(T  -{■  p  -\-  ji  =  h  (6) 

sn  -\-  (fp  =  c  (T) 

pn  =d,  (8) 

bei  deren  Auflösung  wir  uns  von  folgenden  Bemerkungen  leiten  lassen: 
«)    Gibt   man   einer   beliebigen    der    vier  Unbekannten  ij,  p,  o,  71 
einen  bestimmten  Werth,  so  sind  jedesmal  die  drei  übrigen  Unbekannten 
durch  lineare  Gleichungen  eindeutig  und  vollkommen  bestimmt. 

b)  Da  mau  die  vier  einfachen  Wurzel-Faktoren  von  f{x)  in  sechs 
verschiedenen  Ordnungen  gruppiren  kann,  so  muss  jede  der  vier  Unbe- 
kannten für  sich  im  Allgemeinen  sechs  verschiedener  Werthc  fähig 
sein :  so  hat  z.  B.  i>  die  sechs  Werthe : 

»Vsj'     n^i'     'i^i'     '-iPi'     ^'iQi^     QiQ'i^ 
und  jedem  derselben  entspricht  je  ein  Werth  von  s,  a  und  n, 

c)  Hingegen  kommen  dem  Ausdrucke  so,  den  wir  der  Kürze 
wegen  mit  u  bezeichnen  wollen,  nur  die  drei  folgenden  Werthe: 
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zu ,    und  eben  so  ist  der  Ausdruck  2)  +  n,    welcher 
werden  mag,  nur  nachstehender  drei  Werthe  fähig: 

Gelingt  es  daher,  die  vier  Gleichungen  (5)  bis  [8] 

dass    die  resultirende  Gleichung  nur  so  =  n  oder  nur 

Unbekannte  enthält,  so  kann  diese  Gleichung  nur  von 

und  daher  aufgelöst  werden.  Mit  jedem  aus  dieser  Gk 

Werthe    von    u  oder    v  erhalten  wir  sodann  für  jede 

Werthe,  mithin  mit  den  drei  Werthen  von  ti  oder  r,  v 

sehe  Gleichung  liefert,  je  sechs  Werthe  für  jede  ünb( 

Setzen  wir  also  zuerst  so  =  ti,  so  folgt  aus  den 

2)  -\-  71  ^=  b    ~  i( ,     s;t  -\-  ap  =  c : 

s{b  —  u)  -    0  r  —  (7(^  — 

.s--a  ''  S         (J 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  (8 )  und  beachtet 

s  —  o } '"'  =  ( .s  -|-  fj ) ''^  —  i ^•f;  =:<i'^  —  ^n  ist,    so   erhält  i 

Reduction  die  cubische  Gleichung : 

u'^  -    2bii'^  +  (b''  +  ac        Ad)  n  +  {a'^d  —  ahc  -| 
deren  Auflösung  drei  Werthe  von  sa  =  u  liefert. 

Ist  irgend  einer  derselben  =  a  gefunden,  so  erhä 
Grössen  .s  und  a  aus  den  Gleichungen  : 

s  -{-  (7  =  a,     so  =  u: 
s  =  l  {a  +  V«^    -  4w),     (T  =\  (n  -     V«' 
(oder  umgekehrt),  und  die  correspoudirenden  Werthe  > 
den  Glgn.  (9). 

Setzen  wir  aber  jj  -|-  /i  =  v,  so  erhalten  wir  aus 
s  -\-  a  =  a^     SjI  -|-  ap  ^  c: 
ap  -  -  c  c  —  a/r 

P      -   71  '  p  71    ' 

welche  Werthe  in  (6)  substituirt,  und  mit  Röcksicht, 
{p  +  71  y^        ipji  =:  v^    -  Ad  ist,  die  cubische  Gleicl 
v^  —  bv^  +  {ac  -  id)  V     -  [ahl  —  ihd  + 
darbieten.    Mit    irgend    einer   der    drei  Wurzeln    ders( 
sodann  die  beiden  Grössen  p  und  /r  aus  den  Gleichui 
p  -\-  7r=^  V  ^     pTT  =  d : 

(oder  umgekehrt) ,  und  hiemit  die  correspondirenden  W 

aus  (12). 


Digitized  by  VjOOQIC 


■FV^" 


187 

Sind  anf  diese  Weise  mit  Hilfe  der  einen  oder  andern  der  beiden 
cübischen  Gleichnngen  die  Grössen  s,  a,  p,  ji  bestimmt,  so  liefern  die 
beiden  quadratischen  Gleichungen  (4)  sofort  die  Wurzeln  der  vorgelegten 
Gleichung  (1).  Es  ist  hiebei,  wie  schon  bemerkt,  gleichgiUig,  welche 
von  den  drei  Wurzeln  der  GL  (10)  oder  (13"^  man  wählen  mag;  um 
aber  die  Wurzeln  der  Gl.  i  l )  sogleich  in  der  einfachsten  Form  zu 
erhalten ,  wird  man  einen  Werth  von  u  oder  r  wählen ,  der  auf  reelle 
Werthe  von  ^^  o,i>  und  .i  führt,  welche,  wie  aus  der  Bedeutung  dieser 
Grössen  erbellt,  nothwendig  existiren  müssen.  Eine  leichte  Ueberlegung 
lehrt  aber,  dass,  wenn  die  (iL  flO)  oder  fl3)  nur  eine  reelle  Wurzel 
zulässt,  diese  Wurzel  die  reellen  Werthe  für  s,  ry,  ;^  //  liefert ;  kommen 
aber  diesen  Gleichungen  drei  reelle  Wurzeln  zu ,  so  wird  von  den 
Wurzeln  der  GL  (10)  die  kleinste,  von  jenen  der  GL  (13)  die 
gross te  das  Verlangte  leisten.  Nur  wenn  die  GL  (1)  vier  reelle  Wurzeln 
besitzt,  ist  die  Wahl  offenbar  gleichgiltig  und  führt  jeder  der  drei 
reellen  AVerthe  von  u  oder  r  zu  reellen  Werthen  von    .s,  rx,  j|>  und  tj  , 

Beispiel.  Die  gegebene  Gleichung  sei,  wie  im  vorigen  §. : 

x^  +  \2x^  +  \bx^  +  72a;  +  40  =  0. 
Man  findet: 

n^        90  w'^  +  2729  w  —  27936  =  0, 
und  hieraus,  «*  =  ^  +  30  setzend : 

iß  +  291/ —  66  =  0, 
welche  Gleichung  nur  eine  reelle  Wurzel  y  =  -\-  2  besitzt.     Also    hat 
auch  die  vorhergehende  Gleichung  nur  die  einzige  reelle  Wurzel  tt  =  32, 
mit  welchem  Werthe  aus  (11):  ,s  =  8,  o  =  i,  sodann  aus  (9):  1)  =  ^, 
71  =  5  gefunden  wird.  Hiemit  werden  die  Glgn.  (4) : 

AT«  +  8a;  +  8  =  0 ,     a;2  +  4a;  +  5  =  0 , 
deren  Auflösung  die  4  Wurzeln  der  GL  (1),  nämlich: 

x,=    -i  +  2i/2.      x,=    -    2  +  y    -1, 

x^  =  -k        2y2,     a;,  =  -2        V-1, 

liefert.  Benützt  man  aber  lieber  die  GL  (13),  so  wird  diese: 

v^  —  45  r^  +  704  t;        3744  =  0, 

jr,    mittelst   der  Substitution:    r  =  ^-f-l5  vom  2^«"  Gliede    befreit: 

^3  4-  29-e  +  66  =  0, 

Iche  Gleichung  nur  eine  reelle  Wurzel,  z  =  —  2  zulässt.  Man  hat 
0  r  =  13,  und  findet  hiemit  aus  (14):  ^  =  8,  71  =  5;  aus  (12) 
=  8,  (T  =  4,  wie  zuvor. 
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Wie  man  sieht,  unterscheiden  sich  die  beiden  cubischeu  Crleichuiigen 
in  y  und  s  nur  durch  das  Zeichen  des  letzten  Gliedes  +  6(5,  welcher 
Umstand  nicht  zufällig  ist.  Um  nämlich  aus  den  Resolventen  t  lOj  and 
(13)  das  2^^  Glied  wegzuschaffen,  hat  man  in  der  ersteren  n  — 1^&  =  //, 
in  der  letzteren:  r  -  J-/>  =  ^  zu  setzen.  Vermöge  der  Gl.  ii\\  ist 
aber :  so'  +  i^  +  n  =  6 ,  il.  i.  ?(  +  /•  =  />,  also  u  -  ij 6  =  -{*'■-  \h\ 
oder  y=z  —  z.  so  dass  also  die  Wurzeln  der  beiden  Gleichungen,  welche 
aus  den  zwei  Resolventen  durch  Wegschaftung  des  zweiten  Gliedes  entstehen, 
sich  nur  im  Zeichen  unterscheiden,  daher  auch  diese  Gleichungen  selbst 
nur  im  Zeichen  des  letzten  Gliedes  verschieden  sein  können. 

Aus  den  GIgn.  (3;  geht  ferner  hervor,  dass  eine  blosse  Aenderung 
der  Zeichen  der  Wurzeln  der  Gl.  ;  1  )  die  Glgn.  (10;  und  (13)  nicht  berührt. 

Endlich  findet  man  leicht,  dass,  wenn  man  die  durch  Wegschaffung 
des  2''<'"  Gliedes  aus  der  Eni  ersehen  Resolvente  |§.  109,  Gl.  7)] 
entstehende  Gleichung  in  eine  andere  transformirt,  deren  Wurzeln  vier- 
mal grösser  sind ,  die  so  erhaltene  Gleichung  identisch  ist  mit  jener, 
welche  aus  (13)  durch  Befreiung  vom  2^*'"  Gliede  hervorgeht. 


t 


\k 


h- 


r- 


r 


L 


c\  R e  c i  p  r  0 k c  Gleichungen. 
111.  Gleichungen  von  der  Form: 

in  welchen  das  letzte  Glied  dem  Coefticienten  des  ersten  Gliedes  gleich 
ist  und  je  zwei  vom  ersten  und  letzten  gleichweit  abstehende  Glieder 
gleiche  Coefficienten  haben,  heisseu  reciproke  Gleichungen.  Sie  haben 
die  Eigenschaft,    dass,    wenn    a    eine  Wurzel    derselben  ist,   auch    der 

reciprokc  Werth       eine  Wurzel  der  Gleichung  darbtellt.   Denn  setzt  man 

in  ( n  X  s=L  ((,  so  hat  mau  identisch : 

am  j^  A^(('''    '  +  Aj«'"   '^  +  .  .  .  +  ^2^'^  +  A^ct  +  1  ~  0:    ('2i 


substituirl  man  aber  x 


,   80  erhält  der  erste  Theil  der  Gleichung 


den  Werth : 


'  +aA  +^.>-.  + 


oder,  wenn  man  mit  «"•  multiplicirt  und  dividirt: 

I 


_L  'S.  4_  ^J  4.  1 


(e 


^  («•»*  +  A^cO"  »  +  ^2«'"  ^+  •  •  •  +  ^s,«'  +  -^1«  +  li» 


welcher  in  Folge  von  i2)  ebenfalls  -=  0  ist. 
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Die  Gleichung  (1)  verliert  übrigens,  wie  leicht  einzusehen,  diese 
Eigenschaft  nicht,  wenn  sämmtliche  gleichnamige  Coefficienten  ent- 
gegengesetzte Zeichen  haben ,  nur  muss  in  diesem  Falle ,  wenn  sie  von 
gerader  Ordnung  ist,  das  mittlere  Glied  fehlen,  weil  dasselbe  sonst 
gleichzeitig  positiv  und  negativ  sein  müsste,  was  ungereimt  ist. 

Jede    reciproke  Gleichung  von  ungerader  Ordnung  hat  die  Wurzel 

- 1  oder  -|-  1.  je  nachdem  die  gleichnamigen  Coefficienten  mit  gleichen 

oder  entgegengesetzten  Zeichen  versehen  sind.  So  haben  die  Gleichungen : 

x^  +  Ä^x*  4-  A^x^  +  A,x^  +  ^,0-  +  1  =  0 
und 

x'^  -  Ä^x*  +  A,rr»  +  Ä.^  -  A^x  +  l  =  0 
die  Wurzel  —  1  ;  den  Gleichungen  : 

x"*  4-  A^x^  +  A^x^  -  A^x'^  -  A^x  -  1=0 
und 

x^        A^x^  +  A^x'^        A^x^  +  A^x        1  =  0 

entspricht  hingegen  die  Wurzel  +  1,  wie  man  sich  durch  Substitution 
leicht  überzeugt.  Jede  reciproke  Gl.  von  ungerader  Ordnung  ist  daher 
durch  oc  -j-  1  oder  r  1  theilbar  und  setzt  man  den  Quotienten  =  0, 
so  hat  man  eine  neue  Gleichung  von  gerader  Ordnung,  welcher  alle 
flbrigen  Wurzeln  zukommen ,  die  demnach  wieder  reciprok  ist ,  und 
deren  gleichnamige  Coefficienten,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  gleiche 
Vorzeichen  haben. 

Eben  so  findet  man  leicht,  dass  reciproke  Gleichungen  gerader  Ord- 
nung, deren  gleichnamige  Coefficienten  entgegengesetztes  Zeichen  haben, 
die  Wurzeln  -|-  1  und  1  besitzen,  und  dass  sie,  durch  (rc^  —  1) 
dividirt,  eine  reciproke  Gleichung  gerader  Ordnung  mit  gleich  bezeichneten 
Gliedern  geben. 

Da  wir  also  jede  reciproke  Gl.  von  ungerader  Ordnung  durch 
Division  mit  x -\- \  oder  x  1 ,  so  wie  jede  reciproke  Gleichung  gerader 
Ordnung  durch  Division  mit  x'^  - 1  auf  eine  reciproke  Gleichung  gerader 
Ordnung,  deren  gleichnamige  Coefficienten  dasselbe  Vorzeichen  haben, 
zurückführen  können,  so  haben  wir  uns  nur  mit  letzteren  zu  beschäftigen. 
i\  demnach : 

a;5^'"  +  A^.r2'«-i  +  A^x>  ^  + +  A^x"^  -^  A,x  +  l  =  0   (3) 

ine  reciproke  Gl.  von  gerader  Ordnung,  deren  gleichnamige  Coefficienten 
leiches  Vorzeichen  haben;    dividirt  man  dieselbe  durch  x^  und  nimmt 
zwei  Glieder  mit  gleichen  Coefficienten  zusammen,  so  erhalt  man : 
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+  A,n-2   (^'  +   ~)  +  ^,n-l    (x  +  -^  +  A„,  =  0.  -;4) 

an  setze  nun : 

x+  -  =  y,  (5) 

3n  sich  alle  Binome  von  der  Form  x  +  -     durch  y  rational  aus- 

X'' 

ii;  denn  es  ist: 

zugleich  erhellt,  dass  der  Ausdruck    von   x''  +        "^i^h  y  vom 

ade  sein  wird,  da  die  Gl.  (5)  nach  ^  vom  l'^*"' Grade  ist.  Setzt 
i  der  letzten  Gleichung  der  Reihe  nach  r  =  l,  2,  3,  .  .  .  so 
man : 

=  2  :  a:»  +  _^\  =  (^*  -  2)  y  -  y  =  y»  -  33/, 

=  3:x*+  l  =  {y'>  -    -dy)  y  -  {y''  -  2)  =  y*  -  Ay'  +  2, 

u.  s.  w. 
itwickelt  man  also  diese  Binome  bis  zu  jenem: 

)stituirt  ihre  Werthe  in  (4),  so  erhält  man  eine  Gleichung  vom 
ilso  halb  so  hohen  Grade,  als  die  gegebene  Gl.  (3)  war.  Lassen 
I  m  Wurzeln  derselben,  y^^  y^^-'-Vm  finden,  so  liefert  für  jede 
sn  die  Gl.  (.'>)  zwei  zu  einander  reciproke  Werthe  von  x,  nämlich: 

+  iy       4  ^-  -TV       4  2 

und  x^=  =  -  7  -     ^  ,    (6) 

I  die  2w  Wurzeln  der  Gl.  f3)  gegeben  sind. 
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Man  kann  demnach  reciproke  Gleichungen  üherhaupt  bis  zum  9**" 
Grade,  und  jene  von  gerader  Ordnung ,  deren  gleichnamige  Coefficienten 
entgegengesetztes  Zeichen  haben,  bis  zum  10**"  Grade  allgemein  auflösen. 

Beispiel.    Es   sei    die   reciproke  Gl.    vom    7*®"  Grade   gegeben: 
x"^  —  x^  —  X  +  1=0; 
da   die   mit   gleichen   Coefficienten   versehenen  Glieder   gleiche  Zeichen 
haben,    so  ist  —  1  eine  Wurzel  dieser  Gleichung.    Durch  Division  mit 
x-\-  i  erhält  man : 

x^  —  2x^  +  2x^  —  '2x'^  +  2x^  —  2a;  +  1  =  0,  (a) 

oder  durch  x^  dividirt: 

woraus,  weun  x -\ —  =  ^  gesetzt  wird:  y^ —  2y^  —  y-j-2=0  folgt; 

X 

dieser  Gleichung  entsprechen  die  Wurzeln: 

2^1  =  —  1 ,     %  =  +  1 1     y»  =  +  2 , 
mit  welchen  man  aus  (G)  folgende   6  Wurzeln  der  Gl.  («)  erhält: 

.  _  ~^  +  V-  3         ,  _  1  +  V-_3         ,  _  2  +_o  _  . 

^1  —  -             2               '         ^»  ~            2            '         ^~      2       ~    ' 
2 _  ^ _       2 

""« ~ "^^1  +"7-~3 '      "'^ ~ r+y^=^ '      ^«  —  2  +  0'~ 

d)   Binomische  Gleichungen. 

112.  Jede  Gleichung  von  der  Form: 

ic"»   +  a  =  0  (1) 

heisst  eine  binomische  Gleichung.  Eine  solche  Gleichung  lässt  sich  immer 
auf  die  einfachere: 

^"»+1=0 

bringen,  indem  man  x  =  j^ya  setzt,    daher  wir  uns  nur  mit  dieser  zu 
beschäftigen  haben.  Betrachten  wir  zuerst  die  Gleichung: 

^'"    -■  1  =  0,  (2) 

so  hat  man,  weil  aus  derselben  £"—'y'-\-  i   folgt,  mit  Rücksicht  auf  GL  7 
§.    53,  sofort: 

2hl  _L  T-    -  .    2kjr  .   , 

;?  =  cos  Hh  V  —  1  sm     -  ,  (3) 

m  m  ^   ^ 
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Ausdruck    sämnitliche  m  Wurzeln    der  Gl.  (2)  darstellt,    wenn 

in 

rin  statt  k  der  Reihe  nach  die  Werthe  0,    1,  2,   3,  ...    bis   - 

2 

-- —  setzt,  je  nachdem  m  gerade  oder  ungerade  ist:  Die  a.  a. 

ickelten  Ausdrücke  (8)  und  (9)  stellen  diese  Wurzeln  in  beiden 

dar. 

i,  zwei  conjugirten  Wurzeln  der  Gl.  (2),  wie: 

2Ä^/f    .    ,/      -    .    2^^*        ,         '^^^       ^/ .    2Ä;7r 

cos  —    +  y —  Isin —     und  cos y  —  1  sm 

m  m  m  m 

henden  Wurzelfaktoren : 

2Ä;/r        ,/  .    2k7i       ^  2kn    .    ,/ .    2A;/r 

cos     -     -   y  —  1  sin und  z        cos \-  y  —  1  sin 

m  m  m  m 

mit  einander  multiplicirt,  das  reelle  Produkt: 

,        ^          "Ikji     ,    ^  , , . 

g^    -    2^  cos hl»  W 

Ichem  Ausdrucke  sSmmtliche  quadratische  Faktoren  des  Binoms 
hervorgehen,  wenn  mau  für  k  obige  Werthe  der  Reihe  nach 
vobei  jedoch  zu  bemerken  ist ,  dass  für  A-  =  0  *  fnr  welchen 
4)  in  s^  ~2z  -f  l  =  (-r  ^){^  "  1)  übergeht,  der  Faktor  z  1 
nal  zu  setzen  ist,  weil  die  Wurzel   +  l  der  Gl.  (2)  nur  einmal 

t,  da  in  (3)  für  Ar-O,  sin         =0  wird.  Aus  demselben  Grunde 

m 

tu 
n  m  gerade,  aus  dem  für  k    ~   -  aus    (4)    entstehenden  Aus- 

^'^  +  2-^  +  1  —  i^  +  1  U^  +  0'  ^^^  Faktor  (;e  +  1 )  ^^^  einmal 
len.  Man  hat  daher: 

i  r  »w  g  e  r  a  d  e  : 

2/1  4/f 

-^{z       nf-r+nr^^-     2-rcos        -fnf^*      2^cos        +1)X- 
.  711  m  ' 

...  X  (^^  —    '^-^  cos  -    7£  +  1 ).  \h  I 

m 

r  Dl  ungerade: 

1— -i-e-    -  n(^^  — 2-ecos-'^  +  l)(;e'^  -2x^cos    ^+0X..- 

...  X  (-e^*  —  2-^  cos  ^"  -"       yt  +  1 1.  («31 


Digitized  by  VjOOQIC 


193 
113.  Eben  so  bat  man  für  die  Gleicbung: 

^m+i=o,  (7) 

wenn  man  beachtet,  dass  aus  derselben  z  =  y  —  1  folgt,  mit  Rücksiebt 
auf  Gl.  (11),  §.  54,  sogleich: 

2^-  +  1       .   1/ 7    .    2Ä;  +  1  ,  , 

£1  =  cos — 7t  4-  V —  1  sin TT,  (8) 

tw  ""  m  ^  ^ 

m  m  —  1 

wo  für  h  der  Reihe  nach  die  Zahlen  0,  1,  2, ...  bis  —  —  1,  oder  — ~ — 

zu  setzen  sind,  je  nachdem  m  gerade  oder  ungerade  ist.  Die  Ausdrücke 
(12)  und  (13),  §.  54,  stellen  in  beiden  Fällen  die  m  Wurzeln  der 
Gl.  (7)  entwickelt  dar*). 

Je  zwei  conjugirte  Wurzelfaktoren  liefern  hier  den  reellen  qua- 
dratischen Wurzelfaktor : 

2Ä  +  1 

e^  —  2e  cos —  TT  4-  1 , 

m 

und  es  ist  daher  für  ein  gerades  m\ 

if'n+l  =  (;^8— 2-8rCOS-+l)(;pä— 2^C0S  — -  +  l)(^2_2^COS— +1)X... 

m  —  1 
...X(^'-2^cos-^^7r  +  1),  (9) 

und  für  ein  ungerades  m:  ^"'  +  1  = 

(^_Ll)(^2_.2rcos-'  4- 1)(^^—2^ cos ^-  +!)(«>'— 'i^ cos  — +1)X 
...  X  (^^  -  2.. cos *^~-  n  +  l).  (10) 

*)  Will  man  den  Werth  von  Vitl  noch  nicht  als  bekannt  voraussetzen, 
so  gelangt  man  zur  Auflösung  der  Gleichungen  ^»"±1  =  0  auf  folgende  Weise. 
Man  setze: 

af  --  r  (cos  (f>  +  y —  1  sin  (/ ), 
welche   Form   den    unbekannten  Wurzeln   unserer  Gleichung  jedenfalls  zu- 
kommen wird,  und  suche  r  und  <^>  so  zu  bestimmen,  dass  dieser  Werth  von 
z  der  gegebenen  Gleichung  Genüge  leiste.  Substituirt  man  denselben  zu  diesem 
Ende  in  die  Gleichung :  ^»»  —  1  =^  0,  so  erhält  man : 

r'w  cos  mtf  —  1  -f-  y —  I .  r"»  sin  mip  ^^  0, 

welche  Gleichung,  da  r  von  0  verschieden  sein  muss,  in  folgende  zwei  zerfällt: 

rm  cos  m(f  —  l  ^-  0  .  .  .  («) ,  sin  nnf  -  Ü  .  .  .  (/?). 

Aus  iß)  folgt  sogleich  mtp  »  hn ;  berücksichtiget   man  jedoch ,  dass   in 

Folge  der  Gl.  («)  cosmy  positiv  sein  muss,  so  kann   m^f  nur  ein  gerades 

Hkrb,  U6h.  Mathematik,  I.  3.  Ana.  13 
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Aus  den  Wurzelformeln  (3)  und  (8)  der  Gleichungen:  ^'""+1=0 
ersieht   man,   das  je  zwei   conjugirte    imaginäre  Wurzeln   zu  einander 

reciprok  sind.  Denn  bezeichnet  man  Kürze  halber  den  Bogen  - —     oder 

tn 

— ^t_iT  mit  ©,  so  sind  cos0+V —  Isin©  und  cos© — V — 1  sin© 
m 

zwei    conjugirte  Wurzeln;    es   ist  aber  nach  der  Moivre'schen  Formel: 

cos  @  +  y — 1  sin  ©  = 7=z= = ,        . 

(cos  ©+y—  1  sin  ©)-i      cos  ©  —  V  —  1  sin  © 

In  der  That  erhalt  man  auch  reciproke  Gleichungen,  wenn  man 
die  Gleichungen :  z^  —  1  =  0  und  <er*"  +  1  =  0  durch  ihre  reellen  Wurzel- 
faktoren js^ —  1,  oder  js  —  1,  oder  ^  +  1  dividirt. 

Die  Ergebnisse  dieser  beiden  §§.  lassen  sich  leicht  auf  die  allgemeinere 

Gleichung  (1)  übertragen,  indem  man  allenthalben  £;  ya  an  die  Stelle 
von  e  setzt. 

Auch  sieht  man  sofort,  dass  die  vorhergehenden  Lehren  die  Mittel 
liefern,  Gleichungen  von  der  Form: 

x^^  +  ax^^  +  hx^*""  +  ca;™  +  d  =  0 
allgemein  aufzulöseo. 

VI.  AUFLÖSUNG  DER  NUMERISCHEN  GLEICHUNGEN. 

114.  Sind  die  Coefficienten  A^,  A^,  .  .  ,  A^  einer  Gleichung: 
f{x)  =  a?*»  +  ^^a?"»-i  +  A^x'^-^  +  .  .  .  +  ^;„  =  0  (I) 

in  bestimmten  Zahlen  gegeben,  so  heisst  die  Gleichung  eine  nume- 
rische oder  Zahlengleichung.  Das  Problem  der  Auflösung  dieser 
Gleichungen  ist  von  jenem  der  Auflösung  allgemeiner  Gleichungen  wesentlich 
verschieden.  Bei  letzteren  ist  man  darauf  angewiesen,  Formeln  zu  suchen, 
welche  die  Wurzeln  der  Gleichung  als  Funktionen  der  Coefficienten 
geben;  ist  es  aber  gelungen,  auf  diesem  Wege  eine  Wurzel  zu  finden, 
so  sind  damit  auch  alle  gefunden;    denn  da  wir    kein  Mittel    besitzen, 


Vielfaches  von  tt  sein ;  wir  haben  daher  mq>  =-  2Ä7r,  und  hiemit  aus  («),  r  = 
somit : 

2Ä;;r    .      / — -   .     2k7i 


z  -  cos f-  V—  1  sin 

m  m 


welcher  Ausdruck  sofort  die  m  Wurzeln  der  Gl.  -er'»  — 1^0  darbietet,  wenn 
man  darin  der  Reihe  nach  w--0,  1,  2, . . .  wi  —  1  setzt  und  aus  den  in  §.  55 
angeführten  Gründen  mit  (3)  ftberein stimmt.  —  In  gleicher  Weise  lässt  sich 
die  Gl.  ,rw-|-  1  =.0  behandeln. 
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die  verschiedenen  "Wurzeln  einer  solchen  Gleichung  zu  individualisiren 
und  der  Analysis  eine  bestimmte  Wurzel  und  gerade  nur  diese  abzu- 
verlangen, so  antwortet  sie  uns  dadurch,  dass  sie  in  Einer  Form 
alle  Wurzeln  gibt,  wenn  dies  überhaupt  mit  Hilfe  der  bekannten 
Funktionen  möglich  ist.  —  Die  Wurzeln  von  Zahlengleichungen  hingegen 
sind  wieder  bestimmte  reelle  oder  imaginäre  Zahlen,  und  man  ist,  wie 
wir  sehen  werden,  immer  im  Stande,  dadurch,  dass  man  jede  Wurzel 
in  beliebig  enge  Grenzen  einschliesst ,  die  Stellen  in  der  natürlichen 
Zahlenreihe  anzugeben,  welche  die  verschiedenen  Wurzeln  einnehmen 
und  auf  diese  Weise  eine  bestimmte  Wurzel ,  die  wir  suchen  wollen, 
zu  bezeichnen.  Dann  bietet  die  Analysis  aber  auch  mehr  als  ein  Mittel 
dar,  diese  bestimmte  Wurzel  zu  finden.  Mit  dieser  wichtigen  Aufgabe 
werden  wir  uns  nun  beschäftigen  und  dabei  uns  auf  die  Bestimmung 
der  reellen  Wurzeln  beschränken,  da  die  Berechnung  der  imaginären 
Wurzeln  mehr  ein  bloss  theoretisches  als  praktisches  Interesse  hat. 

115.  Man  kann  immer  voraussetzen,  dass  die  Goefficienten  der 
Gl.  (1)  rationale  Zahlen  sind;  denn  wären  einige  davon  irrational,  so 
müssen  dieselben  zum  Behufe  der  Auflösung  näherungsweise  durch 
rationale  Brüche  ausgedrückt  werden,  was  bekanntlich  immer  mit  be- 
liebiger Genauigkeit  möglich  ist.  Sind  aber  die  Goefficienten  rational, 
so  kann  man  mittelst  der  in  III.  gelehrten  Transformationen  jede  Gl. 
vom  w**"  Grade  auf  die  Form  der  obigea  Gleichung  (1)  bringen,  wobei 
sämmtliche  Goefficienten  ganze  Zahlen  sind  und  jener 
des  ersten  Gliedes=l  ist. 

Bei  dieser  Beschaffenheit  derGl.  (l)köiinendiereel- 
len  Wurzeln  derselben  nur  ganze  oder  irrationale  Zah- 
len, nicht  aber  rationale  Brüche  sein. 

P 
Denn  wäre  x  =  —  eine  Wurzel   der  Gl.  (1),   wo  p   und  q  ganze 

Zahlen  bedeuten,  welche  keinen  gemeinschaftlichen  Faktor  besitzen,  so 
müsste : 

^  + A^^^  +  ^fsTF  +  .  •  •  +  ^«-X  f  +  ^m  =  0 

sein,  d.  h.  wenn  man  nüt  q^-^  multiplicirt : 

^  +  Ä,p^-'  +  Ä^P'^-^q  +  Ä,p-^-'q^  +  .  .  .  + 

was  ungereimt  ist,  da  ein  Bruch  gegen  eine  Summe  ganzer  Zahlen  sich 

nicht  aufheben  kann. 

13* 


Digitized  by  VjOOQIC 


196 


i 


i 


116.  Sind  a  und  h  zwei  Zahlen,  welc 
chnngspolynom /*(a;)  substituirt,  Resulta 
f{b)  =  —  B  mit  entgegengesetztem  Zeich 
liegt  zwischen  aund  b  nothwendigwenigi 
Wurzel  der  Gleichung  f{x)  =  0. 

Denn  da  [§.  91]  f{x)  eine  stetige  Funktion  ^ 
dieselbe,  während  x  von  a  bis  b  sich  stetig  ander 
f(^a)  =  +A  zu  dem  Werthe  f{b)  =  —  B  nicht  üb 
zwischen  +  ^  ^^d  —  J9.  liegende  Werthe  zu  durch] 
befindet  sich  aber  auch  der  Werth  0 ;  folglich  mus 
ein  Werth  von  x  liegen,  für  welchen  die  Funktioi 
d.  h.  eine  Wurzel  der  Gl.  f{x)  =  0. 

Wie  leicht  einzusehen,  kann  f{x)  bei  dem  U( 
zu  —  B  oder  umgekehrt,    auch  3,    5,...  (2n  +  1) 
so   dass   also    unter   der   gemachten  Voraussetzung 
auch  3,  5,  u.  s.  w.  überhaupt  mehrere  Wurzeln,  al 
Anzahl  liegen  können. 

Haben  aber  f{a)  und  f{b)  gleiche  Zeichen 
a  und  b  entweder  keine  oder  eine  gerade  Anza 

Anmerkung.  Zu  demselben  Ergebnisse  führt  c 
trachtung  der  der  Gleichung  y  =-  f{x)  entsprechenden 
1/  =^  f{a)  =  -\-  A,  if  ^  f{h)  --  —  ^,80  liegen  die  den  bi 
und  X  ^  h  entsprechenden  Punkte  der  Curve  auf  e; 
Seiten  der  Abscissenaxe,  weil  die  zugehörigen  Ordinate 
gesetzte  Zeichen  haben ;  daher  muss  die  Curve  auf  ihrem 
dieser  Punkte  zum  anderen  die  Abscissenaxe  mindesten 
doch  kann  dies  auch  3,  5, .  ..(;2n+ l)mal  stattfinden; 
entspricht  aber  eine  Wurzel  der  Gl.  fix)  0.  Haben  hi 
den  Abscissen  a  und  b  gehörigen  Ordinaten  /'(«),  f{b)  g 
liegen  die  beiden  entsprechenden  Punkte  der  Curve  ai 
Abscissenaxe,  und  die  Curve  führt  von  einem  dieser  J 
entweder  ohne  die  Axe  zu  schneiden,  oder,  wenn  die 
geraden  Anzahl  von  Punkten. 


117.  Bei  der  Berechnung  der  reellen  Wurzeln 
die   Kenntniss  von  Grenzen,    innerhalb  welcher  d 
müssen,  von  Wichtigkeit,    da  man  dadurch  oft  viele 
same  Versuche  erspart. 

Unter  der  oberen  und  unteren  Grenze  de 
versteht  man  zwei  Zahlen,  von  denen  die  erstere  gros 
die  zweite  kleiner  als  die  kleinste  positive  Wurzel  ist,  \ 
werth  ist,  dass  das  Intervall  dieser  Grenzen  das  mö 
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Zur  oberen  Grenze  der  positiven  Wurzeln  gelangt  man  auf  folgen- 
dem von  Newton  angegebenen  Wege.  Man  transformire  die  gegebene 
Gleichung  mittelst  der  Substitution  x  =  y  +  a,  wo  a  eine  noch  unbe- 
stimmte Zahl  bedeutet,  in  eine  andere : 

'" +(nr=hjl^"""  +  [m-^.^'"-'  +■■■■  +^'(«)  '  +  ^^«)  =  ^' 
deren  Wurzeln  y  =  x  —  a  säramtlich  um  die  Zahl  a  kleiner  sind  als 
die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung.  Wählt  man  dann  die  Zahl  a 
so,  dass  die  Fuuktionen  /'(«).  /"'(«),... /''^*""*)(rj)  sämmtlich  positiv 
werden,  so  entspricht  dieser  Gl.  keine  positive  Wurzel ,  weil  sie  keine 
Zeichenwechsel  hat  und  der  gew<1hlte  Werth  von  a  muss  demnach 
grösser  sein  als  jede  positive  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung.  Die 
kleinste  Zahl  a,  welche  die  genannten  Funktionen  sämmtlich  positiv 
macht,  ist  demnach  die  obere  Grenze  der  positiven  Wurzeln. 

Um  die  untere  Grenze  zu  erhalten,  transformire  man  die  gegebene 

Gleichung  mittelst  der  Substitution  x=  -   \n  eine  andere,  deren  grösste 

positive  Wurzel  offenbar  der  reciproke  Werth  der  kleinsten  Wurzel 
der  gegebenen  Gleichung  ist.  Sucht  man  nun  auf  die  eben  gelehrte 
Weise   die   obere  Grenze   h  der   positiven  Wurzeln   der   transformirten 

Gleichung,  so  ist  offenbar  -  kleiner,  als  die  kleinste  Wurzel  der  ge- 
gebenen Gleichung  und  demnach  eine  untere  Grenze. 

Die  Grenzen  der  negativen  Wurzeln  verschafft  man  sich  dadurch, 
dass  man  die  gegebene  Gleichung ,  indem  man  —  o?  an  die  Stelle  von 
X  setzt,  in  eine  andere  transformirt ,  deren  Wurzeln  das  entgegenge- 
setzte Zeichen  haben  und  für  diese  Gleichung  nun  die  Grenzen  der 
positiven  Wurzeln  sucht,  welche,  mit  entgegengesetzten  Zeichen  ge- 
nommen, die  Grenzen  der  negativen  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung 
sein  müssen. 

In   der   Regel   genügt   es,    für   die   untere   Grenze    der    positiven 
sowohl  als  negativen  Wurzeln  die  Nulle  zu  nehmen. 
Beispiel.  Sei  die  Gleichung : 

f{x)  =  x^  +  C)X^  —  7Gx-  +  Slx  -f  294  =  0 
I     eben,  so  hat  man : 

f{a)  =    a*    +    Ca»  —  76a^  +  31a  +  294, 
/"(a)  =    4a3  +  18a'-^  —  152a  +  31 , 
r{a)  =  12a'  +  36a   —  152 
/""(«)  =  24a    -h  36 
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idet  nach  wenigen  Versuchen  a  =  C  für  d 
je  Funktionen  sämmtlich  positiv  macht; 
;e    der   positiven  Wurzeln.    Durch    dassel 
lg  der  reciproken  Wurzeln : 

294/  +  31y»  -  70/  +  cj,  +  1  = 

findet   man       als  die  obere  Grenze  dei 

somit  2  als  die  untere  Grenze  der  pos. 
hung.  Mittelst  der  Gleichung: 
—  x)  =  x^  —  6a;3  —  TGo:«  —  31a;  +  5 
endlich  —  1  und  —  1 3  für  die  beiden  Grc 


)as  eben  erklärte  Verfahren  zur  Erfindung 
n  Wurzeln  kann  man  auch  in  der  Art  ai 
1  der  gegebenen  Gleichung  successiv 
bis  man  auf  eine  transformirte  Gleicl 
liedern  kommt;  die  Anzahl  der  vorgen 
t  offenbar  die  gesuchte  obere  Grenze.  V 
luf  die  Gleichung  des  obigen  Beispiels  i 
mirte  Gleichungen  der  Reihe  nach: 

1  +  10  —     52  --    99  +  25G         I 

1  +  14  —     16  —  109  +  IIG         ( 

1  +  18+32  —  155—54         ( 

1  +  22+92—33  —  158         ( 

1  +  26  +  164  +  221  —     76  ( 

1  +  30  +  248  +  631  +  336         ( 

^oefficicnten  angesetzt  sind  und  die  eing( 

m    wie    viele    Einheiten    die   Wurzeln    d 

leiner  sind,   als  die   der   gegebenen.    Di 

ider,  folglich  ist  6  die  obere  Grenze  der 

erfahren ,    auf  die  Gl.  /*( —  a?)  =  0  ange^ 

;e  der  negativen  Wurzeln. 

obere  Grenze  eine  grössere  Zahl,  was 

nt  wird,  so  kann  man,  um  die  Anzahl  d 

ionen  zu  verringern,    nach  einem  grössei 

Verfahren  bietet  einige  Vortheile  dar.  ] 
ieder  der  transformirten  Gleichungen  ni 
iltate  der  Substitution  der  Zahlen  1,  2, 
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gegebene  Gleichung,  so  ist  oifenbar  r  eine  Wurzel  der  Gleichung,  wenn 
das  absolute  Glied  der  r**"  transformirten  Gleichung  =  0  Wird.  Man 
erhält  also  dadurch  unmittelbar  die  rationalen  Wurzeln.  —  Aus  dem- 
selben Grunde  geben  sich  aus  den  Zeichenwechseln  der  letzten  Glieder 
irrationale  Wurzeln  zu  erkennen  [§.  116],  welche  zwischen  zwei  auf- 
einanderfolgenden ganzen  Zahlen  in  ungerader  Anzahl  liegen.  So  hat 
obige  Gleichung  eine  positive  Wurzel  zwischen  2  und  3,  eine  andere 
zwischen  5  und  6.  —  Wird  endlich  ein  mittleres  Glied  einer  transfor- 
mirten Gleichung  =  0  und  haben  die  zwei  Nachbarglieder  gleiche 
Zeichen,  so  hat  diese,  somit  auch  die  gegebene  Gleichung  imaginäre 
Wurzeln  [§.  96]. 

Es  ist  übrigens  einleuchtend,  dass  man  durch  successfve  Vermin- 
derung der  Wurzeln  einer  Gleichung  immer  nothwendig  zuletzt  eine 
transformirte  Gleichung  mit  lauter  positiven  Gliedern  erhalten  muss, 
da  die  Zahl,  um  welche  die  Wurzeln  vermindert  werden,  immer  so 
gross  gewählt  werden  kann,  dass  sämmtliche  reelle  Wurzeln  sowohl, 
als  auch  die  reellen  Theile  aller  imaginären  Wurzeln  negativ  werden 
und  daher  das  Gleichungspolynom  nur  mehr  Faktoren  von  der  Form 
(x  +  a)  und  {x+p-  g  V- 1)  {x  +  p  +  q  V-~l)  ={x  +  pf  +  q^ 
enthält,  die  offenbar  keinen  Zeichenwechsel  hervorbringen  können.  Daher 
können  auch  bei  den  obigen  successiven  Transformationen  wohl  Zeichen- 
wechsel verloren  gehen,  aber  keine  gewonnen  werden,  und  man  kann 
folgenden  Satz  aussprechen : 

Sind  p  und  q  zwei  beliebige  Zahlen  und  g' >  i>,  so 
kann  die  Gleichung  f{x  •\'  q)-=  0  nicht  mehr  Zeichen- 
wechsel haben,  als  die  Gleichung: 

f[x+p)  =  0, 
wo  f{x  -f-  p)  =  0  und  /*(a;  +  g)  =  0  zwei  Gleichungen  sind,  deren  Wurzeln 
beziehungsweise  um  p  und  q  kleiner  sind,  als  die  Wurzeln  der  Gleichung 
/(^)  =  0. 

119.  Wenn  für  jeden  Werth  von  a;>^  das  Gleichungspolynom 
einen  positiven  Werth  erhält,  so  kann  nach  §.  116  zwischen  g  und 
-f-  00  keine  Wurzel  liegen  und  es  ist  daher  g  eine  obere  Grenze  der 
positiven  Wurzeln.  Nach  §.  16,  i  kann  man  daher  den  Werth  p  =  -4^  +  1 
immer  als  eine  obere  Grenze  der  positiven  Wurzeln  nehmen,  wenn  A^ 
den  Zahlenwerth  des  grössten  negativen  Goefficienten  der  Glei- 
chung bezeichnet,  indem  der  Fall  offenbar  der  ungünstigste  ist,  wenn 
alle  auf  das  erste  folgenden  Glieder  mit  diesem  grössten  negativen 
Goefficienten  behaftet  sind.   Nur  ist   diese  Grenze  häufig  viel  zu  gross. 
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Für  obiges  Beispiel  würde  sie  =  77  werden. 
Eine    genauere  Grenze    erhält   man    in  den    meii 

man  g  =  1  -\-  yÄ^  nimmt,  wo  wieder  Ar  der  Zahlen^ 
ten   negativen  Coefficienten   ist   und  k  die  Anzahl   d 
etwa  fehlenden  mitgezählt  —  bedeutet,   welche  dem 
Coefficienten  vorangehen.    Es  wird  hiebei    noch  voraui 
Coefficient  der  höchsten  Potenz  von  x  die  Einheit  s€ 

Denn  es  sei  die  vorgelegte  Gleichung: 
f{x)  =  X'''  +  ^,a?"'-'  +  .  .  .  .      -  ÄhX'^'    *  ±  Ä^^iX' 

±  Ä,n  =  0  , 

in  welcher  ^a^""  '^   ^^^   ^''ste    negative  Glied    ist  un 
werth  des  grössten  negativen  Coefficiehten   sein    soll, 
f{x)  für  alle  Werthe  von  x  positiv,  für  welche : 

a;"»  ^  Ar  {x'^-''  +  :?;"»-*-»  +  .  .  .  -f. 
d.  i. 

ist.  Diese  Bedingung  wird  aber  erfüllt,  wenn  man 

^"'~  '^  ■*"  ^ 

X^>Är 

X  —  1 

d.  i. 

setzt,  folglich  um  so  mehr,  wenn  man  [x  —  1)  (^  —  ^ 
{x  —  1)*  >  ^,  d.  h.  a;  >  1  +  i/j 
nimmt.    Hiemit  würde  man  für   obiges  Beispiel  1  + 
10  als  obere  Grenze  finden. 


Das  Aufsuchen  der  rationalen  Wi 

120.  Sind  die  Coefficienten  der  Gleichung: 

a;"'  +  ^jä;"'-'  +  A^  a;'"-2  ^  _  ^  ^^ 
ganze  Zahlen  und  der  Coefficient  der  höchsten  Poten: 
=  1,  so  können  [§.  115]  die  rationalen  Wurzeln 
Zahlen  sein,  welche  sich,  da  das  letzte  Glied  A^  da 
lieber  Wurzeln  ist,  unter  den  Faktoren  von  A^  vorfi 
daher  die  rationalen  Wurzeln  der  Gleicli 
den,   wird  man  das  absolute  Glied  Am  in  s( 
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etzten  Faktoren  zerlegen  und  diese, 
5  negativ  genommen,  in  die  Gleichung 
e,    welche  die  Gleichung  identisch  ma- 

n  derselben. 

lelbstverstandlich  jene  Faktoren  ausgeschlossen, 
'    oberen    Grenzen    der    positiven    und    negativen 

Verden    bequem    nach    folgendem    von   Newton 
ti  vorgenommen.    Es  sei  a  eine   rationale  Wurzel 
ganze  Zahl,    so  hat  man,    wenn  man  a   statt  x 
1  transponirt,  identisch  : 

U_2  «2  —  ^,„_3  a»  —  .  .  ,  .  -  .4^  «'»-  '  —  «"', 
rch  a  dividirt: 

,_2  a  —  ^^_.3  «^  -    ....  —  >l,a'"-*^  —  «'"-* ; 

nach   sowohl    die  Coefficienten  als   auch  a  ganze 

A, 
luch  —  eine   ganze  Zahl    sein;   setzt  man    diese 

3r  letzten  Gleichung: 

-2  -  ^,n-3  et  — —  A^  a"'-  •'*  —  a"»-« ; 

ß   -X-  Am 

t   nun  auch      ^ "'       eine    ganze  Zahl;    be- 

a 

&JJ,  so  hat  man  ferner: 

=     -  ^,„-:,  -  ...  -     ^,«"'-'»  -  -  a»"-  3, 

eine  ganze  Zahl    sein  muss.   Fährt   mau   auf 
klangt  man  endlich  zu  einer  Gleichung: 

a  ^ 

Zahl),  aus  welcher  man  schliesst,  dass  auch 

^^rn^+  A^ 

a 
nuss;    bezeichnet   man  diese  mit  -B,n  -i»    so  folgt 

und  wenn  man  diesen  letzten  Quotienten,  welcher 

hl    sein    muss    (und   zwar  =  —  l)  z=  Bm  setzt, 


Digitized  by  VjOOQIC 


202 

endlich  /?„,  -|-  1  =  0,  wo  die  Einheit  den  Coefficienten  des  ersten 
Gliedes  der  Gl.  (1)  vorstellt.  Umgekehrt  wird  daher  a  eine  Wurzel 
der  Gleichung  sein,  wenn  die  successiven  Quotienten : 

^n   ^^j!»  ^3»  •  •  •  ^«1 
ganze  Zahlen  und  J9„  -f- 1  =  0  ist.  Das  Verfahren  bleibt  dasselbe,  wenn 
das  erste  Glied  der  Gleichung   einen  Coefficienten  A^   hat;    es   müsste 
sich  dann  zuletzt  B^  -{-  A^  =  0   ergeben. 

Man  schreibe  daher  die  zu  untersuchenden  Divisoren  neben  ein- 
ander, setze  unter  jeden  derselben  den  Quotienten  aus  dem  letzten 
Gliede  getheilt  durch  den  Divisor;  zu  diesem  Quotienten  addire  man 
den  vorletzten  Coefficienten,  dividire  die  Summe  wieder  durch  den 
Divisor  und  addire  zu  dem  erhaltenen  Quotienten  den  nächsten  Coeffi- 
cienten u.  s.  w.  Kann  mit  einem  Divisor  diese  Operation  fortgesetzt 
werden,  bis  alle  Coefficienten  der  Gleichung  an  die  Reihe  gekommen 
sind,  und  ergibt  sich  als  letzte  Summe  die  Nulle,  so  ist  dieser  Divisor 
eine  Wurzel.  Sobald  aber  bei  einer  der  auszuführenden  Divisionen  ein 
gebrochener  Quotient  zum  Vorschein  kommt,  wird  die  Operation  mit 
dem  betreffenden  Divisor  abgebrochen,  da  dieser  keine  Wurzel  sein  kann. 

Beispiel.  Es  sei  die  Gl.  rc*  —  8a;»  —  9.2;*  +  102a? -f  90  =  0 
gegeben.  Man  findet  als  Divisoren  des  letzten  Gliedes : 

1,  2,  3,  5,  6,  9,  10,  .  .  .  90; 
als  obere  Grenze  der  positiven  und  negativen  Wurzeln  -f-  7,  —  3 ;  man 
hat  demnach  die  Divisoren  —  3,-2,  +2,  +3,  +5,  +  6  zu  versuchen, 
da,  wie  man  sich  leicht  durch  unmittelbare  Substitution  überzeugt,  -|-  1, 

—  1  keine  Wurzeln  sind. 

—  3,         —      2,  +2,         +3,         +5,  +6, 

—  30    —  45     +45     +30     +18     +  15, 
+  102     +  102     +  102     +  102     +  102, 


+ 

102 

^+ 

72 

— 

24 

— - 

9 

— 

33 

+ 

11 

— 

8 

+ 

102 

+ 

132 

+ 

44 

— 

9 

+  57     +  147     +  132     +  120     +  117, 
+  44 

— 9^ 

+  35 


+   3 
—   1 

+   1 
0 


+ 

102 

+ 

120 

+ 

24 

— 

9 

+ 

15 

+ 

3 

— 

8 

— 

5 

— 

1 

+ 

1 
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Es  sind  demnach  nur  +  5  und  ;>  Wurzeln  der  Gleichung.  Da 
unsere  Gleichung  nur  vom  4*®"  Grade,  so  ergeben  sich  die  beiden  an- 
deren Wurzeln,  wenn  man  das  Gleichungspolynom  durch  {x  —  5)  (ä;  +  3) 
dividirt,  und  den  Quotienten  x^  —  6a;  —  6  =  0  setzt.  Man  erhält  hieraus 
x=3  ±  yiö. 

121.  Hat  das  letzte  Glied  Am  eine  grosse  Anzähl  von  Divisoren, 
so  bieten  sich  verschiedene  Wege  dar,  um  schon  in  voraus  solche  auszu- 
scheiden, welche  nicht  Wurzeln  sein  können  und  hiedurch  die  Versuche 
abzukürzen.  Einer  der  einfachsten  ist  folgender.  Man  sübstituire  in  dem 
Gleichungspolynome  f{x)  statt  x  sowohl  -{■-  1  als  —  1  und  bemerke 
sich  die  Substitutionsresultate  f{+l)  und  /'( — 1);  beachtet  man  nun, 
dass  diese  beiden  Zahlen  nichts  anderes  sind  als  die  absoluten  Glieder 
zweier  Gleichungen,  deren  Wurzeln  beziehungsweise  um  1  kleiner  und 
grösser  sind  als  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung,  so  erkennt 
man  sogleich,  dass  nur  jene  Faktoren  von  Ä,n  Wurzeln  sein  können, 
welche,  wenn  positiv  genommen,  um  1  vermindert  in/*(-|-l),  und  um 
1  vermehrt  in  f{ — 1)  ohne  Rest  enthalten  sind;  negativ  genommen 
können  aber  nur  jene  Faktoren  Wurzeln  sein,  welche  um  1  vermehrt 
in  /"(+!)  und  um  1  vermindert  in  f{ — 1)  ohne  Rest  enthalten  sind. 
Faktoren,  welche  diesen  Bedingungen  nicht  entsprechen,  sind  nicht  weiter 
zu  berflcksichtigen  und  nur  die  übrigbleibenden  der  obigen  Prüfung  zu 
unterwerfen. 

So  findet  man  für  obiges  Beispiel: 

/•(+  1)  =  176,  /•(-!)  =  -12, 
und  von  den  Faktoren  des  letzten  Gliedes  haben  nur  folgende: 

+  2,   -f  3,   +  5,  -  3 
die  obenerwähnte  Eigenschaft,    daher  nur  diese  weiter  zu  prüfen   sind. 

Bisweilen  kann  man  dadurch  jeden  Versuch  ersparen.  So  z.  B. 
findet  man  für  die  Gleichung: 

X*  —  U3x^  +  21x^  —  82a;  -f  360  =  0, 
143  als  obere  Grenze  der  positiven  Wurzeln;  es  wären  demnach  alle 
Faktoren  von  360,  mit  Ausnahme  von  180,  23  an  der  Zahl,  der  Probe 
zu  unterziehen.  Sucht  man  jedoch  /"(-f  l)  =  iö7,  /( — 1)  =  607,  so 
erkennt  man  sogleich,  dass  diese  Gl.  keine  rationalen  Wurzeln  hat, 
weil  diese  Zahlen,  als  Primzahlen,  durch  keinen  der  um  1  vermehrten 
oder  verminderten  Faktoren  theilbar  sind. 

Hat  man  auf  diese  Weise  die  rationalen  Wurzeln  einer  Gleichung 
gefunden,  so  können  die  übrigen  Wurzeln,  wenn  sie  deren  noch  besitzt, 
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ßj;'  nur  irrational  oder  imaginär  sein  und  man  wird,  .bevor  man  zu  deren 

^r  Berechnung  schreitet,    das  Gleichungspolynom  durch  die  den  rationalen 

%■  Wurzeln  entsprechenden  Wurzelfaktoren  dividiren,  wodurch  man  es  mit 

V-  einer    leichter   zu    behandelnden    Gleichung   von   niedrigerem  Grade  zu 

V'  thun  bekömmt. 


y  Das  Aufsuchen  der  irrationalen  Wurzeln. 

;.'  122.  Bevor    man    zur  Berechnung   der    irrationalen  Wurzeln  einer 

^  vorgelegten  Gleichung  schreitet,    ist  es  nöthig,  die  Stelle  in  der  natür- 

[V  liehen  Zahlenreihe  anzugeben,  an  welcher  dieselben  liegen,  indem  man 

?i»  jede  zwischen  zwei  Grenzen  einschliesst.  Man  kann  diese  Untersuchung 


die  Analyse  der  Gleichung  nennen. 

>i.  Ein  erstes  einfaches  Mittel  hiezu  bietet  uns  der  in    §.  116  ausge- 

|j:  sprochene  Satz  dar.    Sind  +^  '^"^  ."  ff'  ^i®  oberen  Grenzen  der  posi- 

fr  tiven    und   negativen  Wurzeln   und   substituirt  man  in  dem  Gleichungs- 

|^  polynome    der  Reihe    nach    die  Zahlen    0,    1,    2,    3,  .  .  .  </   und    ebenso 

j';  0,  —  1,  —  2, ...  —^',  so  liegt  zwischen  irgend  zwei  aufeinanderfolgenden 

^  dieser   Zahlen   gewiss    mindestens    eine    reelle    Wurzel    der   Gleichung, 

k  wenn   die   diesen  zwei  Zahlen  entsprechenden  Substitutionsresultate  mit 

|:  entgegengesetzten  Zeichen  behaftet  sind.  So  findet  man  für  die  Gleichung : 

f\  f{x)  =  x^-7x+l=0,    f{0)  =  +l,    /•(!)  = -6,    /'(2)=-5, 

r  /•(3)  =  +  7,  /•(-l)=+7,  /'(_2)  =  +  7,  /^(-3)  =  -ö; 

i-  es  liegt  demnach  eine  Wurzel  zwischen  0  und   1 ;  eine  zweite  zwischen 

I'  2  und  3;  eine  dritte  zwischen  — 2  und   — 3,  womit  auch  sämmtliche 

|: .  Wurzeln  der  Gleichung  entdeckt  und  getrennt  sind. 

L  Allein  sehr  häufig  geben  sich  auf  diesem  Wege  nicht  so  viele  reelle 

I  Wurzeln    zu    erkennen,    als   der  Ordnungsexponent   der  Gleichung  Ein- 

f/  heiten  enthält,    oder  so  viele,    als   nach   den    in    §.    96    vorgetragenen 

|-  Sätzen   der  Gleichung  möglicherweise  zukommen  können,    und  es  wäre 

I  voreilig  zu  schliessen,    dass  die  fehlenden  Wurzeln,    wenn  ihre  Anzahl 

t  gerade,    sämmtlich   imaginär    seien.    Denn  haben  die  den  beiden  Wer- 

|,.  then  x  =  a   und  ic  =  a+l    entsprechenden  Substitutionsresultate   f{a) 

^;  und  f{a-\-  1)  entgegengesetzte  Zeichen,  so  können  nach  §.   116  zwischer 

I  a  und  a  +  1  auch  mehrere  Wurzeln  in  ungerader  Anzahl  liegen.  Hin- 

I  gegen    kann   eine   gerade  Anzahl    von  Wurzeln,    oder   auch    gar    keine 

I  zwischen  a  und  a+  1  liegen,  wenn  f[a)  und  f(a  +  1)  gleiche  Vor- 
zeichen haben.  Kommt  eine  zwischen  a  und  a  +  1  liegende  Wurzel  der 
Gleichung  mehrmals  z.  B.  pm^A  zu,  so  wird  sich  diese  nur  verrathen, 
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e  Zahl  ist.  Indessen  können  und  werden  wir  im 
anehmen,  dass  die  Gleichung  keine  gleichen  Wurzeln 
100  gelehrten  Vorschriften  uns  die  Mittel  liefern, 
3n  und  die  Gleichung  davon  zu  befreien, 
leicht  ein,  dass  mehrere  zwischen  a  und  a  +  1 
sogleich  trennen  würden,  wenn  man  statt  x  nach 
a  +  2d, . . .  a  +  1  substituiren  und  dabei  d  kleiner 
erenz  der  dazwischen  liegenden  Wurzeln  wählen 
i  abgesehen,  dass  die  von  Lagrange  gelehrte 
;hen  Zahl  ö  sehr  weitläufige  Rechnungen  erfordert, 
den  dritten  Grad  übersteigt,  so  wird  dieses  Ver- 
'zunehmenden  Substitutionen  wegen  geradezu  unaus- 
^'urzeln  einander  sehr  nahe  liegen.  Der  folgende 
en  meisten  dieser  ohnehin  in  der  Praxis  selten 
rigeren  Fälle  einfacher  und,  was  ihm  einen  beson- 
it,    immer    sicher    und    ohne   alles    Probiren    zum 


Lehrsatz.  Es  sei  f{x)  =  0  die  gegebene  Glei- 
ide,  deren  Wurzeln  wir  sämmtlich  von  einander 
zen  wollen  und  f  {x)  die  erste  abgeleitete  Funk- 
en wir  auf  die  beiden  Funktionen  f{x)  und  f^{x) 
en  zur  Bestimmung  des  grössten  gemeinschaftlichen 
1  Unterschiede ,  dass  wir  die  bei  den  aufeinander- 
iich  ergebenden  Reste  mit  entgegengesetzten  Zeichen 

wenn  die  so  geänderten  Reste  mit 

R^,  -R^,  2?3,   ....  B,n-i  , 

ienteu  mit 

Ön   Q.^   Ca «'"-1 

ffenbar  folgende  Gleichungen: 

n,  =  Q.,R,     -/?,  }  (1) 


Rin  -3  Qnt-i  R,n-2         i^m-  1  • 

Leihe  der  Funktionen: 

f'{x).  R,     i?,,  R, R,n-i,  (2) 

ht   einzusehen,    im    Allgemeinen  immer  von  einem 
Irigeren  Grade    als    die    vorhergehende    und    deren 
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I 


- 


letzte  Bm-i  vom  0*®*  Grade  oder  von  x  unabhängig  i 
aussetzung  nach  die  Gl.  /*(a;)  =  0  keine  gleichen  'V 
f{x)  und  f'{x)  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  be 
sich  folgender  Satz  erweisen: 

Substituirt  man  in  der  Funktionenre 
nach  einander  zwei  Zahlen  j'  und  g,  von  v 
sein  soll,  so  erhält  man,  indem  man  von 
werthen  der  Substitutionsresultate  gan 
und  nur  auf  die  Zeichen  derselben  sieht,  z 
reihen,  die  eine  für  x=^py  die  andere  fCI 
letztere  Zeichenreihe  kann  nie  mehr  Ze 
haben,  als  die  erstere,  wohl  aber  weniger, 
zwischen  p  und  q  genau  so  viele  reelle 
Gleichung  f{x)^=0,  als  die  zweite  Zeicl 
x  =  qy>p)  weniger  Zeichenwechsel  hat  als  < 

Zum  Behufe    des   Beweises   müssen    wir    folgende 
voranschicken. 

1*®'  Hilfssatz.  Ist  die  Funktion  f{x)  in  de 
eines  Werthes  von  x=ia  im  Zustande  des  ^ 
ist  für  diesen  Werth  von  rc,  f'{x)  positiv;  is 
der  Nähe  von  x  =  a  im  Zustande  des  Abneh 
f'{x)  für  x=a  negativ.  Umgekehrt:  Die  Fun 
in  der  Nähe  des  besonderen  Werthes  a;  =  a 
des  Wachsens  oder  Abnehmens,  je  nachdem 
oder  negativ  ist. 

Denn  es  ist,  wenn  man  in  f{x),  a-^-d  a^n  die  St 
[§•  91]: 

fia  +  d)  =  f{a)  +  8f'{a)  +  d*(^  +  <J»^ 

oder : 

f{a  +  <J)  -  f{a)  =  8f\a)  +  6'^^  +  ö^(^ 

aus  welcher  Gleichung  unmittelbar  die  Richtigkeit  de 
wenn  man  bedenkt,  dass  einerseits  f{x)  in  der  Nähe 
für  sehr  kleine  Werthe  von  d)  im  Zustande  des  Wa« 
nehmens  ist ,  jenachdem  die  Differenz  f{a  +  d)  —  f( 
negativ  ist;  anderseits  für  hinreichend  kleine  Werthe 
chen  des  zweiten  Theiles  der  Gleichung  bloss  von  d 
r{a)  abhängt.  [§.  16,  k.] 
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Ist  übrigens  a  eine  Wurzel  der  Gl.  f{x)  =  0,  so  ist  f{a)  = 
es  folgt  somit  aus  der  letzten  Gleichung : 

f{a  +  ö)  =  dr{a)  +  d^f^  +  ö^(^+.  .  .  , 

und  wenn  man  hierin  —  6  statt  ö  schreibt: 

f{a-d)  =  -öf'{a)  +  ö^f^-d»CS^K... 

woraus  man  sieht,  dass  die  Funktion  f{x)  7or  dem  ] 
gange  durch  die  Nulle  mit  /"(a)  entgegenges 
Zeichen,  nach  dem  Durchgange  gleiches  Zeichen  b 
was  für  die  Folge  bemerkt  zu  werden  verdient. 

2*®'  Hilfssatz.  Wenn  irgend  eine  aus  der  Reil 
Funktionen  (2),  z,  B.  Ek,  für  einen  besonderen  Wer 
x  =  c  verschwindet,  80  haben  die  beiden  benachl 
Funktionen  Ek-i  und  Ek+i  für  diesen  Werth  von 
entgegengesetzte  Zeichen;  nie  können  aber  zwei 
telbar  aufeinanderfolgende  Funktionen  für  den 
Werth  von  x  zugleich  verschwinden. 

Denn  betrachtet  man  drei  benachbarte  Funktionen: 
Ek-i,  Ek  und  Ek+u 
so  bestellt  zwischen  ihnen  die  identische  Gleichung: 

-R*— 1  =  Qk+v '  -R/k  —  -R*+i ; 
setzt  man  in  dieser  Gleichung  o;  =  c  und  nimmt  man  an,  dass  ffi 
Werth  von  ä,  Ek  =  0  wird,  so  folgt  aus  (3)  sogleich  Ek-i  =  - 
wodurch   der   erste    Theil   des  Satzes   gerechtfertiget  ist.    Wür< 
nebst  Ek  auch  noch  Ek+i  für  x  =  c  verschwinden,  so  müsste 
der  Gl.  (3)  auch  Ek-i  für  diesen  Werth   von  x  sich  auf  0  re 
dann   würden    aber  in   Folge    der  Glgn.  (l)   auch   alle   vorherg 
und  nachfolgenden  Funktionen  für  o;  ==  c  verschwinden,  was  nie 
lieh  ist,  weil  der  Voraussetzung  nach  die  Gl.  f{x)  =  0  keine 
Wurzeln  hat. 

Denken  wir  uns  nun  in  die  Funktionenreihe  (2)  nicht  i 
den  p  und  q,  sondern  auch  alle  zwischenliegenden  substitv 
resultirenden  Zeichenreihen  aufgeschrieben.  Da  jede  diesei 
\en  ihr  Zeichen  nur  dann  ändern  kann,  wenn  sie  durch  0  j 
d  die  Anzahl  und  Lage  der  Zeichen  Wechsel,  welche  die 
jstitution  a?=i>  hervorgehende  Zeichenreihe  darbietet,  in  den 
Zeichenreihen  so  lange   unverändert  bleiben,    bis  x  einen    : 
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genden  Werth  erreicht,  welcher  eine  dieser  Funktiooen  =  0 
behaupten  nun:  ' 

SS  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  sich  nicht 
^enn  für  irgend  einen  zwischen  p  und  q  liegen- 
th  von  X  eine  oder  mehrere  der  Funktionen 
?jj,  .  .  .  Rm-\  der  Nulle  gleich  werden. 

SS  jedesmal  ein  Zeichenwechsel,  aber  nur  einer 
geht,    so    oft    die    erste   Funktion    f{x)    in    dem 
e  von  X  =  p  bis  x  ==  q  durch  0  geht. 

Es  sei  c  ein  zwischen  p  und  q  liegender  Werth  von  x,  für 
e  der  Zwischenfunktionen  z.  B.  Ek  verschwindet,  und  d  eine 
lil,  dass  innerhalb  des  Intervalles  x  =  c  —  ö  bis  a:  =  c  +  (J 
enachbarten  Funktionen  ==  0  wird,  so  genügt  es  offenbar, 
m  der  Zeichenreihe  bloss  für  die  drei  Funktionen  JR^—i,  Bi 
u  untersuchen ;  berücksichtiget  man  nun  den  Hilfssatz  2), 
dass  für  die  drei  Werthe  x  =  c  —  J,  x  =  c^x  =  c  +  d 
de  vier  Zeichenstellungen  möglich  sind: 


B,-i,Bk,Bk.i 

I^k—U  I^k^^k  +  l 

I^k—U  Rkil^k  +  i 

Rk—lt  Rh  ^fc+1 

<J+     +     - 

-  +  +  !  + 

+ 

+     0     - 

-    0    + 

+     0     - 

-      0      + 

d+ 

-  -  + 

+   +   - 

-    +    + 

cht  man  die  den  Werthen  x  =  c  —  d  und  x=^c-{-6  ent- 
Zeichenreihen,  so  sieht  man,  dass  nur  die  Lage,  nicht  aber 
der  Zeichenwechsel  sich  geändert  hat.  Da  sich  nun  dasselbe 
nderen  der  Funktionen  f  {x)  bis  i?,»_2  zeigen  lässt,  so  wird 
i  Zeichenwechsel  weder  verloren  noch  gewonnen,  wie  viele 
n  der  ersten  und  letzten  liegenden  Funktionen  (2)  und  wie 
1  auch  durch  0  gehen  mögen,  während  x  von  dem  Werthe 
q  übergeht. 

Nehmen  wir  nun  aber  an,  dass  für  x:=c  die  erste  Funk- 
jrschwinde,  also  c  eine  Wurzel  der  Gleichung  f[x)=rO  sei. 
der  Voraussetzung    nach    keine   gleichen  Wurzeln    hat,    so 
für   X  =  c   nicht    verschwinden,   und   da   nach    dem   obe 
die   Anzahl   der   Zeichenwechsel    sich   nicht   ändert,    wei 
genden  Funktionen  für  x  =  c  verschwindet,    so  genügt  e 
usten  Glieder  der  Zeichenreihen  zu  betrachten.    Mit  ROc" 
n  Hilfssatz    l)   können    hier   nur   folgende   zwei  Fälle  eii 
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f{x),  fix)  fix),  fix) 

ftjiv  X  =  c  —  d       +        —  ,  —        4- 

oder 
'    X  =  c  0         -  0        + 

-    X  =  c  -^  d       —        —  +       + 

woraus  man  ersieht ,  dass  bei  dem  Uebergange  von  x  =  c  —  d  zu 
X  =  c  +  d  ein  Zeichen  Wechsel  verloren  gegangen  ist ,  aber  auch  nur 
einer,  und  zwar  derjenige,  welchen  die  beiden  ersten  Funktionen  f{x) 
und  f'{x)  unmittelbar  vor  dem  Durchgange  durch  die  Wurzel  x  =  c 
darbieten. 

Aus  vorstehenden  Sätzen  ergeben  sich  nun  folgende  Schlüsse.  Es 
seien  a,  5,  c,  .  .  .  reelle  Wurzeln  der  Gl.  f(x)  =  0,  welche  zwischen 
den  Zahlen  p  und  q  liegen,  nach  ihrer  Grösse  geordnet,  so  dass  a  die 
kleinste.  Setzt  man  in  der  Reihe  der  Funktionen: 

f{x),   f{x),    Äj,    iJg,    A3,  .  .  .  Äm-l 

p  an  die  Stelle  von  x,  so  erhält  man  eine  Zeichenreihe  mit  einer  gewis- 
I  sen  Anzahl  von  Zeichenwechseln.  Lassen  wir  nun  x  stetig  wachsen,  so 
i  kann  von  aj  =  2>  bis  x  :=  a  —  ö  die  Anzahl  der  Zeichenweclisel  sich 
'  nicht  ändern,  weil  f{x)  in  diesem  Intervalle  nicht  durch  0  geht; 
\  höchstens  können  sie  ihren  Ort  verändern ,  wenn  eine  der  Zwischen- 
fonktionen  f  {x)  bis  i?m-2  verschwindet.  Unmittelbar  vor  dem  Durch- 
gange durch  0,  also  für  a;  =  a  —  (J  haben  fix)  und  /' {x)  entgegen- 
gesetzte Zeichen,  nach  dem  Durchgange  gleiche  Zeichen  und  der  an 
dieser  Stelle  vorhandene  Zeichenwechsel  ist  (nach  II)  bei  diesem  Durch- 
gange verloren  gegangen ,  oder  mit  anderen  Worten ,  die  Zeichenreihe 
för  X  =z  a  '\'  6  hat  um  einen  Zeichenwechsel  weniger  als  jene  für 
a;  =  I?.  Lassen  wir  nun  x  weiter  von  a  gegen  h  hin  wachsen.  Von 
xz=za-\-  d  bis  x  ^=  h  —  d  kann  t'{^)  sein  Zeichen  nicht  ändern;  die 
Zeichenfolge,  welche  die  zwei  Funktionen  f{x)  und  f'  ['^)  für  a;  =  a-|-(J 
darbieten,  muss  aber  an  der  Stelle  x=^h  —d  wieder  in  einen  Zeichen- 
wechsel sich  verwandelt  haben  (weil  diese  beiden  Funktionen  vor 
dem  Durchgänge  durch  0  entgegengesetzte  Zeichen  haben);  dieser  Zei- 
chenwecbsel  kann  aber  nur  dadurch  entstanden  sein ,  dass  /' (^)  von 
x=za  -{-  ö  bis  dJ  =  ?>  -  d  sein  Zeichen  geändert  hat ,  also  in  diesem 
ervalle  durch  Ü  gegangen  ist,  wodurch  jedoch  (nach  I)  die  Gesammt- 
)1  der  Zeichenwechsel ,  welche  die  Zeichenreihe  für  a?  =  a  -|-  ^  be- 
zt,  keine  Aenderung  erfährt;  es  ist  nur  ein  bereits  vorhandener  Zei- 
^nwechsel  an  diese  Stelle  hingerückt.  Wir  haben  demnach  unmittelbar 
dem  Durchgange .  durch  die  zweite  Wurzel  genau  so  viele  Zeichen- 
'hsel,  als  unmittelbar  nach  dem  Durchgange  durch  die  erste  Wurzel; 

Ubb,  Hök  Mathematik,  I.  3.  Aufl.  14 
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zugleich  sind  die  zwei  Funktionen /"(j;)  undf'{x)  vor  dem  Durchgange 
durch  die  zweite  Wurzel  wieder  entgegengesetzten  Zeichens.  Dieser 
Zeichenwechsel  geht  bei  dem  Durchgange  durch  die  zweite  Wurzel 
(nach  II)  wieder  verloren,  folglich  hat  die  Zeicheureihe  für  x==b'{-ö 
schon  um  zwei  Zeichenwechsel  weniger  als  jene  für  x=p.  Diese  Schlüsse 
gelten  offenbar  für  jeden  folgenden  Durchgang  von  f{x)  durch  0,  so 
dass  bei  jedem  solchen  Durchgange  ein  Zeichenwechsel  verloren  geht. 
Liegen '  demnach  k  reelle  Wurzeln  zwischen  p  und  q ,  so  muss  die 
Zeichenreihe  für  xz=q  genau  um  k  Zeichenwechsel  weniger  haben,  als 
jene  für  x  =  p. 

Hat  die  Gl.  f{x)  =  0  auch  gleiche  Wurzeln,  so  entdeckt  sich  dies 
von  selbst,  wenn  man  auf  die  beiden  Funktionen  f'{x)  und  r {x)  das 
Verfahren  des  grössten  gemeinschaftlichen  Divisors  anwendet,  indem 
dabei  einer  der  Reste,  z.  B.  R)f  +  i=zO  wird.  Der  vorhergehende,  Rk 
ist  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  der  Funktionen  f{x)  und/'(^) 
und  die  Gl.  f[x) :  R^  =  ip  ix)  =  0  enthält  bekanntlich  sämmtliche 
Wurzeln  der  Gl.  f[x)=^0,  jede  nur  einmal;  es  kann  nun  die  Gl. 
i/;(a:)  =  0,  wenn  es  nöthig  sein  sollte,  nach  dem  Sturm'schen  Lehrsatze 
analysirt  werden. 

In  Bezug  auf  die  praktische  Anwendung  der  Sturm'schen  Methode 
zur  Analyse  der  Gleichungen  mögen  noch  folgende  Bemerkungen  eine 
Stelle  finden. 

1)  Man    substituire  in  der  Funktionenreihe  (2)  zuerst  die  Werthe 

—  00 ,  0,  +  ^ ;  haben  die  drei  dadurch  entstehenden  Zeichenreihen 
beziehungsweise  a,  ß ,  y  Zeichenwechsel ,  so  ist  a  -^  y  die  Gesammt- 
zahl  der  reellen  Wurzeln,  unter  denen  sich  a  —  ß  negative  und  ß  —  y 
positive  befinden.  Hierauf  kann  man  statt  x  successive  die  Werthe 
-|-1»  +2,  +3,...,  —  1,  — 2,  — 3,...  setzen,  bis  man  zwei  Zeichen- 
reihen erhält,  die  eine  für  x  =  +  ^,  die  andere  für  x=:  —  g\  welche 
beziehungsweise  mit  jenen  für  a;  =  -|-  oo  und  =  —  oo  übereinstimmen, 
so  kann  offenbar  zwischen  -f  Sf   und  +  ^ »   und   zwischen    —  g'    und 

—  00  keine  reelle  Wurzel  mehr  liegen ;  es  sind  g  und  —  g'  die  oberen 
Grenzen  der  positiven  und  negativen  Wurzeln  und  die  Substitutionen 
brauchen  nicht  weiter  fortgesetzt  zu  werden ;  die  Vergleichung  der  ver- 
schiedenen aufeinanderfolgenden  Zeichenreihen  gibt  sofort  den  Ort  jeder 
einzelnen  reellen  Wurzel. 

2)  Das  Mühsamste  bei  diesem  Verfahren  bleibt  immer  die  Ent- 
wickelung  der  Funktionen  i2,  bis  -R„,_,,  weil  dabei,  namentlich  wenn 
die  Gleichung  von  höherem  Grade  ist  und  grosse  Coefficienten  hat,  oft 
sehr  grosse  Zahlen  zu  multipliciren  kommen.  Einige  Erleichterung  ver- 
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schafft  bisweilen  die  Bemerkung ,  dass,  wenn  man  aaf  einen  Rest  Bk 
kommt,  welcher  innerhalb  der  Grenzen  p,  q  sein  Zeichen  nicht  ändert, 
die  Operation  hiebei  abgebrochen  und  die  folgende  Untersuchung  auf 
die  Funktionen: 

f{x),  r{x),  B,,  i?„..  .Bk 
beschränkt  werden  kann.  Der  Grund  erhellt  leicht,  wenn  man  bedenkt, 
dass  unter  der  gemachten  Voraussetzung  in  der  Reihe  der  Funktionen 
Rki  Bk+u...Bm-i  von  x=p  bis  x  =  q  keine  Aenderung  in  der  Zahl 
der  Zeichenwechsel  eintreten  kann.  Diese  Bemerkung  lässt  sich  mit 
Vortheil  auf  den  Rest  B,h-s  vom  2*«"  Grade  anwenden,  welcher  zwischen 
den  Grenzen: 

p  =  —  oo,  g  =  -j-oo 
sein  Zeichen   nicht   ändert,    wenn    das   Quadrat   des   2^"  Coefficienten 
kleiner  ist  als  das  vierfache  Produkt  des    ersten   und   letzten,   weil   in 
diesem  Falle  die  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  Bni~.3=0  imaginär  sind. 

3)  Da  der  letzte  Rest  von  x  unabhängig  ist,  so  braucht  man  seinen 
Zahlen werth  nicht  zu  entwickeln;  es  genügt  die  Eenntniss  seines  Zei- 
chens ;  dieses  ist  aber  nach  dem  Hilfssatze  2)  das  entgegengesetzte  von 
jenem,  welches  der  Rest  vom  2*«°  Grade  für  jenen  Werth  von  x  erhält, 
welcher  den  Rest  vom  1*®^  Grade  auf  Null  reducirt. 

Zur  Erläuterung  des  Verfahrens  mögen  folgende  Beispiele   dienen. 

1^8  Beispiel.  Sei  die  Gleichung: 

f{x)  =  ic»  —  7aj  +  1  =  0 
gegeben,  so  ist: 

nnd  man  findet: 

B^  =  14a;  —  3,  jR^  =  +  1345 ; 
man  erhält  daher  folgende  Zeichenreihen: 


Es  sind  daher  alle  drei  Wur- 
zeln reell,  und  sie  liegen 
zwischen  —  2  und  —  3 ;  0 
und  1 ;  +  2  und  +  3,  wie 
bereits  §.  122  gefunden 
wurde. 

14* 


Anz.  d. 

Zeich. 

-Wechs 

für  «  =  —  OD  : 

-  +  -  + 

3 

•   z=  —  S 

-  +  -  + 

3 

x=  —  2 

+  +  -  + 

2 

«=  —  1 

+ + 

2 

x=        0 

+  --  + 

2 

«=+  1 

+  + 

1 

x=+  2 

-  +  +  + 

1 

x=+  3 

+  +  +  + 

0 
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2*®^  Beispiel.  Es  sei  die  Gleichung: 

f{x)  =  a?»  —  8a;»  +  4x  —  1  =  0 
zur  Analyse  vorgelegt,  so  erhalten  wir: 

f{x)  ==  a:5  _  8a?3  +  4a;  —  1 :      r{x)  =  bx^  —  24a;*^  +  4 ; 
l?j  =  16a;3  —  16a;  +  5;  R^  =  304a;«  +  25a;  —  64; 

i?3  =  14467a?  —  5456  ;  R4  =  + 

der  Werth  von  R^  wurde  nicht  gerechnet,  sondern  nur  sein  Zeichen 
bestimmt ,  welches  -f-  sein  muss ,  da  für  den  aus  R^  =  0  folgenden 
Werth  von  x,  R,^  negativ  wird.  Man  findet: 

Anz.  d. 
Zeich.-Wechs. 

füra;==  —  oc: 1 1 1-  5 

-^=-3     _+-+_+  5 

.    x=-  2     + +  -  +  4 

-  ^  =  -  1      +-  +  +-+  4 

-  ^  =       0    -  +  + +  -^ 

-^==+1 +  +  +  +  1 

-  a;  =  +  2        --  +  +  +  +  1 
,    x  =  +  3     +  +  ++  +  +              0 

Die  Gleichung  bezitzt  daher  5  reelle  Wurzeln,  von  denen  2  nega- 
tiv in  den  Intervallen  {  -  2 ;  —  31  und  {();  -■  1}  und  3  positiv  sind; 
von  letzteren  liegen  zwei  in  dem  Intervalle  |();  1}  und  eine  in  dem  In- 
tervalle {2;  3|. 

Um  die  zwei  in  dem  Intervalle  |0:  1  j  Hegenden  Wurzeln  zu  tren- 
nen, versuchen  wir  zuerst,  ob  dies  nach  §.  116  gelingt,  indem  wir  in 
f\x)  der  Reihe  nach  die  Werthe  0,1;  0,2;  0,3  u.  s.  w.  substituiren ; 
wir  erhalten: 

/'(0,1)  =     -  0,608  und    schliessen  sofort  aus  den  Zeichenwechseln, 

/'(0,2)  =    -  0,264  dass  eine  dieser  Wurzeln  zwischen  0,3  und  0,4, 

/'(0,3)  =  —  0,014  die  andere  zwischen  0,5  und  0,6  liege.    Hiemit 

/•(0,4)  =  -f  0,098  sind  sämmtliche  Wurzeln  der  Gl.  getrennt,  und 

/'(0,5)  =  -f  0,031  können    nun    nach    den    später   zu   erklärenden 

/■(0,6)  =  —  0,250  Näherungsmethoden  berechnet  werden, 
u.  s.  w. 

3*®^  Beispiel.  Die  gegebene  Gleichung  sei: 

x^  +  40a;3  +  I85a^^  —  198a;  -f  48  =  0 ; 
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es  kommt : 

f{x)  =  a:*  +  40a;»  +  185a?«  _  iggrc  +  48 
r\x)  =  2x^  +  60a;2  _|_  ^gg^  __  99 
i?i  =  415a;*  +  2147a;  —  1086 
E^  =  11478077a;  —  5327841 

füra;=  —  CO  H 1 1~  4  Zeich.-W. 

.rr  =  —  40  H 1 h  4       -       - 

-a;  =  —  30 1 h  3       -      - 

-a;=—  10 y  -\ h  3       -       - 

-    x=  0         H h  2       -      - 

.a;=+l  ++.+  +  +  0       -      - 

Die  Gl.  hat  daher  vier  reelle  Wurzeln ,  wovon  2  negative  in  den 
Intervallen  |0;  —10},  |^30;  —40}  (deren  Grenzen  nach  §.  116  leicht 
enger  zusammengezogen  werden)  und  zwei  positive  in  dem  Intervalle 
|0  ;   1 }  liegen. 

Zur  Trennung  der  letzteren  haben  wir  zuerst  wieder  nach  §.   116: 
f{0)=  +  48  Da  die  Substitutionsresultate  das  Zeichen  nicht 

/'(O.l)  =  +  30,0901  ändern,  so  liegen  die  Wurzeln  zwischen  zwei 
/'(0,2)  = -|-  16,1216  aufeinanderfolgenden  dieser  nur  um  0,1  ver- 
/'(0,3)  =  +  6,3381  schiedenen  Werthe  von  x  und  zwar,  wie  man 
/^(0,4)  =  +  0,9856  aus  dem  Gange  dieser  Resultate  vermuthet, 
/•(0,5)  =  +  0,3125  zwischen  0,4  und  0,5.  Um  uns  hievon  zu  über- 
/'(0,6)  =  4"  4,5696  zeugen,  substituiren  wir  diese  beiden  Werthe 
u.  s.  w.  in  die  Reihe  der  Sturm  'sehen  Funktionen  und 

erhalten : 

für  X  =  U,4         H +       2  Zeich.-W. 

^  =  0,5         +  +  +  +  +       0       -        - 

wo  nun  der  Verlust  von  zwei  Zeichenwechseln  andeutet,  dass  in  der 
That  zwischen  0,4  und  0,5  zwei  reelle  Wurzeln  liegen,  deren  gemein- 
schaftliche Anfangsziffern  somit  0,4  sind. 

Man  könnte  nun  auf  diese  Weise  fortfahren  und  zunächst  nach 
§.116  versuchen,  ob  sich  die  beiden  Wurzeln  in  der  zweiten  Dezimal- 
stelle trennen  und  wo  nicht,  die  denselben  gemeinschaftliche  zweite 
Dezimalstelle  nach  Sturm  bestimmen  u.  s.  w.  Wir  werden  jedoch  spä- 
ter [§.  131]  ein  Verfahren  kennen  lernen,  nach  welchem  die  weitere 
Trennung  solcher  nahe  gleichen  Wurzeln  gleichzeitig  mit  der  Berech- 
nung derselben  mit  Leichtigkeit  ausgeführt  wird,  so  dass  es  immer 
genügt,   durch    die   hier   vorgetragene  Analyse   die    den  nahe  gleichen 
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Wurzeln   gemeinscbaftliche  Ziffer   an    der   eisten   Dezimalstelle   zu  be- 
I*  stimmen. 

1^ 

^^^  124.  Auch  von  dem  folgenden,    von  Budan  herrührenden  Lehr- 

er satze  kann  man  zum   Behufe  der  Trennung  der  Wurzeln  öfter  vortheil- 

f^-  .  haften  Gebrauch  machen. 

s:  Es   seien    aund    6zwei    beliebigeZahlenund&^o; 

h  man    bilde    aus    der    gegebenen    Gleichung    /*(a:)  =  0    die 

^  Gleichungen: 

l  f{x  +  a)  =  0,,.{l).         f{x  +  b)  =  0...  (2) 

I  deren  Wurzeln  beziehungsweise  um  aundZ>kleiner  sind 

f  als  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung.    Hat  nun  die 

tP  Gl.  f{x)  =  0  Ä  zwischen  a  und  h  liegende  reelle  Wurzeln, 

f;  so    besitzt   die  Gleichung   /(a;  +  6)  =  0   mindestens   um  Ä 

J^v  Zeichenwechsel  weniger  als  die  Gl.  f{x  -{-  a)  =  0. 

l  Beweis.    Setzen  wir  zuvörderst  voraus,    die  Gl.  f{x)  =  0  habe 

K  nur  eine  reelle  Wurzel  innerhalb  der  Grenzen  aund  6,  so  müssen  die 

t  letzten  von  x  freien  Glieder  in  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  nach  §.  116 

>4  entgegengesetzte  Zeichen,    daher  diese  beiden  Gleichungen  selbst 

^^  eine  ungleiche  Anzahl  von  Zeichenwechseln  haben,  indem, 

wie  man  sich  leicht  überzeugt,  eine  Gleichung,  deren  erstes  und  letztes 
^  Glied  mit  gleichen  Zeichen  behaftet  sind,    nur  eine  gerade  Anzahl  von 

[*  Zeichenwechseln    zulässt,    diese   Anzahl    hingegen   ungerade   sein    muss, 

I   '  wenn  das  erste  und  letzte  Glied   entgegengesetzte  Zeichen   haben     Da 

^r  solchergestalt   die   Gleichungen   (1)   und    (2)    nicht   gleichviel  Zeichen- 

P*  Wechsel   haben    können,    anderseits   aber   nach   dem   am    Schlüsse    des 

I  §-118  angeführten  Satze  die  Gl.  (2)  nicht  mehr  Zeichenwechsel  haben 

I       ^  kann,  als  die  (l),  so  muss  sie  deren  weniger  und  zwar  mindestens 

P'  um  einen  Wechsel  weniger  besitzen. 

Dies  vorausgesetzt,  seien  die  h  zwischen  a  und  b  liegenden  reellen 

Wurzein  der  Gl.  f\x)  =  0  von   der   kleinsten   angefangen   nach   ihrer 

Grösse  geordnet: 

«1»  «a»  «3,   .  .   .   .   «ft-, 

ferner  seien 

ßl'  ß%^  ßs^   '   '  '   '   ßf^^ 
Zahlen ,    welche   beziehungsweise  zwischen  a,   und  a^ ,   a^  und  a^ ,    o 
^y^  und  a^,  ...  a/j_i   und   Uh   liegen ,    und   denken   wir    uns   endlich   de 

\k'  Reihe  nach  die  Gleichungen : 

f{x  +  a)  =  0,  f{x  +  ß^)  =  0.  f{x  +  ß,)  =  0,  f{x+ß,)  =  0,.,. 
f{^  +  A-i)  =  0,  f{x  +  fe)  =  0, 


^. 


Ü 


*■ 
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Ä  +  1  2in  der  Zahl,  gebildet,  so  hat  nach  Obigem  die  2**  dieser  Glei- 
chungen mindestens  um  einen  Zeichen  Wechsel  weniger  als  die  1*® ;  die 
3*^  mindestens  um  einen  Wechsel  weniger  als  die  2*® ,  somit  mindestens 
um  zwei  weniger  als  die  erste  u.  s.  w.,  endlich  die  (ä  -|-  1)^« ,  /*(a;  +  6)  =  0, 
mindestens  um  h  Wechsel  weniger  als  die  erste  f(^x  -\-  a)  =  0\  womit 
der  aufgestellte  Satz  erwiesen  ist. 

Umgekehrt:  Gehen  bei  dem  üebergange  von  der  Gl.  (1) 
zur  Gl.  (2)  h  Zeichenwechsel  verloren,  so  liegen  höch- 
stens h  reelle  Wurzeln  zwischen  a  und  />. 

Wiewohl  dieser  Satz  uns  nicht  lehrt,  wie  viele  reelle  Wurzeln 
zwischen  zwei  Grenzen  a  und  b  liegen  müssen,  sondern  nur,  wie  viele 
höchstens  dazwischen  liegen  können,  da  der  Verlust  von  Zeichen- 
wechseln auch  von  den  der  Gleichung  zukommenden  imaginären  Wur- 
zeln herrühren  kann,  so  leistet  er  doch  selbst  in  der  oben  ausgespro- 
chenen einfachen  Form  oft  erspriessliche  Dienste.  Zur  Erleichterung 
der  Anwendung  dienen  noch  folgende  Bemerkungen,  von  deren  Richtig- 
keit man  sich  leicht  überzeugen  wird: 

1)  Geht  beim  üebergange  von  (1)  zu  (2)  eine  ungerade  Anzahl 
(2n  +1)  von  Zeichenwechseln  verloren,  so  liegen  zwischen  a  und  b 
mindestens  eine  und  höchstens  (2n  +1))  jedenfalls  aber  eine 
ungerade  Anzahl  reeller  Wurzeln. 

2)  Gehen  jedoch  Zeichenwechsel  in  gerader  Anzahl  2n  verloren, 
so  liegt  zwischen  a  und  b  entweder  gar  keine  oder  eine  gerade  Anzahl 
reeller  Wurzeln. 

3)  Hat  die  Gleichung  f(^x)  =  0  bloss  relle  Wurzeln,  so  ist 
die  Anzahl  der  zwischen  a  und  b  liegenden  reellen  Wurzeln  genau 
gleich  dem  Unterschiede  der  Anzahl  der  Zeich^nwechsel  in  den  Glgn.  (1) 
und  (2).  [Vergl.  §.  96,  IV]. 


Näherungsmethoden   zur   Berechnung    der   irrationalen 

Wurzeln, 

Die  in  den  vorhergehenden  §§.  entwickelten  Methoden  setzen  uns 
in  den  Stand,  jede  reelle  irrationale  Wurzel  einer  Gl.  f[x)  =  0  zwischen 
zw^ei  Grenzen  a  und  a  +  ^  einzuschliessen ,  wo  y  eine  kleine  Zahl 
bedeutet,  so  dass  also  a  ein  genäherter  Werth  der  gesuchten  Wurzel 
ist.  Wir  setzen  im  Folgenden  voraus,  dass  zwischen  diesen  Grenzen 
nur  eine  Wurzel  liege.  Auch  können  wir  uns  auf  die  Berechnung  der 
positiven  Wurzeln   beschränken,    da   sich  jene   der   negativen    auf  die 
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Berechnung  der  positiven  Wurzeln  der  Gleichung  f[  — 
führen  lässt. 

126.  Newton's  Näherungsmethode.  Bezeicli 
die  zu  berechnende  Wurzel  der  Gleichung: 

und  mit  a  einen  genäherten  Werth  derselben,  so  zwar, 


r 

i. 

i" 


sein    soll.    Setzen  wir  in  (1)  x  -=  a  -}-  y,  so  erhalten 
neue  Gleichung: 


A)y'"  + 


/X»'-i)  (a) 


r 


+  . 


{m  —  l)\' 

deren  Wurzeln  sämmtlich  um  a  kleiner  sind  als  die  V 
( 1 )  und  welche  demnach  nothwendig  eine  Wurzel  y  = 

welche  kleiner  ist  als   — ;    aber  auch  nur   eine   solcht 
10 

wenn  deren  mehrere  existiren  würden,    die  Gl.  (l)  ebe 

sehen  a  und  «  +  77.  liegende  Wurzeln   haben  müsste , 

Voraussetzung  streitet.  Wir  finden  diese  Wurzel  näh 
der  Gleichung:  f*  [a)y  +  /*(«)  =  0,  indem  wir  in  ( 
Potenzen  von  y  vernachlässigen,  nud  erhalten  daraus: 

als  genaueren  Werth  der  gesuchten  Wurzel.  Diesen  bei 
neuen  Nfiherungswerth  «j,  setzen  also: 

fia) 


so  ergibt  sich  auf  demselben  Wege : 


•Vi 


_  _  /■(«.! 


/ 


und  X, 


«.  +  yn 


welcher  Werth  von  rr,  wieder  genauer  sein  wird,  als  ( 
mit  welchem,  als  neuem  Näherungswerthe,  die  Opers 
wird,  bis  eine  genügende  Anzahl  richtiger  üezimalstelh 
Bezeichnet  man  den  Fehler  des  angenommenen  N 
a  mit/',  mit/',,  f^,  /.,,  ..  die  Fehler  der  successive  bei 
rungswerthe   und  ist  f  <  (),    so  ist  im  Allgemeinen  /;  < 
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f^  <C  ^^^  fi  <C  ^^^  ^-  s.    w.    Hat  man  daher    die  Wurzel    x^    zwischen 

zwei   Grenzen   eingeschlossen,   deren   Unterschied   nur  —    beträgt  und 

nimmt  man  für  a  das  arithmetische  Mittel  aus  beiden,  so  ist  /'<C0,05; 
es  wird  daher  der  erste  berechnete  Näherungswerth  im  Allgemeinen 
in  der  2^®"  oder  3**°  Dezimalstelle,  der  zweite  in  der  4^®"  oder  5*®", 
der  dritte  in  der  9**"  bis  10**°  Dezimalstelle  u.  s.  w.  noch  richtig 
sein.  Meistens  wird  die  Nfiherung  noch  rascher  erfolgen  und  zwar  um 
so  rascher,  je  grösser  f{a)  gegen  f[a)  ist. 

Da  jedoch  bei  einer  gewissen  Beschaffenheit  der  Wurzeln  die  nach 
einander  erhaltenen  Nfiherungswerthe  der  Wurzel,  statt  dem  wahren 
Werthe  immer  nSher  zu  kommen,  sich  von  demselben  auch  entfernen 
können  (welcher  Fall  übrigens  sehr  selten  eintritt),  so  kann  man  sich 
von  dem  Grade  der  Annäherung,  welchen  man  erreicht  hat,  wenn  man 
bei  einem  gewissen  Näherungswerthe  Or  stehen  bleibt,  leicht  dadurch 
fiberzeugen,  dass,  wenn  a,.  in  der  Ä*®"*  Dezimalstelle  noch  richtig  sein 
soll,  f[ar)  und  /'(a/)  entgegengesetzte  Zeichen  haben  müssen,  wenn 
a'r  den  in  der  Ä'***"  Dezimalstelle  um  eine  Einheit  erhöhten  Werth  von 
ttr  bezeichnet. 

Beispiel.  Es  sei  die  Gleichung: 

fix)  =  x'^  Ax^  -  2aT  -I-  4  =1  0 
gegeben;  durch  Anwendung  des  Satzes  §.  110  findet  man,  dass  die 
Wurzeln  derselben  in  den  Intervallen  {  -  1;  "  2} ,  {0,1}  und  |4,5} 
liegen.  Soll  nun  z.  B.  die  letzte  Wurzel  berechnet  werden,  so  ist  wei- 
ter f{i)=  4,  mX)=  --2,519,  fU:2)-=  -0,8V2,  ^(4,3)  = 
+  0,947;  die  Wurzel  liegt  also  zwischen  4,2  und  4,3  und  wir  neh- 
men als  genäherten  Werth  «  =-i^  4,25  an.  Da  nun  /"(a;)  =  3a:^  — 
Ha;        2,  so  steht  die  Rechnung  so : 

n  =  4,25,  gibt  1\a)  r=  +  0,015625,    J'{a]  =  +  18,1875, 
;/  =        0,000859 
somit  ist : 

X=r=:  a  +  7/  =  4,249 1 1 1 

der  erste  nach  (3j  bereclinete  Näherungswerth.  Da  dieser  im  Allge- 
meinen in  der  3**^"  Dezimalstelle  nicht  sicher  ist,  so  hätten  wir  eigent- 
lich f(a)  und  r(a]  nur  in  so  viel  Dezimalstellen  zu  entwickeln  gebraucht, 
dass  sich  in  y  die  3**"  Dezimale  noch  richtig  ergibt;  aus  dem  Umstände, 
dass  f{a)  so  klein  ist,  schliessen  wir  jedoch,  dass  a  =  4,25  der  Wahr- 
heit schon  sehr  nahe  kommt  und  daher  in  diesem  Falle  diese  erste 
Näherung  schon  zu  einem  Werthe  der  Wurzel  geführt  haben  wird,  der 
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mindestens  in  der  4*®"  oder  5*®"  Stelle  noch  richtig  is 
nächste  NSherung  sogleich  überzeugen  wird.  Wir  setze 
a^  =  4,249141 ;  dies  gibt  /(a, )  =  +  0,0000( 
/^'(a,)  =  +  18,17247;  somit  y^  =  -  -  0,000( 
und  x  =  a^  J^  y^  =  4,2491405381, 

ein    Werth,    welcher   in    der    9*®"  Dezimalstelle   noch 
gleiche  Weise  findet  man  für  die  beiden  anderen  Würz 
und    —  1,102775049,    deren    letzte  als  positive  Würz 
/*( —  x)  :=  x^  -\-  4a;-  —  2x  —  4=0  berechnet  ist. 

126.  Hörne r's  Methode.  Es  sei: 
fix)  =  A^x""  +  A,a:'"-i  +  A^.x''-'^  +  .  .  .  + 
die   gegebene    Gleichung;    transformiren   wir   dieselbe 
deren  Wurzeln  um  a  kleiner   sind,    als    die  Wurzeln 
wählen   wir   für   a   einen    solchen    Werth,    dass    das 
transformirten  Gleichung : 

so  klein    wird,    dass  wir  es  näherungsweise  als  0  ans 
ist  offenbar  ^  =  0  eine  Wurzel  der  Gl.  (2),  somit  x- 
der  Gl.  (1),    Auf  diese  Bemerkung   gründet    sich  folg 
Es  sei : 

I      ^l      I       ^2       I         ^3        I  ^4 L 

^1  —  «0  +  Y^  +  J^  +  jQQQ  i-  J^Q^  -I" 

die  zu  berechnende  Wurzel  und  a?  =  a^  +  -^  ein  genä 

selben,   d.  i.    die   untere  von  zwei  nur    um    0,  l   ause 
Grenzen,    zwischen    welchen    die   Wurzel    liegt;    ver 

Wurzeln  der  Gl.  (1)  um    «o  +     "'   ^^    erhalten  wir 
Gleichung : 

in  welcher  der  Kürze  wegen: 
Statt : 

'^'"  (w—  1)!         '  (m  — 2)! 
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chung  (4)  besitzt  nun  eine  Wurzel: 

100  ^  1000  ^  10000   ^  ■  ^ 

ber  auch  nur  eine  von  dieser  Eigenschaft,  weil  wir 
i-  Vorerinnerung  zu  §.  1 25  gemachte  Voraussetzung 
eben  a^  +  ^-!   und  a^  +  ^^.^—  "«r  eine  Wurzel 

Da  nun  die  Wurzel  (5)   der  Gl.  (4)  <  —  ist,    so 

näherten  Werth  derselben   =  --—  erhalten ,   wenn 

eren  Potenzen  von  x  vernachlässigt  und 
F,„_,  a:  +  F„,  ^  0 

100  F„,_i  ^   ^ 

daher  die  zweite  Dezinialstelle  a.^  der  Wurzel  (oder 
iste  auf  Oj  folgende  von  0  verschiedene  Dezimal- 
Bis  letzte  Glied  der  Gl.  (4)  durch  den  Coefficienten 

des  vorletzten  dividiren  und  dabei  nur  die  erste  bedeutende  Stelle  des 

Quotienten  suchen. 

Sofort  vermindern  wir  die  Wurzeln  der  Gl.  (4)  um  ~- ,   so  besitzt 
die  nene  transformirte  Gleichung: 

n^'"  +  Ko:  ->  +  ...  +  n_2a;«  +  T^-x^  +  F».  =  0        (7) 

eine  Wurzel  x  =  -—-  -A — --^-  -1-  .... ,  welche  <<  -— -  ist  und  sich 
1000^  lOOOO  ^  ^100 

demnach  wieder  nöherungsweise  aus  der  Gleichung: 

Ki_i  X  +  Vln  =  0   ergibt,    woraus   x  =  j^  =  —  ^,  "*        (8) 

folgt.    Die  dritte,  oder  allgemeiner  die  nächste  auf  a^  folgende  bedeu- 
tende Dezimalstelle    der  Wurzel    ergibt   sich  also  abermals  durch  Divi- 

1  des  letzten  Gliedes  der  GL  (7)  durch    den  Coefficienten   des   vor- 

7ten  Gliedes. 

Hierauf  vermindere  man  die  Wurzeln  der  Gl.  (7)  um  -rr^»  so  or- 
ten wir  eine  neue  transformirte  Gleichung: 
r^X-  +  rix^-^  +....+   T7;;_,^2  ^  y;v_^  ^  ^  y.  ^  0,      (9) 
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eiae  Wurzel  x  =---——  +  ,  ^JL^^  +  •  •  •    sich 
10000  ^  100000  ^ 


r;_ix  +  F;;  =  o,    d.  i.    «;  = 


10000 

Auf  diese  Weise  wird  fortgefahren,  bis  eine  g( 
jzimalstellen  der  Wurzel  entwickelt  ist.  Der  g 
lismus  ist,  wenn  man  dabei  das  in  §.  97  gelehi 
jrraationsverfahren  in  Anwendung  bringt,  höchst  ei 
Die  absoluten  Glieder  der  aufeinanderfolgende 
mgen  werden  immer  kleiner  und  im  Verlaufe  de 
vielen  Dezimalstellen  (oder  höchstens  um  eine  n 
in  in  der  Wurzel  verlangt.  Dabei  haben  die  a 
n  an  immer  dasselbe  Zeichen,  weil  der  wahre  W 

auf  derselben  Seite   der  successiven  Näherungsw 

~n  "^  TnT '  "■  ^"  ^'  ^^^S^'  nämlich  grösser  ist  als 

lied  Vm  der  ersten  transformirten  Gleichung  hi 
jiches  oder  entgegengesetztes  Zeichen,  je  nachdem 

—  eine  gerade  (die  0  mit  einbegriffen)  oder  unge 

[n  liegt. 

''as  die  Sicherheit  betrifft,  mit  welcher  die  Quotii 

—  u.  s.  w.  die    aufeinanderfolgenden  Dezimalste 

1,  so  ist  zu  bemerken,  dass  es  allerdings  namei 
ichnung  in  Folge  der  vernachlässigten  Glieder  | 
ch  eine  oder  die  andere  derselben  zu  klein  odei 
igt  sich  jedoch  in  der  folgenden  transformirten  ( 

—  Vr^-'"-  =     -    zu  klein,    so  würde    die    folgen 

V  a 

ing  --    ^^"^     =  ^^:^^^^  und  «3  >  9  ergeben,  was 

ird  daher  a.^  um  eine  Einheit  erhöhen  und  die  0 
Wäre  jedoch  n^  zu  gross ,  so  würde  in  der  fol 
Gleichung   das   absolute    Glied    sein   Zeichen    äi 

1  in  diesem  Falle  zwischen  ((^)  -\-  ^  und  i 
id   bekanntlich : 
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einzusehen,  dass  die  zwei  letzten  Glieder  in  den 
mgen  immer  entgegengesetzte  Zeichen  haben  müssen, 
gative  Vorzeichen  in  (G),  (8),  (10)  erklärt.    Denn 

des  letzten  Gliedes  in  den  aufeinanderfolgenden 
ungen  immer  kleiner  und  kleiner  wird,  so  ist  das 

Nähe  des  Werthes: 

^  =  '''-  +  io  +  rob  +  ---- 

abnehmen  begriffen,  je  nachdem  das  letzte  Glied 
eichungen  negativ  oder  positiv  ist.  Im  ersten  Falle 
1.  Hilfssatz]  der  Coefficient  des  vorletzten  Gliedes, 
ete  Funktion  von  /(a;),  für  eben  diesen  Werth  von 
e  genäherten  Werthe: 

-To'  ""  +  ro+iüö'"-^"- 

legativ  sein. 

erung  dieser  Methode,  welche  unter  allen  bekann- 
grössten  praktischen  Werth  hat,*)  mögen  folgende 
5  ist  schon  oben  bemerkt  worden ,  dass  man  die 
t  so  vielen  Dezimalstellen  entwickelt  und  bis  zu 
lan  in  der  Wurzel  sichere  Dezimalstellen  verlangt, 
den  übrigen  Gliedern  der  transformirten  Gleichun- 
viele  Stellen  beibehalten,  als  auf  die  letzte  Stelle 
s  von  Einfluss  sind. 

Nehmen  wir  die  bereits  oben  behandelte  Gleichung 
')  =  x'^    -   4x^  -  2^  +  4  =.  0 
in  den  Intervallen   {U;    1},  {4;   5j ,   {—1;        2} 
Q   wir    die  zwischen  0  und   1  liegende  Wurzel  mit 
e  liegt ,   wie  man  leicht  findet ,    zwischen  0,  8  und 


6  r  hat  diese  Methode  wesentlich  ausgebildet  und  auch 
aginärer  Wurzeln ,  die  Auflösung  höherer  Gleichungen 
nten  und  transcendenter  Gleichungen  mit  Erfolg  ange- 
uflösung  der  Zahlengleichungen  mit  einer  oder  meh- 
m  S.  Spitzer.  Wien,  1851) 
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x  =  0,8(=a„  +  -^) 


lerter  Werth;    wir   vermindern   die  Wurzeln    i 
iten: 

1—4       —  2  +4 

0,8]     1     —  3,2     —  4,56      +  0,352 

—  2,4     —  6,48 

-  1,6. 
transformirte  Gleichung  ist  sonach: 

x^  —  1,6a?«  —  6,48a;  +  0,352  =  0, 
an: 

3l.  =  _^^=0,05 
100  —  6,48 

)mit   ist  X  =  0,85.    Wir  vermindern  jetzt   die 

um  0,05  und  haben: 

1—1,6       —  6,48  +  0,352 

0,05]  1     —  1,55     —  6,5575       +  0,02412 

—  1,50     —  6,6325 

—  1,45 

5t  daher  die  zweite  transformirte  Gleichung: 

x^  —  1,45a?«  —  6,6325a;  +  0,024125  =  ( 
an: 

^^^^0241^^^ 

1000  —  6,63  ... 

idurch  X  =  0,853  wird.    Wir  vermindern    sofo 
n  Gleichung  um  0,003  und  erhalten: 

2  1,     —1,45       —6,6325         +0,02412 
03]  —  1,447     —  6,636841      -|-  0,00421 

—  1,444     —6,641173 

—  1,441 

insformirte  Gleichung  ist  also: 

r^  _  1,441a;«  —  6,64ll73a?  +  0,004214477 

3  4*®  Dezimalstelle: 

a.  0,0042  ... 

— ^~~  = =  0,0006 

10000  —6,64  ... 

es  gibt  X  =  0,8536  und  wenn  wir  die  Würze 
wieder  um  0,0006  vermindern: 
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! 


1      --6,641173     4-0,004214477 
1       -  6,642038     +  0,000229254 
~  6,64290 

ung: 

—  6,64290j:  +  0,000229254  =  0, 

timalstelle : 

0,000229   .  .  . 
—  h,64   .    .    . 

folgt;  es  ist  also  x  =  0,85363. 

Wir  haben  hier  im  2^°  und  3*®"  Coefficienten  bereits  Dezimal- 
stellen weggelassen ;  denn  da  wir  im  letzten  Gliede  9  richtige  Dezimal- 
stellen brauchen,  der  nöchste  Operationsfaktor  0,00.003  jedoch  schon 
5  Dezimalstellen  hat,  so  bedürfen  wir  im  vorletzten  Coefticienten  nur 
9  —  5  =  4  Stellen  und  eine  zur  Correctur,  also  im  ganzen  nur  5,  im 
2**°  Coefficienten  daher  5  —  5  -|-  1  =  1  Stelle.  Vermindern  wir  jetzt 
die  Wurzeln  der  letzten  Gleichung  um  0,00003,  so  folgt : 

^  1,  —  1,4  —  6,64290  +  0,000229254 
0,03]   —  1,4  —  6,64294  +  0,000029966 
—  6,6430 


|i     somit  als  nächste  transformirte  Gleichung: 


x^  —  l,4a;^  —  6,6430x  -|-  0,000029966  =  0, 

in  welcher,  da  der  nächste  Operationsfaktor  6  Dezimalstellen  hat,  der 
K  vorletzte  Coefficient  nur  mit  4,  der  zweite  eigentlich  mit  4  —  6  +  1=  —  1 
■  ■  Stellen  anzusetzen  ist,    so   dass  wir  in   diesem   auch   die  Einheit   nicht 


mehr  brauchen.  Daraus  folgt,  dass  der  vorletzte  Coefficient  keine 
Aendeiiing  mehr  erleidet,  und  von  jetzt  an  verwandelt  sich  das  Auf- 
suchen der  noch  fehlenden  vier  letzten  Dezimalstellen  der  Wurzel,  wie 
eine  leichte  Ueberlegung,  oder  der  Versuch,  die  folgenden  Transfor- 
mationen wirklich  vorzunehmen,  lehrt,  in  eine  einfache  Division: 

'  0,000029966  :  6,643  =  0,000004511 
3394 
73 
7 

Wurzel  ist  somit  auf  9  Dezimalstellen  richtig:  a;  =  0,853634511. 
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Berechnen  wir  eben  so  die  zweite  in  dem  Intervalle  |4;  öl  lie- 
gende positive  Wurzel.  Wenn,  wie  es  hier  der  Fall  ist,  die  Wurzel 
einen  ganzen  Bestandtheil  hat,  so  ist  es  kaum  nöthig,  sie  in  engere 
Grenzen  einzuschliessen  und  die  Zehntel  noch  nach  §.  116  zu  suchen, 
da  sich  diese  immer  schon  wenigstens  sehr  nahe  durch  die  Horuer'sche 
Methode  ergeben.  Die  folgende  Rechnung  wird  nun  ohne  weitere  Be- 
merkung verständlich  sein;  die  successiven  Transformationen  sind  durch 
einen  Horizontalstrich  getrennt;  die  letzten  zunächst  über  einem  Strich 
stehenden  Zahlen  jeder  Verticalcolumne  sind  die  Coefficienten  der  trans- 
formirten  Gleichung  und  für  die  folgende  Transformation  nicht  neuer- 
dings angesetzt. 


1 

4] 

—  4         —  2 
0         —  2 
+  4          +14 
+  8 

+  4         a;  =  4,249140538 
4:  14  =  0,2 

0,2] 

+  8,2       +  15,64 
8,4            17,32 
8,6 

—  0,872 

0,872  :  17,  .  ,  .  =  0,04 

0,0*] 

2 

+  8,64    +  17,6656 
8,68          18,0128 

-  0,165376 

0,165  ...:  18  =  0,009 

0,09] 

+  8,729+  18,091361 
8,738        18,170003 

8,747 

-  0,002553751 
0  00255...  :  18  =  0,0001 

0,01] 

4 

+  8,717  +  18,170878 
18,17175 

-  0,000736662 
0,000736...  :  18  =  0,00004 

0,04] 

+  8,7      +  18,17210 

-  0,000009778 

18,1724 
0,000009778  :  18,17  =  0,000000538 
693 
148 
Die  Wurzel  ist  demnach  x  =  4,249140538. 

Die  dritte  in  dem  Intervalle  { —  1,  -21  liegende  Wurzel  berech- 
nen wir  endlich  aus  der  Gleichung  /( —  x)^=x^  -^^  \x^  —  2a;  —  4  =  0 
wie  folgt : 

*j  Dieser  Zeichenwechsel  rührt  von  der  zwischen  0  und  4  liegenden  Wurzel 
0,8      ...  her. 
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1 

11 

0,11 

2 

5 

6 

7 

7,1 

7,2 

7,3 

7,302 

7,304 

7,306 

7,307 
7,31 

—  2 

+  3 

9 

9,71 
10,43 

225 

—  4     x=  1,102775049 
-  1 

1  :  9  =  0,1 
-  0,029 

0,029  :  10  =  0,002 

0,02] 
0,07]  ~ 

4 

10,444604 
10,459212 

10,464327 
10,46944 

—  0,008110792 

0,0081  :  10,4  =  0,0007 

—  0,0007857(53 

0,00078  :  10  =  0,00007 

0.07] 

10,46995 

—  0,000052867 

10,4705 
0,000052867  :  10,4705  =  0,000005049 
5145 
957 
somit   die    dritte  Wurzel   x  =  —  1,102775049.    Die  Summe  der  drei 
Wurzeln  ist  =  4,  wie  es  sein  soll. 

128.  DieRegula  falsi.  Man  versteht  hierunter  eine  Auflösungs- 
methode der  Gleichungen,  welche  aus  zwei  bekannten  genäherten  Wer- 
then  der  Wurzel  und  den  Substitutionsresaltaten  derselben  einen  ge- 
naueren Werth  finden  lehrt.  Es  seien: 

f[x)  =  A,x^  +  Ä,x^-^  +  _,  +  A,n  =  0  (1) 

die  gegebene  Gleichung ,  x^  die  gesuchte  Wurzel  und  a,  ,  a^  zwei 
genShcrte  Werthe  derselben  (die  Hypothesen),  so  kann  man  x^=a^  -\-  d^ 
und  Xj^  --=  a^  -|-  d^  setzen,  wo  also  dj,  dg  die  Fehler  der  Hypothesen 
sind  und  kleiner  als  1  angenommen  werden.  Substituiren  wir  a^  =x^  — d', 
und  a,  =  ajj  -     d^  in  die  gegebene  Gleichung,  so  erhalten  wir : 

/(«j=^(^.-<j,)=A^j"V'(^o+<j|^-^--"±<n:^'2f^- 

Beachtet  mau  nun,  dass,  weil  x^  die  gesuchte  Wurzel,  f{x^)  =  0  ist, 
und  dass  d^ ,  d^  kleine  Grössen  sind,  deren  höhere  Potenzen  wir,  da  es 
sich  bloss  um  eine  Näherung  handelt,  vernachlässigen  können,  so  gehen 
die  letzten  Gleichungen  über  in: 

f{a,)  =  -  (J.rK)  und  f{a,)  =  -  ö.f  {x,), 

Hrrii,  Höh.  Mnthematik,  I.  3.  Anit.  15 


(2) 
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iurch  Division: 

ileichung,  welche  zeigt,  dass  die  Sabstitutionsresultate 
?rten  Werthe  der  Wurzel  sich  näherungsweise  verhalten, 
T  dieser  Werthe,  eine  Regel,  welche  man  gewöhnlich  50 
>ie  Fehler  der  Resultate  verhalten  sich  wie 
der  Hypothesen. 

rf  wohl  kaum  der  Erwähnung,  dass  dieser  Satz  immer 
sweisc  gilt  und  um  so  richtiger  ist,  je  kleiner  die  Fehler 
ypothesen  sind.  Aus  (3)  folgt  nun: 

Werth  der  Wurzel  zieht.  Verbindet  man  diesen  mit 
heren  Näherungswerthe ,  «,  oder  a^ ,  je  nachdem  nume- 
[  oder  ^  f{(i^)  ist,  oder  auch  mit  einem  anderen  plau- 
he  und  wiederholt  die  Rechnung  nach  Formel  (4),  so 
ermals  einen  genaueren  Werth  u.  s.  f.  Für  den  Praktiker 
ode  ihrer  Einfachheit  wegen  und  namentlich  desshalb  von 
le ,  weil  sie  auch  auf  transcendente  Gleichungen  unverän- 
ng  findet,  was  darin  seinen  Grund  hat,  dass,  wie  wir 
werden,  jede  Funktion  f{x)  in  die  Form  der  Glgn.  (2) 
'den  kann,  nur  mit  dem  hier  nicht  in  Betracht  kommen- 
)de,  dass  der  rechte  Theil  der  Glgn.  (2)  eine  unendliche 
enn  f{x)  eine  transcendente  Funktion  ist. 
spiel.  Berechnen  wir  die  zwischen  4  und  5  liegende 
leichung  x^  —  4x-  —  2a;  +  ^  =  ^i  so  erhalten  wir: 

f[a^)  =  -I-  19,    somit  rr,  =  4,2 

/-(«,)  = -4 

f{a^)  =  —  0.872        x^  =  4,25 

f{a,)  =  — 0,872 
>  f[a^)  =  +  0,015625     x^  =  4,2491 

191     /"(«/)=  —  0,00073667 
;      /-(aj)  =  +  0,015625     x^  =  4,24914052 
L91     /•(«, )  =  —  0,00073667 
1914052  f{a^)  =  —  0,00000033   x^   =  4,249140538 
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«2 

= 

15 

«1 

= 

14,G 

«a 

= 

14,7 

die  Anwendung    dieser  Methode    auf   trai 
rläutern,  wählen  wir  als 

e  Gleichung   f{x)  z=r  x\ogx  —  17=0, 
men  verstanden.    Man  findet  mit  Hilfe  de 
garithmen tafeln  sehr  leicht,  dass  x  zwischen  14  und  15  liegt  und 
also : 

Ol  =  14  /'(a,)=  -0,954 

f{a.^)=  +  0,G41  ir=  14,6 

/'(a, )  =  —  0,000448 

/•(aj  =  +  0,1595G4       x  =  14,600280. 

Für   diesen  Werth    von    x  reducirt  sich  der  Ausdruck  arloga;  — 
den  ersten  6  Dezimalstellen  schon  auf  0  und  die  Näherung   lässl 
daher,    wenn   man   nur  mit  siebenstelligen  Logarithmen  rechnet, 
weiter  treiben,    da  mit  solchen  der  Werth  von  a;loga?  sich   nur 
Dezimalstellen  richtig  ergibt. 

3^^^  Beispiel.  Man  suche  den  Bogen  x  aus  der  Gleichung 

f{x)  =x  —  0,2  sina;  —  arc(82®  24'  37",85)  =  0. 

Aus   einer  Tafel,   welche    die   Längen   der  Kreisbogen   in  Theilei 
Halbmessers  ausgedrückt  enthält,  findet  man  zunächst: 

arc(82<>  24'  37",85)  =  1,4383348, 
so  dass  die  Gleichung  eigentlich  lautet: 

f{x)  ==  a?  —  0,2  sinic  —  1,4383348  =  0; 
beachtet  man  nun,  dass  x^S2^  sein  muss  und  in  dieser  Gegend 
nahe   =1    ist,   so   ersieht   man   sogleich  aus  derselben  Tafel,    ( 
zwischen    93**   und   94°   liegen   muss,  da   arc93^=  1,623  ... 
arc94°  =  1,641  .  .  .  ist.  Man  setze  also: 

«1  =  93^  so  wird  f{a^)  =  —  0,01490 
a2  =  94^    -      -      f{a^)  =  +  öfiÖ277, 
und  man  erhält,  da  ag  —  aj  =  1°  ist,  nach  (4)  als  genaueren  "V 

a;  =  93°  +  l'-^lJ^^I^  =  93°  +  0°,843  =  93°  50',6 

Setzen  wir  femer: 

a^  =  93°  50',  so  wird  /"(a,)  =  —  0,0001867 

a^  =  93°  51',    -       -      fla^)  =  +  0,0001080  und  hi€ 

.  =  ,3.»'+l'.-~|j»^l|«i=93-50'a8-,0,. 


15^ 
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welcher  Wertli  bis  auf  eine  Einheit  in  der  1^^  Dezimalstelle  der  Glei- 
chung Genfige  leistet. 

Berechnung  gleicher  und  nahe  gleicher  Wurzeln. 

129.  Enthält  eine  Gleichung  wiederholte  Wurzeln,  so  kann  man 
nach  der  in  §.  100  entwickelten  Theorie  aus  derselben  andere  Glei- 
chungen ableiten,  welche  entweder  alle  Wurzeln,  aber  jede  nur  einmal, 
oder  bloss  die  ungleichen  Wurzeln,  oder  bloss  die  wiederholten  Wur- 
zeln, jede  nur  einmal  enthält  und  welche  sofort  nach  den  in  den  vor- 
hergehenden §§.  dargestellten  Methoden  aufgelöst  werden  können.  Man 
kann  jedoch  auch  die  Aufgabe  stellen ,  eine  wiederholte  Wurzel  unmit- 
telbar aus  der  gegebenen  Gleichung  zu  berechnen.  Dass  die  obigen 
Methoden  nicht  ohne  weiteres  auch  auf  solche  Wurzeln  angewendet 
werden  können,  ist  leicht  einzusehen.  Sowohl  bei  Newton 's  als 
Horner's  Methode  wird  die  Verbesserung  eines  schon  genäherten  Wer- 
thes  a  einer  Wurzel  x^  durch  den  Quotienten  — f[a)'.f{a)  gegeben; 
ist  nun  diese  Wurzel  eine  wiederholte,  so  ist  nebst  /*(a?, )  auch  f\x^)r=0 
und  in  den  successiven  Näherungen  convergiren  sowohl  Zähler  als  Nen- 
ner jenes  Quotienten  gegen  die  Nulle,  wodurch  derselbe  unfähig  wird,  die 
gesuchte  Verbesserung  auszudrücken.  Die  Regula  falsi  würde,  wie  dies  aus 
den  Glgn.  (2),  §.  128,  hervorgeht,  die  Auflösung  einer  Gleichung  vom 
,.ten  Qrade  erfordern,  wenn  die  Wurzel  in  der  gegebenen  Gleichung 
rmal  vorkommt,  wodurch  diese  Methode  auch  unbrauchbar  wird.  Die 
Homerische  Methode  lässt  sich  hingegen  mit  geringen  Modificationen 
auch  auf  diesen  Fall  anwenden. 

Sei  nämlich  x  ^:r=i  a  -{-  w  eine  wiederholte  Wurzel  der  gegebenen 
Gleichung  und  a  ein  genäherter  Werth  derselben.  Vermindern  wir  die 
Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  um  a.  so  erhalten  wir  als  transfor- 
mirte  Gleichung: 

(f{w)  =  V,w^  +  F,«;'"-^  +  .  .  .  +  V^^.w^  +  F„,_3«;3  + 

+    V„,,2W'  +    V,n-lW  +    F^  =  0,  (1) 

welche  nun  die  Wurzel  w  mehrmals  enthält. 

Ist  nun  diese  Wurzel  eine  doppelte,  so  ist  nebst  (p{w)  auch  noch 
(p'{w)  =  0,  d.  h.  es  besteht  die  Gleichung: 

rp^tv)  =.  mV,iv^-'+,  .  .  +  3F„e_,w;«  +  2F^  ««;  +  F„,_i  =  0,  (2) 
in  welcher  wohl  F,„_,=/*'(a),  nicht  aber  2Vm-2  =  r'{a)  gegen  Null 
convergirt,  weil  die  Wurzel  nur  als  zweifache  vorausgesetzt  wurde 
und  somit  der  Gl.  qp'  [w)  =  0  nur  einmal  zukommt.    Man  kann  daher 
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nftherungsweise  2  Vm—i  w  +  ^m— i  =  0  setzen ,  woraus  als  genäherter 
Werth : 

^m— 1 
W  =  — 

folgt.    Dieser  Ausdruck    tritt  daher  bei  einer  doppelten  Wurzel  an  die 

Vm 

Stelle  des  Quotienten  — in  §.  126.    Um   daher   die  succcssiven 

Dezimalstellen  einer  doppelten  Wurzel  zu  erhalten,  wird  mau  in  den 
aufeinanderfolgenden  transformirten  Gleichungen  den  vorletzten  Coef- 
ficienten  durch  den  vorvorletzten  dividiren  und  vom  Quotienten  die 
Hälfte  nehmen. 

Ist  die  Wurzel  eine  dreifache,  so  besteht  nebst  der  Gl.  (2)  auch 
noch  die  folgende: 

(p"{w)  =  m{m  —  l)V^w^-^+  .  ..  +2.3F„_3«;  +  2F„,_2  =  0, 
aus    welcher    sofort    näherungsweise    2.3Vm-^w  +  2  7^-2  =  0,   d.  i. 

folgt;  die  successiven  Dezimalstellen  einer  dreifachen  Wurzel  ergeben 
sich  daher,  wenn  man  den  drittvorletzten  Coefficienten  durch  den  viert- 
vorletzten dividirt  und  vom  Quotienten  ein  Drittel  nimmt. 

Auf  diese  Weise  fortfahrend  kommt  man  zu  dem  Schlüsse,  dass 
sich  bei  Anwendung  des  Homerischen  Verfahrens  die  successiven 
Dezimalstellen  der  Wurzel  aus  den  Quotienten: 

Fm  1     'm—l  1    ym--2  ^    ^m—p  +  l 


F„_,  '         2  F«"_2  '         3  "F^_3  '    *  •  •  •        p    F,_p    '       (^) 
ergeben,  je  nachdem  die  Wurzel  eine  1,  2,  3,  .  .  .  oder  |?fache  ist. 

Ein  ausgeführtes  Beispiel  dürfte  bei  der  Einfachheit  der  Sache 
unnöthig  sein;  man  kann  z.  6.  das  Verfahren  auf  die  Gleichung: 

x^  —  2x^  —  x^  +  2x  +  1  =0 
anwenden,  welche  2  Paare  gleicher  Wurzeln  enthält,  das  eine  zwischen 
1,6    und     1,7,    das    andere    zwischen    —0,6    und    —0,7     (nämlich 

180.  Man  kann  die  obigen  Ausdrücke  (3)  noch  in  einer  anderen 
Form  darstellen.  Nehmen  wir  zuerst  an,  die  fragliche  Wurzel  sei  eine 
doppelte,  so  enthält  auch  die  Gl.  (1)  im  vor.  §.  die  Wurzel  w  zweimal; 
betrachten  wir  nun  w  als  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung,  so  sinil 
die  drei  letzten  Glieder  der  Gl.  (I)  von  der  2^®"  ,    die  übrigen  jedoch 
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gr  Ordnung,    so  dass  wir,   mit  Vernachlässigung  dieser  Glie- 
j  der  Gleichung: 

«reise  bestimmen  können.  Nebst  dieser  besteht  aber  noch,  weil 
ppelte  Wurzel,  näherungsweise  die  Gleichung: 
2V,n-2W+   F„._i  =0 

ir  der  bereits  oben  für  w  gefundene  Werth  — ttt/-^-    folgt; 

^  rm    2 

man   aber   aus    beiden  letzten  Gleichungen  die  Grösse   7^-2, 

27 
man  ii?  =  — — -— ;  so  dass  sich  also  aus  beiden  Ausdrücken: 

ym-  1 

^"'-'    und    -  !^- 


2  7,„_2  7m— 1 

slbe  genäherte  Werth  für  w  ergeben  muss  und   zwar    werden 
i  Werthe  einander  um  so  näher  kommen,  je  kleiner  to  ist. 
de   Wurzel   eine   dreifache,   so   bestehen   näheruugsweise   die 
m: 

7m_3t^3  +      Vm-iW^  +  V,n-iw  +   7m  =  0, 

3V,n-BW^  +  27,„_2W^     +    7m-i  =0, 

67m_3w;    +27m_3  =  0, 

te  den  schon  oben  gefundenen  Ausdruck   für  w  =  —      "'~ 

IS  den  beiden  anderen  erhält  man  durch  successive  Elimination 
und   Vm-t  noch  die  Ausdrücke: 

w  =  —  — und  w  =  —    - —    . 

7m— 2  7m_i 

;iner  4fachen  Wurzel  würde  man  auf  demselben  Wege  für  w 
Acker 

__    7m-3  _  2  rm-2        _  3^7m-i        _    4  7m 

47m-4'      '      37„;r3'  2  7m_2'  F^Ii 

.  w.  und  immer  kommen  die  numerischen  Werthe  dieser  ver- 
i  Ausdrücke  einander  um  so  näher,  je  kleiner  w  schon  ist. 

Diese  Ergebnisse  setzen  uns  in  den  Stand,  die  Hörne r'sche 
luch   auf   die  Trennung   und   gleichzeitige  Berech- 
he  gleicher  Wurzeln  mit  Vortheil  anzuwenden, 
len  wir  an,  eine  Gleichung  besitze  zwei  nahe  gleiche  Wurzeln, 
11  ganzen  Bestandtheil  a^  und  die  r  ersten  Dezimalstellen  a^, 

.  ar  gemeinschaftlich  haben,   so  dass   sich   dieselben    erst   in 
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le  trennen.    Hat  man  sich  nun    durch    die  Analyse 
ä  nach  dem  Stürmischen  Lehrsatze,    den  gemein- 

agswerth    a^  -|-    y    verschafft,    so   vermindere  man 

der  Gleichung  um    diese  Grösse    und    erhält   sofort 
die  übrigen  gemeinschaftlichen  Wurzelziffern   aus  den  successiven  trans- 

Y 

formirten  Gleichungen  mittelst  des  Quotienten  ^~-  ,  indem  in  Be- 

zug  auf  diese  Stellen  die  beiden  Wurzeln  offenbar  als  gleiche  zu  be- 
trachten sind ;  die  so  erhaltenen  Dezimalziffern  müssen  mit  jenen  über- 

2V 

einstimmen,  welche  der  Quotient  —        '"     gibt,    was   als   Probe    gilt, 

dass  dieselben  beiden  Wurzeln  angehören.  Auf  diese  Weise  fährt  man 

fort  bis  zu  jener  Dezimalstelle,  an  welcher  sich  beide  Wurzeln  trennen ; 

diese  wird   sich   dadurch   verrathen,    dass    sie  sich  uicht  gleichlautend 

aus  den   beiden  obigen .  Quotienten   ergibt ,   oder ,    wenn   dies  bisweilen 

Y 
noch  der  Fall  ist,  die  aus  —  ;n>'~*    ^^^^  ergebende  Dezimalziffer  einen 

Zeichenwechsel  des  letzten  Gliedes  bewirkt,  was  offenbar  andeutet,  dass 
man  über  die  kleinere  Wurzel  bereits  hinweggegangen  ist.  Die  folgen- 
den  ungleichen   Dezimalstellen   beider  Wurzeln    ergeben   sich    nun   auf 

Y 
gewöhnliche  Weise  aus  dem  Quotienten  — p^"~'  wobei  nur  die  ersten 

ungleichen  Ziffern  a,.+i  und  a,.+i  beider  Wurzeln  einige  Versuche  er- 
fordern werden;  für  a,.  +  i  ist  offenbar  die  grösste  Zahl  zu  nehmen,  fQr 
welche  das  Zeichen  des  letzten  Gliedes  der  transformirten  Gleichung, 
welche  auf  jene  folgt,  die  die  letzte  gemeinschaftliche  Dezimalstelle 
geliefert  hat,  noch  ungtfändert  bleibt;  für  a',+i  die  grösste  Zahl,  für 
welche  dieses  Glied  noch  einen  Zeichenwechsel  erleidet. 

Aehnlich  ist  der  Vorgang,   wenn  die  Gleichung  in  einem  bestimm- 
ten Intervalle  mehr  als  zwei,    z.  B.   jj   nahe   gleiche  Wurzeln   besitzt. 

Bezeichnet  wieder  %  +  .^   ei"en    gemeinschaftlichen  Näherungswerth 

und  hat  man  zunächst  die  Wurzeln  der  Gl.  um  «o  +  iTj  vermindert,  so 
jben  sich  die  folgenden  gemeinschaftlichen  Wurzelziffern  aus  dem 
»tienten  —     "'-/^+i  ^^j^^  müssen  mit  den  aus  dem  Quotienten  —  -  — 

eleiteten   stimmen.     Die  Wurzeln   trennen   sich   an    der   Stelle,   bei 
eher  diese   üebereinstimmung    aufliört   oder   ein  Zeichenwechsel  im 
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letzten  Gliede  andeutet,  dass  die  kleinste  Wurzel  überschritten  ist, 
welche   sodann   aus   der  letzten    transformirten  Gleichung   mittelst  des 

gewöhnlichen  Quotienten  — ^=-~     weiter  entwickelt  werden  kann.    Aus 

derselben  transformirten  Gleichung  erhult  man  die  übrigen  Wurzeln  ohne 
Schwierigkeit  mit  Rücksicht  auf  die  im  letzten  Gliede  eintretenden 
Zeichenwechsel,  wenn  sämmtliche  p  Wurzeln  an  der  ersten  auf  die 
letzte  gemeinschaftliche  Ziffer  folgenden  Stelle  verschiedene  Ziffern  haben. 
Haben  aber  einige  dieser  Wurzeln  an  der  genannten  Stelle  wieder  ge- 
meinschaftliche Ziffern,  so  wird  sich  die  Abtrennung  der  einzelnen  Grup- 
pen durch  den  Verlust  mehrerer  Zeichenwechsel  —  übereinstimmend 
mit  dem  Budan 'sehen  Lehrsatze  —  verrathen  und  es  ist  dann  das 
Verfahren  der  nahe  gleichen  Wurzeln  wieder  auf  eine  jede  solche  ein- 
zelne Gruppe  anzuwenden.  —  Da  übrigens  dieser  Fall  in  der  Praxis 
nicht  leicht  vorkommt,  so  möge  diese  kurze  Andeutung  hier  genügen, 
indem  einige  die  Rechnung  abkürzende  Kunstgriffe  dem  aufmerksamen 
Rechner  sich  theils  selbst  darbieten,  theils  nur  bei  grösserer  Uebung 
geläufig  bleiben. 

Als  Beispiel  wollen  wir  die  bereits  in  §.  123  analysirte  Gleichung: 
x*"  +  40a;*  +  185a?*  —  198iP  -|-  48  =  0  wählen,  welche  zwei  nahe  gleiche 
Wurzeln  in  dem  Intervalle  10,4  und  0,5|  besitzt;  vermindern  wir  da- 
her zunächst  die  Wurzeln  der  Gleichung  um  0,4  und  verfahren  sodann 
nach  obiger  Vorschrift,  so  steht  die  Rechnung  so: 

1+40  +185  —  198  +  48 

0,4]  40,4  201,16  117,536  0,9856 

=  0,06,    -^  =0,06 

0,06]  1  +  41,66   +  230,4596  —  16,356424  +  0,00421456 
41,72     238.9628     2,018656 
«78     241,469«    _^.  =„.„04,  II-  =0.004 

41,84  ,  2Vm-2  ym-i 

0,04]     1  +  41,85       +  241,6370     —  1,052108     +  0,00000613 
241,8044  0,084890 

241.9718 

Vm-i  ^ ^^^^^^^ j      2F,«^  ^  0,00007 

2  Km_2  V^n—l 


40,4 

201,16 

117,536 

40,8 

217,48 

30,544 

41,2 

233,96 

T^m— 1 

41,6 

2F„_, 
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eile   geben    die   beiden    ( 

es  sind  daher  0,464  die 

In ,  welche  sich  in  der 
un  die  Wurzeln  der  letzt 
ileibt  das  letzte  Glied  p 
3  negativ  und  wird  abern 
Daher  ist  J  die  vierte 
welche  somit  jetzt  getrei 

weiter  entwickelt  werdei 
sl  hat  man: 

972  —  0,08489  +  U, 
98   —  0,06069  +  0, 
—  0,03649 

das  vorletzte  dividirt,    g 
ß  Dezimalstellen  genau:  ( 

steht  die  Rechnung  wie 
972     —  0,08489     +  0, 

98  —  0,03649      —  0, 

99  +  0,01191 


» 


+  0,0216       —  0, 
0,0313 
h  =  0,464249. 

;wei  und  mehreren  I 

*^-.    ., —   «-,.« zwei   Unbekannten   x,   y 

Gleichungen  vom  w*^"  und  w^®°  Grade  gegeben  sind, 
ben,  indem  man  sie  nach  Potenzen  der  einen  Unbekanr 
von  folgender  Form  vorausgesetzt  werden: 

'^  =^0^»  +^,rc«-*  +Ä^x^-'^  +Ä^x''-^  +,..+An. 
=  BqX"'+  B^x"^-^  +  B^x"^-^  +  J^ga?»'  3  ^.  ^. ^j5^^ 

die  Coefficienten  A  und  B  ganze  rationale  Funk 
bekannten  y  sind.  Der  Grad  einer  solchen  Gleich 
roh  die  höchste  vorkommende  Exponentensumme  d( 

Itiplicirten  Potenzen    von  x  und  y,   wobei  auch  ei 
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ten  Null  sein  kann.  Eine  vollständige  Gleichung 
zwischen  zwei  Unbekannten,  wie  (1),  enthält  daher  a 
X  und  7/ ,  welche  diesen  Grad  nicht  übersteigen ,  so  w 
dieser  Unbekannten  ,  in  welchen  die  Summe  ihrer  Exp 
n  nicht  überschreitet.  Fehlen  einige  dieser  Glieder,  so 
chung  unvollständig. 

Sollen  demnach  die  Gleichungen  (1)  und  (2),  v 
wurde,  beziehungsweise  vom  «*°"  und  /n^®"  Grade  sein 
Coefficienten  Ä^^,  j^^,  i/  nicht  enthalten;  ferner  sin 
Funktionen  von  f/  höchstens  vom  pt*^o;  A^ ,  B.^  hoch 
J.3,  B^  höchstens  vom  3*'^'*  u.  s.  w.,  .4,,,  B,n  beziehun^ 
vom  w**'"  und  m^""^  Grade.  Da  A^,  B^  von  y  unabhän^ 
nen  wir  die  Gleichungen  durch  diese  Coefficienten  divi< 
wir  in  der  Folge  als  geschehen  annehmen  wollen. 
%^.  Jedes  System  von  Werthen  der  beiden  Unbekannten 

welche,  in  (1)  und  (2)  substituirt,  diesen  Gleichunger 
heisst  eine  Auflösung  oder  ein  Wurzelpaar,  Ueb 
^  Gleichungen    den  ersten  Grad,    so  lassen  sie  immer  m 

i,\  gen  zu,  deren  Anzahl  jedoch,    wie  später  gezeigt  wer 

S:^  grösser  sein  kann,  als  das  Produkt  mn  Einheiten  hat. 

^  diesen  Auflösungen ,    indem    man   aus    den   gegebenen 

^/  der  Unbekannten,  etwa  x,  eliminirt,  d.h.  aus  ihnen 

chung  ableitet,  welche  nur  y  enthält  und  aus  welcher  s 
dieser  Unbekannten  gefunden  werden  können,  welche  in 
den  korrespondirenden  Werthen  von  x  die  Gleichung 
identisch  machen.  Diese  Gleichung  in  y,  die  sogenannte  I 
gl  ei  chung,  muss  offenbar  die  Eigenschaft  besitzen, 
}j.  durch    mehr   und  nicht  durch  weniger  Werthe  von  y 

die  Gleichungen  (l),  (2)  Auflösungen  zulassen. 

Sei  x  =  a,  !/  =  ß  ein  Wurzelpaar  der  Glgo.  (1), 
wir  uns  den  Werth  y  =  ß  aus  der  Eliminationsgleichun 
den  und  in  beide  Gleichungen  substituirt,  so  enthalte! 
mehr  die  Unbekannte  x  und  müssen  offenbar  für  x  = 
tisch  werden,  somit  den  gemeinschaftlichen  Wurzelfak 
sitzen.  Hieraus  folgt,  dass  man  die  zu  irgend  einem 
von  y  gehörigen  Werthe  von  x  finden  wird,  wenn  man 
Polynomen  (l)  und  (2)  substituirt,  zwischen  beiden  d 
meinschaftlichen  Theiler  ff{x)  sucht  und  die  Gl.  (f{x):= 
Wurzel  der  Gl.  (f  [x)  =  0  gibt  in  Verbindung  mit  y 
lüsung  der  Gleichungen  (1)  und  (2).  Beachtet  man  die 


f 
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wesentliche  Eigeuschaft  der  Eliminationsgleichung,  so  folgt  aus  dem  ehen 
Gesagten,  dass,  wenn  die  GL  <jp  (x)  =  0  vom  A;*®»  Grade  ist,  die  Wurzel 
ß  der  Eliminationsgleichang  A;mal  zukommen  muss,  und  umgekehrt. 

Wie  man  sieht,  kommt  es  daher  nur  noch  auf  die  Bildung  der 
Eliminationsgleichung  an,  wozu  wir  verschiedene  Methoden  besitzen. 

138«  Das  aus  den  Elementen  unter  dem  Namen  der  Substitutions- 
methode bekannte  Verfahren,  aus  zwei  Gleichungen  des  ersten  Grades 
eine  Unbekannte  zu  eliminiren,  lässt  sich  auch  auf  höhere  Gleichungen 
mit  gutem  Erfolge  anwenden.  Es  besteht  bekanntlich  darin,  aus  der 
einen  Gleichung,  etwa  (1),  den  Werth  von  x  in  Funktion  von  y  aus- 
gedrückt zu  nehmen  und  in  (2)  zu  substituiren,  wodurch  man  eine 
Gleichung  in  y  erhält,  welche  sämmtliche  Werthe  dieser  Unbekannten 
darbieten  wird,  für  welche  beide  Gleichungen  zusammen  bestehen  können. 

Da  aber  die  Gleichung  (1),  nach  x  aufgelöst,  n  Werthe  für  diese 
Unbekannte  liefert,  etwa: 

so  haben  wir  jede  dieser  Wurzeln  in  (2)  zu  substituiren;  wir  erhalten 

dadurch  n  Gleichungen: 

r,  =  X'-  +  B,x^-'  +  B^x'^l^'  -f  .  .  .  +  J5,«  =  0 
r,  =  o;»»  +  B,x^-^  +  B^x^^-^  +  .  .  .  +  J5„,  =  0 
Y^=x^+  B,^-^   +  B^x^-^  +  .  .  .  +  5,„  =  0 


(3) 


Yn  =  x-^  +  B,x^;^-^   +  B^x^-^    +  .  .  .  +  5^  =  0 

und  jeder  Werth  von  y,  welcher  irgend  eine  dieser  Gleichungen  iden- 
tisch macht,  liefert  eine  Auflösung  der  Gleichungen  (1),  (2);  und  zu- 
gleich kann  kein  anderer  Werth  von  y^  der  nicht  eine  Wurzel  irgend 
einer  dieser  Gleichungen  ist,  eine  Auflösung  sein.  Multipliciren  wir  da- 
her die  Gleichungen  (3),   so  erhalten  wir  eine  neue  Gleichung  in  y. 

r, .  r^ .  r3 . . .  y„  =  0,  (4) 

welche  offenbar  für  alle  Werthe  von  y  identisch  wird,  welche  irgend 
einer  der  Glgn.  (3)  genügen,  aber  auch  nur  für  diese  und  somit  die 
gesuchte  Eliminationsgleichung  ist. 

Nun  lassen  sich  zwar  die  Wurzeln  x^,  x^,  .  .  .  .  x^  der  Gl.  (l), 
welche  in  (4)  erscheinen,  allgemein  nicht  finden;  es  ist  aber  die  linke 
Seite  der  Gl.  (4)  eine  symmetrische  Funktion  dieser  Wurzeln,  da  durch 
Vertauschung  der  Grössen  x^,  x^,  ^j,  •  •  •  Xn  unter  einander  die  Fak- 
toren wechselseitig  in  einander  übergehen,  wodurch  nur  die  Ordnung 
derselben,  nicht  aber  der  Werth  des  Produktes  geändert  wird.  Dieses 
wird  daher,   gehörig   entwickelt,    verschiedene   in   die  Coefticienten  B^, 
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B^.  .  .  .  Bm  multiplicirte  symmetrische  Funktionen  der  Wurzeln  x^, 
x^,  .  .  .  Xn  der  Gl.  (1)  enthalten,  welche  sofort,  ohne  diese  Wurzeln 
zu  kennen,  durch  die  Coefficienten  A^,  A<^.  .  ,  .  A^  der  Gl.  (1)  nach  den 
in  §§.  101,  102  und  103  entwickelten  Vorschriften  rational  ausgedrückt 
werden  können. 

Das  Verfahren  ist  so  einfach,  dass  ein  Beispiel  zur  Verdeutlichung 
genügen  wird.  Die  gegebenen  Gleichungen  seien: 

x''  +  {'ly     --  10)  x-\-  y'  —  102/  +  21=0,  (a) 

x^        {:ly   -    ^)x^y^-    6y+     5  =  0.  {ß) 

Bezeichnen  wir  die  Wurzeln  der  Gl.  (o),   da  sie  nach  x  vom  2^° 
Grade  ist,  mit  j-j,  x.^^    und   substituiren   wir  selbe  in  [ß\    so    kommt: 
Y,=x\—  {:ly  -  6)  a;,  +  y^  -  6y  +  5  =  0, 
Y^=x\-  (2y  _  6)  a;,  +  ^«  —  62/  +  5  =  0; 
durch  Multiplikation  dieser  Gleichungen  erhalten  wir : 


x\  x\ 


(22/- 


^tx\x,-^x\x,)^{y^-%y^h\x\^x\)^ 
+  (22/  —  ^Yx^x., 
-  (22/  -  6)  (2/«  -  %  +  5)  {x,  +  x^)  + 
+  (t/^  -  62/  +  5)2 


=  0.  (y) 


Nun  ist: 


nach  §.  92, 


^1  +  ^2  =  -  (23/  —  10) 
a;!^;^  =y^  ^  102/  +  21 

folglich : 

xlx\  =y^  —  20y»  +  1423/«  —  4202/  +  ^^l . 

x\  x^  J^x\x,=  x,x^  {x,+x^)  =  --  2y^  +  302/'—  142y  +  210, 

x\+xl=  {x^  +  x^y—  2x^x^  =  22/'  —  202/  +  ö8. 

Diese  Ausdrücke  in  (y)  substituirt  und  reducirt,  erhält  man  als 
Eliminationsgleichung : 

y4  _  iß^3  ^  92^8  _  2242/  +  192  =  0. 

Als  Wurzeln  derselben  findet  man: 

2/  =  2,  6,  4,  4 
und  als  zugehörige  Werthe  von  x  nach  dem  im  vorigen  §.  angegebenen 
Verfahren : 

rc=  1,  1,  3,  —  1. 

Diese  Methode  wird  leider  ziemlich  beschweriich,  wenn  die  Glei- 
chungen den  zweiten  Grad  übersteigen;  sie  ist  übrigens  die  einzige, 
Avelche  immer,  ohne  besondere  Vorsicht,  die  richtige  Eliminationsglei- 
chung liefert. 
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134.  Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  die  Eliminalionsgleichung  (4) 
identisch  wird  für  jeden  Werth  von  y,  wenn  nämlich  einer  oder  mehrere 
der  Faktoren  F,  d.  h.  eine  oder  mehrere  der  Gleichungen  (3)  für  jeden 
Werth  von  y  identisch  =  0  werden.  Hiezu  wird  erfordert,  dass  einer 
oder  mehrere  der  Wurzelwerthe  a?,,  x^,  ...  Xn  der  Gl.  (1)  auch  die 
Gl.  (2)  identisch  machen,  d.  h.  dass  die  beiden  Gleichungspolynome  P 
und  Q  einen  oder  mehrere  gemeinschaftliche  Faktoren  von  der  Form 
X  —  x^  besitzen,  wo  x^  im  Allgemeinen  eine  Funktion  von  y  ist,  jedoch 
auch  eine  constante  Grösse  sein  kann;  die  gegebenen  Gleichungen  (1), 
(2)  haben  dann  die  Form: 

F  .  P'  =  0,  F  ,  Ö'  =  0, 
wo  J^  eine  Funktion  von  x  und  y  oder  bloss  von  x  ist,  und  werden 
erfüllt,  wenn  man  JP  =  0  setzt,  woraus  in  jedem  Falle  eine  unendliche 
Anzahl  von  Auflösungen  hervorgeht.  Ausser  diesen  lassen  die  gegebenen 
Gleichungen  noch  jene  Auflösungen  in  beschränkter  Anzahl  zu,  welche 
aus  dem  Systeme  der  Gleichungen  P' -- 0,  (J' ~:  0  resultiren;  welche 
Gleichungen  demnach  für  sich  zu  behandeln  sind,  nachdem  man  den 
gemeinschaftlichen  Faktor  F,  welcher  offenbar  den  Coefficienten  sämmt* 
lieber  Potenzen  von  a;  in  beiden  Gleichungen  zukommen  muss,  durch 
Division  weggeschafft  hat. 

Auch  kann  es  geschehen,  dass  man  als  Fliminationsgleichung  er- 
halt iV*  =  0 ,  v/o  N  eine  von  y  unabhängige  Grösse ;  in  diesem  Falle 
widersprechen  sich  die  gegebenen  Gleichungen  und  lassen  keine  Auf- 
lösung zu,  da  eine  bestimmte  Grösse  N  nicht  =  0  sein  kann. 

Hat  endlich  eine  der  gegebenen  Gleichungen,  z.  B.  (2),  einen  bloss 
von  y  abhängigen  Faktor,  ist  also  von  der  Form  Q  =  F{y)  -  Q'  =  0, 
so  wird  man  zur  Vereinfachung  der  Rechnung  dieselbe  zuerst  durch 
F{y)  dividiren,  aus  den  Gleichungen  P  ==  o  und  Q' =:  0  die  Unbe- 
kannte X  eliminiren,  und  sodann  die  gefundene  Eliminationsgleichung 
noch  mit  [F{y)Y  multipliciren,  da  letztere  das  Produkt  der  Gleichun- 
gen (3)  sein  soll,  welche  in  diesem  Falle  offenbar  sämmtlich  die  Form 
F{y).  Q'  =  0  haben. 

136.  Die  Eliminationsgleichung,  welche  aus  zwei 
Gleichungen  des  w***°  und  n^^-  Grades  zwischen  zwei  Un- 
bekannten hervorgeht,  ist  höchstens  vom  ww*«"  Grade. 

Dies  wird  bewiesen  sein,  wenn  gezeigt  werden  kann ,  dftss  kein 
Glied  der  Eliminationsgleichung  den  wn*^"  Grad  überschreiten  kann. 
Nun  ist  irgend  ein  Glied  derselben,  da  sie  durch  Multiplikation  der 
Gleichungen  (3)  entsteht,  offenbar: 
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^Ba.  Bt,  Bc  .  Bt  ...  i?n  .  ar;^"''  .  ^o'^ '  ^3""^  •  a^4~^  . . .  a;;"-"  =  M  .  N. 

Es  sind  aber  die  Coef ficienten  J?a ,  B^,  B^,  ...  5„ ,  ganze  Funk- 
tionen von  y  beziehungsweise  höchstens  vom  a*^",  b*®",  c*^", . . . n*^**  Grade; 
folglich  ist  das  Produkt  M  derselben  eine  ganze  Funktion  von  ^  höch- 
stens vom  fi^^  Grade,  wenn  wir: 

a-fb  +  c-fb  +  ...-fn  =  |tt 
setzen ,    wo  die  Zahl  fi  den  Werth  mn  nicht   überschreiten    kann  ,    da 
keine  der  Zahlen  a,  b,  c,  .  .  .  n  grösser  als  tn  und  ihre  Anzahl  nicht 
grösser  als  n  ist.    Der  zweite  Faktor  N  ist  in  Bezug  auf  die  Grössen 
iTj,  arg,  a;.j,  .  ,  .  x^  von  der  Ordnung: 

m  —  a  +  »«  —  b  +  *^*  —  c  +  .  .  .  +  w  —  \\  =z  nm  —  |ii , 
gehört  also  einer  symmetrischen  Funktion  von  derselben  Ordnung  an, 
welche  sich  wieder  nach  §.  102  durch  Summen  der  verschiedenen  Po- 
tenzen der  Wurzeln  x^,  x.^y  x^  .', .  a;«,  von  der  1^*®"  bis  zur  (wn— //)*^" 
Potenz  ausdrücken  lässt.  Berücksichtiget  man  nun,  dass  die  Coefficien- 
ten  ^^,  J.^,  -^3,  ...  Am  der  Gleichung  (1)  Funktionen  von  y  respektive 
höchstens  vom  1  «**'",  2*«"  ,  3**"  ,  . . .  w*«*»  Grade  sind,  so  folgt  sogleich 
aus  den  Gleichungen  (III)  und  (I)  des  §.  103,  dass  diese  Potenzsummen, 
durch  die  eben  erwähnten  Coefficienten  ausgedrückt,  Funktionen  von 
y  sein  werden,  welche  den  {mn  —  ^f^^  Grad  nicht  übersteigen  können. 
Da  solchergestalt  der  eine  Faktor  Jf  des  in  Rede  stehenden  Gliedes 
höchstens  vom  jri**°  ,  der  zweite  höchstens  vom  {mn — ^i)^^  Grade  ist, 
so  kann  das  Glied  selbst  höchstens  vom  {mn  —  ii-f  «)'*°,  d.  i.  höch- 
stens vom  wn*®"  Grade  sein. 

186.  Eine  andere  Eliminationsmethode  ist  folgende. 
Die  gegebenen  Gleichungen  seien: 

Ä,x"^  +  A,x^^-^  +  A^x^-^  +  .  .  .  +  A,,.ix  +  ^„  =  0,  (1) 
B,x-^  +  B,x^-'  +  J5,a?«'-2  +  .  .  .  +  B„,_^x  +  5„  =  0,  (2) 
wo  wir  beide  von  demselben  Grade  annehmen,  was  immer  gestattet  ist, 
da  sie  im  Gegenfalle  durch  Multiplikation  der  niedrigeren  mit  einer 
passenden  Potenz  von  x  leicht  auf  gleichen  Grad  gebracht  werden  kön- 
nen. Multiplicirt  man  (1)  mit  J^^  und  (2)  mit  A^  und  subtrahirt,  so 
erhält  man  eine  neue  Gleichung  vom  {m —  1)*«^  also  niedrigeren  Grade: 


C,a:-i  -f  C.x'-'  +  C,x^-^  +...  +  (-„ 


0, 


(3) 


wo,  wie  leicht  einzusehen: 

C,  =A,B,-  A^B,,     C,  =  A,B,  -  A,B,, 
u.  s.  w.  ist. 
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Wird  aber  (l)  mit  J9,„  und  (2)  mit  A^  multiplicirt  und  wieder 
subtrahirt,  so  erhält  man  nach  Unterdrückung  des  gemeinschaftlichen 
Faktors  x  eine  zweite  Gleichung  vom  [m  —  1  )''*'"  Grade : 

D^rc"" -1  +  B^x"'-'^  +  l)^x'"-^  +  .  .  .  +  An  =  0.  (4) 

Wir  haben  somit  die  gegebeneu  Gleichungen  auf  zwei  andere,  (3) 
und  (4),  von  einem  um  eine  Einheit  niedrigeren  Grade  reducirt,  auf 
welche  nun  dieselbe  Operation  wieder  angewendet  wird,  wodurch  sich 
zwei  Gleichungen  ergeben,  die  nach  x  vom  (w  —  2)*®"  Grade  sein  wer- 
den. Auf  diese  Weise  fortfahrend  muss  man  schliesslich  zu  zwei  Glei- 
chungen des  P'**"  Grades  nach  x  gelangen,  aus  welchen  man  zwei 
Werthe  von  x  in  Funktion  von  ;/  zieht,  welche,  einander  gleichgesetzt, 
die  gesuchte  Gleichung  in  i/  liefern.  Es  ist  aber  nicht  zu  übersehen, 
dass  diese  Gleichung,  welche  man  hier  passender  die  Final-  oder  End- 
gleichung  nennen  kann,  zwar  immer  die  Eliminationsgleichung  enthalten 
muss,  in  Folge  der  eingeführten  Faktoren  jedoch  auch  Wurzeln  auf- 
genommen haben  kann,  welche  den   gegebenen  Gleichungen  fremd  sind. 

Beispiel.  Die  gegebenen  Gleichungen  seien: 

^2  „  (2y  +  ^)x  +  y  +  6ij+  0)  =  0,  (1) 

x""  —  4t/x  +  {4y''  —  1)  =  0.  (2) 

Beide  Gleichungen  subtrahirt,  geben: 

x{'2y    -  5)  —  3y'  +  (yy  +  7=0; 

hieraus : 

3,^-5,-7 

2y  ~  5  ^   ^ 

Die  l''^  Gleichung  mit  {Ay^  —  1),   die  zweite  mit  [y'^  +  5^  +  6) 

multiplicirt  und  subtrahirt,  erhält  man : 

x{^y^  —  by  —  1)  —  ^y^  +  2ßy+  5  =  0, 

und  hieraus: 

_4y3_26y-5. 

''-Sy'-by    -r  ^^^ 

beide  Werthe  von  x  gleichgesetzt,  geben,  nach  y  geordnet: 
y^  —  10^3  +  352^^  —  503^  +  24  =  0 

als  Eliminationsgleichung  in  y,  deren  Wurzeln  1,  2,  3,  4  sind.  Sub- 
stituirt  man  diese  Werthe  in  (3)  oder  (4),  so  erhält  man  die  zugehö- 
rigen Werthe  von  x,  nämlich  für: 

y  =  1,  2,  3,  4 

X  ==  3,  5,  5,  7. 
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137.  Ist  a:  =  of,  ^  =  ß  ein  Wurzelpaar  der  Gleichungen  (1),  (2) 
[§.  132],  und  man  substituirt  ß  statt  y  in  die  Gleichungspolynome,  so 
haben  dieselben  [§.  132]  den  gemeinschaftlichen  Faktor  x  —  a,  welcher 
zum  Vorschein  kommt,  wenn  man  auf  beide  das  Verfahren  des  grössten 
gemeinschaftlichen  Theilers  anwendet,  wobei  man  offenbar  zuletzt  einen 
Rest  =0  erhält.  Hierauf  gründet  sich  eine  dritte  Eliminationsmethode, 
die  wir  noch  in  Kürze  anführen  wollen.  Man  wende  auf  die  beiden 
Gleichungspolynome  das  Verfahren  des  g.  g.  Theilers  an,  so  wird  man 
zuletzt  zu  einem  Reste  =  R  gelangen,  welcher  nur  mehr  y  enthält 
und  offenbar  für  y  =  ß  verschwinden  muss,  da  für  diesen  Werth  von 
y  die  beiden  Gleichungspolynome  einen  gemeinschaftlichen  Faktor  x  —  a 
besitzen ;  aus  demselben  Grunde  muss  aber  dieser  Rest  für  jeden  Werth 
von  y  verschwinden,  welcher  zu  einer  Auflösung  der  gegebenen  Glei- 
chungen gehört.  Setzt  man  daher  diesen  Rest  =  0,  so  drückt  man 
dadurch  die  Bedingung  aus,  welche  jene  Werthe  von  y  erfüllen  müssen, 
für  welche  beide  Gleichungen  zusammen  bestehen  können.  Die  Gleichung 
J?  =  0  ist  daher  die  gesuchte  Endgleichung  in  y.  Aus  dieser  erhält 
man  sofort  die  den  Glgn.  (1),  (2)  genügenden  Werthe  von  y,  welche 
sodann,  in  den  vorletzten  Rest,  welcher  von  der  Form  xq^{y) -\-  i/H^) 
sein  wird  und  =  0  zu  setzen  ist,  substituirt,  die  zugehörigen  Werthe 
von  X  geben. 

Zur  Erzieiung  ganzer  Quotienten  pflegt  man  bekanntlich  bei  dem 
Verfahren  des  g.  g.  Theilers  eines  oder  das  andere  der  Dividende  mit 
einem  Faktor  F  zu  multipliciren,  welcher  in  unserem  Falle  eine  Funk- 
tion von  y  sein  wird;  hiedurch  können  aber  in  die  Finalgleichung 
fremde,  den  gegebenen  Gleichungen  nicht  zukommende  Wurzeln  ein- 
gefühlt werden.  Hat  ferner  irgend  ein  Divisor  einen  von  y  abhängigen 
Faktor  F\  so  pflegt  man  diesen  zur  Vereinfachung  der  Rechnung  zu 
unterdrücken,  wodurch  aber  aus  der  Endgleichung  Wurzeln  abhanden 
kommen  können.  In  beiden  Fällen  ist  dann  diese  nicht  die  wahre  Eli- 
minationsgleichung. Ohne  in  ein  weiteres  Detail  einzugehen,  wird  man 
an  der  Hand  eines  leicht  zu  entwerfenden  Schema's  ohne  Schwierigkeit 
zu  folgenden  Schlüssen  gelangen: 

a)  Hat  man  einen  Dividend  D  mit  einem  von  y  abhängigen  Faktor 
F  multiplicirt  und  ist  T  der  zugehörige  Divisor,  so  schliesst  die  Final- 
gleichung auch  die  Auflösungen  des  Systems  der  Gleichungen  JP  =  0, 
!r  =  0  in  sich,  welche  demnach,  wenn  solche  existiren,  aus  der  Final- 
gleichung zu  entfernen  sind. 

b)  Hat  man  aber  in  einem  Divisor  einen  von  y  abhängigen  Faktor 
F  unterdrückt  und  ist  D  der  zugehörige  Dividend,    so  werden  im  AU- 
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Systeme  der  Gleichungen  J^  =  0 ,  D  =  0  sich 
1,  die  den  gegebenen  Gleichungen  noch  zukom- 
lung  fehlen,  und  diese  ist,  um  die  Eliminations- 
mit  F^  zu  multipliciren ,    wenn  D  in  Bezug  auf 

ig  zu  erinnern,   dass  die  in  §.   134    angeführten 
zwei   letzten  Methoden  unverändert  Anwendung 
finden. 

138«  Kann  eines  von  beiden  Gleichungspolynomen  oder  beide  in 
Faktoren  zerlegt  werden,  so  wird  man  die  einzelnen  Faktoren  combi- 
üiren  und  dadurch  einfacher  zum  Ziele  gelangen.  Sind  z.  B.  die  Glei- 
chungen gegeben: 

[xy  —  3)  (rc  —  2)  ==  0  und  {2xy^  -{•  ^)  {y  +  x)  =  0, 

so  erhält  man: 

aus:    xy  —  ^  —  0  und  2xy^  +6=0    als  Elim.-Gl.    y    +1=0 

-        icy  —  3  =  0      -  y    -\-  x  =  0     -  -        -      y2_|_3_Q 

ä:  —  2  =  0      -  2xy^  +6  =  0-         -       -    2y^  +  ^  =  0 

ar  — 2  =  0      -  y+a;  =  0     -         -       -      y+2  =  0 

und  die  vollständige  Eliminationsgleichung  ist  daher : 

(y  +  1)  [y^  +  3)  (2^^  +  3)  [y  +  2)  =  0. 

Was  endlich  die  Auflösung  von  Gleichungen  mit  mehr  als  zwei 
Unbekannten  betrifft,  so  lässt  sich  diese  immer  auf  die  Elimination 
einer  Unbekannten  aus  zwei  Gleichungen  zurückführen.  Wären  z.  B. 
il  =  0,  B  =  0,  C  =  0  drei  Gleichungen  zwischen  drei  Unbekannten 
Ä,  y,  z,  so  eliminire  man  zuerst  etwa  x  ems  Ä  =  0,  B  =  0  und  aus 
J5  =  0,  C  =  Oy  wodurch  man  zwei  neue  Gleichungen  erhält :  D  =  0, 
jB=iO,  welche  nur  mehr  y  und  £  enthalten,  aus  welchen  wieder  etwa 
y  eliminii;t  werden  kann,  wodurch  sich  endlich  die  Eliminationsgleichung 
in  e  ergibt. 


•iR,  Hob.  Mathematik,  I.  3.   Aull.  16 
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SIEBENTES  KAPITEL 


UEHEK  DIE  DIFFERENZ-  UND  SUMMENREIHEN,  DIE  ARITHMETISCHEN  REIHEN. 
UND  UERER  DIE  INTERPOLATION  DER  REIHEN. 


139.  Es  sei: 

«0^    ^1^    ^2'    **3i    •  '    •   •    *^"i    ^'«  +  1 (^^ 

eine  Reihe  von  Grössen ,  welche  nach  irgend  einem  bekannten  oder 
unbekannten  Gesetze  aufeinander  folgen;  zieht  man  jede  Grösse  von 
der  nächstfolgenden  ab,  so  erhält  man  eine  Reihe  von  Differenzen: 

welche  man  die  Differenzreihe  und  zum  Unterschiede  von  den  fol- 
genden die  erste  Differenzreihe  der  Hauptreihe  (1)  nennt. 
Man  bezeichnet  diese  Differenzen  dadurch,  dass  man  dem  abgezogenen 
Gliede  die  Charakteristik  J  vorsetzt;  es  ist  demnach: 

Wj  —  %  =  JU^,    U^   —  U^  =  ^U^,    ....    Un  +  i       '  U„  =  Ju^, 

und  somit: 

JU^,    Jtl^,    Ju^,    JU^,  .  .  .  JUn  .  .  .  (2) 

die  erste  Differenzreihe. 

Mit  dieser  verfahren  wir  auf  gleiche  Weise,  indem  wir  jedes  Glied 
von  dem  folgenden  abziehen  und  dadurch  eine  neue  Reihe : 

erhalten,    welche  sofort  die  erste  Differenzreihe  der  Reihe  (2)  und  die 
zweite  Differenz  reihe  der  Hauptreihe  (1)  sein  wird.  Gemäss  der 
^  oben  eingeführten  Bezeichnung  haben  wir  nun  Ju^  —  Ju^  =  J  .  Ju^ 

I  zu  setzen,  wofür  man  Kürze  halber  ^^u^  schreibt ;  so  dass  also : 

t.  ist.  Dasselbe  Verfahren  auf  die  zweite  Differenzreihe: 

I  z/X.  ^X,  ^X,  ^Si  ....  ^'t^,  ...  .  (3) 

^  angewendet,  liefert  die  dritte  Differenzreihe: 

•1  ^X'    -^Xi    ^X'    ^^^3 ^^«n,    •  .  .  • 

^  in  welcher  ^X  =  -^X  —  '^^^o»  •  ■  •  -^^^»  =  ^^^n  +  \  —  ^^^n  ist.  l 

l:  sieht,   wie   man    auf   diese  Weise   fortfahren    und  im  Allgemeinen  ( 

\.  beliebige  Anzahl  von  Difforenzreihen  aus  der  Hauptreihe  (l)  ableiten  k» 

^;  Der  Gang  der  Ableitung  erhellt  am  deutlichsten  aus  folgendem  Schei 
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^%        /ßu^ 

u.  s.  w. 

wird,  wenn  man  von  den  zwei  d 
von  dem  folgenden  abzieht. 
,  w^,  u^,  ...  der  Jlauptreihe  un 
iden  Differenzreihen  bestehen  gewis 
von  der  Beschaffenheit  der  Grösser 
Wj,  u^,   .... 

wir   daher   zunächst   entwickeln 


-  u,)  —  {u,  —  u^)  =  Wg  —  2m, 

-  u,  —  (w,  —  ^i)  — (^2  —  2m, 

-  3wg  +  3m,  —  M^ , 

-  4^3  +  6^2  —  4w,  +  Mq  , 
u.  s.  w. 

3r  Ausdrücke  der  Differenzen : 

,  z/X,  ^\ 

Binomialcoefficienten   aus;    wir   sei 
ben  wird : 

j  Un-2  —  (3)  Un-3  +  ...  +  (—  l)"l 

der  That  fflr  jeden  Werth  von  n 
iten  Induktionsbeweis    leicht    nach 
i  dieselbe  für  irgend  einen  Werth 
iden  Werth  n  =  r  +  1  richtig  sein 


5)  für  n  =  r  als  richtig  an  und  bc 

^11    ^«?   ^3?  •••   ^'+1   ^^^  diesel 
i^   aus  den  Grössen  m^  ,  m,  ,  m^  ,  . 


16* 
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=  t*n-l   —  (l)  ^r  +  (  2)  ^'-»  "■  (3)  ^'-2  +  • 

lirt  man  diese  Werthe  in  (a),  so  erhält  man, 

-l)(r— 2)....(r— w+l)(r— w)       ^O^^^i^)*^** 

1.2.3777.  tw  (w  +1)  "^  ~1 . ^ 

-iXr— 2)...(r— w-l-lXr— m)+r(r— l)(r— 2).. 

f.  2  .  3  .  .  .  .  w(m  +  1)"~ 

-l)(r-2)....(r-m+l)][(r-i^)  + 

1.2.3  ....  w(w  +  1) 

•l)r(r— l)(r  — 2) (r— m+  1)  _  /r 

1.2.3  ....  tw(w+  1)  ~~  \m 

=wr+i  —  y    i    j'^r  +  y    2    } ^'-» ""  ( 

lein  dieselbe  Gleichung  ergibt  sich  auch  aus  ( 
=  r+  1  setzt,  woraus  folgt,  dass  diese  Gleich 
ist ,  wenn  sie  es  für  n  =  r  ist.  Da  nun  das 
besetz  sich  für  w  =  l,  2,  3,  4,  bewährt,  so  ra 
r  alle  folgenden  Werthe  von  n  gelten. 
ie  Gl.(5)drückt  das  erste  Glied  der 
durchdie(w  +  l)erstenGliederderH 
len  so  lässt  sich  aber  ein  beliebiges  Gli 
der  w*®"  Differenzreih  e,  J"u,.  ,  durc 
reihe  ausdrücken.  Denkt  man  sich  näml 
1  Gliede  w,.  anfangend,  so  muss  offenbar  z/"w, 
n,  ^»+2,  •  •  •  ^r+n  80  gebildet  sein,  wie  J"u 

%,  w,,  Wjj,  .  •  .  .  w«  ; 
t  daher  nach  (5): 

{n\  ,    {n\ 

3  Gleichungen  (5)  und  (6)  lassen  sich    symbo] 
arstellen : 

J^Uq  =  (w  —  1)« 
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wenn  man  nur  nach  geschehener  Entwickelung  des  Binoms  die  Expo- 
nenten in  Stellenzeiger  verwandelt  und  in  (8)  die  Rechnungsregeln  für 
Potenzen  auf  die   mit  Stellenzeigern   versehenen  Buchstaben   überträgt. 

141.  Jedes  Glied  der  Hauptreihe  l.ässt  sich  durch 
das  erste  Glied  derselben  und  die  Anfangsglieder  Ju^^ 
J^Uq,  ^^Uq,  .  .  .der  aufeinanderfolgenden  Differenzreihen 
ausdrücken. 

In  der  That  ist: 

^1  =  %    +  ^**0i 

^a  =  ^*2  +  ^^2  ="%+  2-/t*o  +  ^^%  +  -^^1  +  ^^^1 

=  u,  +  2Ju,+  J\  +  Ju,  +  JH,  +  JX+  -^X 

%  =  ^^3  +  -fu^  =  ^0  +  4_yw,+6 J^Wo+4JX  +  -^\  ^ 

u.  s.  w. 
und  allgemein  : 

Un=Uo  +  (l)   ^%   +  (2)  -^X   +  (3)  -^X   +   .   .   ■   +   J"U,,        (9) 

WO  Un  das  {n  +  1)*®  Glied  der  Hauptreihe  ist. 

Von  der  Richtigkeit  dieses  Gesetzes  kann  man  sich  auf  ähnliche 
Weise  wie  oben  leicht  überzeugen.  Symbolisch  Iftsst  sich  die  Gl.  (9) 
in  folgender  Weise  schreiben: 

Un={i   +  JY%.  (10) 

wenn  man  nach  der  Entwickelung  des  Binoms  die  Exponenten  von  J 
als  Wiederholungszeiger  betrachtet. 

142.  Bildet  man  der  Reihe  nach  die  Summen  von  1,  2,  3,  .  .  .  w 
Gliedern  der  Hauptreihe  (1)  und  setzt: 

-3,  =  Wq,    ^2  =  Uq  -f  ?/j,    :s^  =  %  +  u^  +  M3,  .  .  . 

^n  =  %  +  ^h   +  «2   +   ■  •   •   +  ^h,-l  , 

so  erhält  man  eine  neue  Reihe: 

'^     '^     5"     'v  y     5"    .  Mi^ 

•*-!»    —2»    '^IV    ^A'>   '    ■   •   "^"  »    -^n+li   •   •   •  \^^J 

welche  die  S u m m e n r e i  h e  und  zwar  die  erste  Summenreihe  der 
Hauptreihe  (1)  heisst.  Wie  man  sieht,  ist: 

2n=^n-l+Un-i.  (12) 

folglich : 

Un-,  =  2,    -   V,..,  =  ^2„_.i,  (13) 

woraus  erhellt,  dass  die  Hauptreihe  die  erste  Differenzreihe  der  ersten 
Summenreihe   ist,     vorausgesetzt,    dass   man    letzterer    ein   Glied   =  0 


Digitized  by  VjOOQIC 


246 

vorausschickt,  indem  (13)  für  tt  =  l  in  Uq  =  2^ — ^^  übergeht,  woraus 
wegen  2,  =  «<,,  2^  =  0  folgt. 

In  gleicher  Weise  kann  man  aus  der  ersten  Summenreihe  durch 
successives  Summiren  der  Glieder  derselben  eine  zweite  Summenreihe, 
aus  dieser  eine  dritte  u.  s.  w.  ableiten,  und  man  überzeugt  sich  leicht, 
dass  die  Hauptreihe  die  r^  Diflferenzreihe  der  r^^  Summenreihe  ist, 
wenn  man  die  letztere  mit  r  Gliedern,  jedes  =  0,  beginnen  Iftsst. 

Mittelst  dieser  Bemerkung  ist  es  leicht,  mit  Hilfe  der  GL  (9)  ein 
beliebiges  Glied  einer  beliebigen  Summenreihe  der  Hauptreihe,  durch 
das  erste  Glied  der  letzteren  und  die  Anfangsglieder  ihrer  aufeinander- 
folgenden Differenzreihen  auszudrücken. 

Um  nämlich  das  n^^  Glied  der  r^^^  Summenreihe  X  z«  finden, 
betrachten  wir  die  r*®  Summenreihe  als  Hauptreihe,  deren  r^^  Diffe- 
renzreihe die  Reihe  (l)  ist,  zu  welchem  Zwecke  wir  der  r**°  Summen- 
reihe r  Glieder  jedes  =  0  voransetzen ,  wodurch  also  das  gesuchte 
Glied  2n  eigentlich  das  (w  +  r)^  dieser  Reihe  wird;  wenden  wir  so- 
dann auf  diese  neue  Hauptreihe  die  Formel  (9)  an,  so  erhalten  wir, 
da  das  erste  Glied  der  Hauptreihe,  sowie  die  Anfangsglieder  der  (r — 1) 
ersten  Differenzreihen  verschwinden,  somit  die  GL  (9)  erst  mit  dem 
(r  -f  1)«*«»  Gliede  beginnt,  sogleich: 

+  ...  +  ,J'-'u,.  (U) 

Setzt  man  in  dieser  Gleichang  r  =  1,  so  erhält  man  als  Ausdruck 
fflr  das  n^"  Glied  2„  der  ersten  Snmmenreihe: 

v„  =  nu,  +  (^)  Ju,  +  (^)fu,  +  ('])  J»u,  +...+  J»-\,  (15) 

womit  auch  die  Summenformel  oder  das  summatorische  Glied 
der  Reihe  (1)  gegeben  ist,  da: 

-»  =  ^0  +  Wj  -f  Wj  +  tij  +  .  .  .  +  ^n-i. 
In  Bezug  auf  die  Gleichungen  (9)  und  (15),  welche  sehr  häufige 
Anwendung  finden,  muss  jedoch  bemerkt  werden,  dass  dieselben,  falls 
nicht,  von  einer  gewissen  Differenz  J^u^  angefangen,  alle  folgenden 
zi*'*'*Wy,  -^*^%ß,  .  .  .  verschwinden,  nichts  finden  lassen,  was  nicht 
schon  bekannt  sein  müsste.  Denn  um  aus  (9)  ^*„  zu  erhalten,  müssen 
die  Grössen  u^^,  Ju^,  ^*^o»  •  •  •  -^"^o  g^g^ben  sein,  wozu  die  Kenntniss 
von  t*Q,  t^j,  u.  s.  w.  bis  w»  erfordert  wird.  Dasselbe  ist  bei  GL  (15) 
der  Fall.  Es  sprechen  diese  Gleichungen  eben  nur  ein  unter  allen  um- 
ständen stattfindendes  Bildungsgesetz  aus. 
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VON  DEN  ARITHMETISCHEN  REIHEN. 


148.  Eine  arithmetische  Reihe  ist  eine  Folge  von  Grössen, 
welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Glieder  einer  ihrer  Differenz- 
reihen sämmtlich  einander  gleich  werden  und  daher  alle  folgenden  Dif- 
ferenzreihen verschwinden.  Sie  ist  vom  k^^^  Range  oder  der  ä**"  Ord- 
nung,   wenn   die  Glieder   der   ä*®"  Differenzreihe    einander  gleich  sind. 

Lassen  wir  daher  jetzt  in  den  vorhergehenden  Entwickelungen  die 
Hauptreihe  (1): 

W^,    Mj,    Wg,    «3,  .  .  .  Un-u    t*a»  .  .  .  (l) 

eine  arithmetische  Reihe  vom  A;*®"  Range  sein,  so  ist  J^Uq  das  con- 
stante  Glied  der  ä*«"  Differenzreihe,  ^*-^%^  =  ^^-^^^^^  =  . .  .  =  0 
und  es  folgt  somit  als  Ausdruck  des  allgemeinen  (unserer  Be- 
zeichnung gemäss  des  (n  +  1)*®°)  Gliedes  der  arithmetischen 
Reihe  vom  k^^  Range  aus  (9): 

u„  =  «„  +  (1)  Ju,  +  (^)  J\  +  (J)  J\  +..  +  (?)  ^\,  (16) 
und   als  Ausdruck   des   summatorischen   Gliedes   aus    (15): 

^n  =  ««0  +  (;)  ^%  +  (3)  ^«0  +  (4)  ^\  +  -+  {k+  l)-^X-  (17) 

Jeder  dieser  Ausdrücke  besteht,  wie  man  sieht,  aus  {k -\- 1) 
Gliedern  und  nimmt  zu  seiner  Bildung  [k  -{-  1)  Glieder  der  Reihe  ( 1 ) 
in  Anspruch.  Von  einer  arithmetischen  Reihe  des  P*®°  Ranges  werden 
demnach  zwei,  des  2**"  Ranges  drei  Anfangsglieder  u.  s.  w.  erfordert, 
um  die  Ausdrücke  des  allgemeinen  und  summatorischen  Gliedes  bilden 
zu  können. 

Aus  den  Formeln  (16)  und  (17)  erhält  man: 
Für  arithmetische  Reihen  der  1^**"  Ordnung: 
Un  =  %  +  nJu^^ , 

n{n  —  1)      . 

für  arithmetische  Reihen  der  2*®"  Ordnung: 

,         .        ,    n[n    -  1)     ., 
t*n  =  ^0  +  ^^«*o  +      7-  2 —      ^0 ' 

A»  =  ww^  +  — j~2 —  ^%  H 1    2  .'s ° ' 

u.  s.  w. 
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144.  Entwickelt  man  in  (16)  und  (17)  die  Coefficienten  ui 
ordnet  nach  den  Potenzen  von  n,  so  erhält  man  offenbar: 

Un  =  Ä,  +  Ä,n  +  Ä,n'  +  Ä,n^  +  .  .  .  +  Ä,n'^,  (1 

v^  =  B,n  ^  By  +  B^  +  ....+  5/t+in*+» ;  (1 

wo  die  Coefficienten  A^,  A^,  » -  -  Ak\  B^,  ^2»  •  •  •  ^^  +  1  ^^^^s  von  d 

Grössen  w^,  Ju^,  ^^u^,  . . .  J^'u^  abhängen  und  -4^  =  Uq  ist.  Hiera 

folgt,  dass  jede  ganze  rationale  Funktion  von  n  von  der  Form: 

Ä,  +  Ä,n  +  Ä,n^  +  .  .  .  +  ^,n* 
als   das   allgemeine  Glied   und   jede   ganze  rationale  Funktion  von  d 
Form: 

B,n  +  B^  +  B^n^  +  .  .  .  +  Bi,,,n^^' 
als    das    Summenglied    einer    arithmetischen    Reihe    der    ^•*®"  Ordnu 
betrachtet  werden  kann. 

Man  sieht  leicht,  dass  das  letzte  Glied  A^n^  in  (18)  bloss  a 
dem  letzten  Gliede  in  (16)  hervorgeht,  da  bloss  dieses  Glied  h  Faktor 
enthält,  deren  jeder  in  Bezug  auf  n  vom  ersten  Grade  ist.  Es  mi 
daher : 

^*"'=  i:"2.T:  .*^*"« 

sein,  woraus: 

J^u^  =  1  .  2  .  3  .  .  .  Ä  .  ^  (2 

folgt,  welche  Gleichung  sogleich  die  constante  Differenz  einer  aril 
metischen  Reihe  gibt,  deren  allgemeines  Glied  als  Funktion  von  n 
der  Form  (18)  gegeben  ist.  Hat  man  z.  B.  Un  =  1  —  3w  +  '**^^ 
ist  /I'^Uq  =  1.2.4  =  8;  und  in  der  That  liefert  dieser  Ausdruc 
wenn  man  der  Reihe  nach,  0,  1,  2,...  statt  n  setzt,  die  arithmetisc 
Reihe  der  2*^"  Ordnung:  1,  2,  11,  28,  53,  86,...,  deren  zweite  D 
ferenzreihe  8  zum  constanten  Gliede  hat. 

145.  Eine  unmittelbare  Folge  des  Ausdruckes  (18)  des  allj 
meinen  Gliedes  einer  arithmetischen  Reihe  der  it*®°  Ordnung  ist,  da: 
wenn  die  correspondirenden  Glieder  zweier  oder  mehrerer  arithme 
sehen  Reihen  addirt  oder  subtrahirt  werden,  die  resultirende  Rei 
wieder  eine  arithmetische  ist,  deren  Ordnungsexponent  gleichnamig 
mit  dem  höchsten  der  verbundenen  Reihen.  Werden  hingegen  mehre 
arithmetische  Reihen  Glied  für  Glied  multiplicirt ,  so  ist  die  dadur 
entstehende  Reihe  ebenfalls  eine  arithmetische,  deren  Ordnungsexpone 
gleich  ist  der  Summe  der  Ordnungsexponenten  der  verbundenen  Reihen. 
Erhebt   man    hingegen  jedes  Glied  einer  arithmetischen  Reihe  der  7^^ 
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OrdDung  zur  r*®°  Potenz,    so  erhält  man  eine  arithmetische  Reihe  def 
(Ar)*«"  Ordnung. 

Hiernach  bilden  die  ä*®"  Potenzen  der  Reihe  der  natürlichen  Zah- 
len: 1*,  2*,  3*,  4*  ...  w*,  .. .  eine  arithmetische  Reihe  der  A;*«"  Ord- 
nung, deren  constante  Differenz,  da  das  allgemeine  Glied  u„  ==  (1  -|-  n)*  = 
1  -f  An  -f  . . .  +  tiS  somit  in  (18)  Äf,  =  1  ist,  nach  (20) : 

Jf^u^  =  1.2.3.4 k 

wird.  Es  lässt  sich  daher  nach  (17)  die  Summe: 

2'(»*)  =  1*  +  2*  +  3*  +  4*  + -f  n* 

für  die  verschiedenen  Werthe  von  k  leicht  finden.  Man  hat  für: 
A;  =  1  :t«,  =  1 ,    Ju,  =  l,   ^^uo  =  J\  =  .  .  .  =  ü, 
somit: 

Für  Ä;  =  2 :  %  =  1,    J%  =  3,    z/^  =  2, 

^n(n  +  l)(2n  +  l) 
1.2.3 
Für  Ä  =  3  :  u^  =  1,    Ju^  =  7,    J\  =  12,    /Pu  =  6, 

^(n^)  =  l3  +  2»+33-f  ....  +n8  =  *'*(^^+il\ 

u.  s.  w. 
Zu  einem  allgemeinen  Ausdrucke  von  2^(w*)  werden  wir  an  einem 
späteren  Orte  gelangen. 

146.  Bildet  mau,  von  einer  arithmetischen  Reihe  der  ^•**"  Ordnung 
ausgehend,  die  auf  einander  folgenden  Suramenreihen,  so  sind  diese 
nach  §.  142  wieder  arithmetische  Reihen  bezüglich  der  {k  +  1)*^«"  , 
{k  +  2)*®°  u.  s.  w.  Ordnung,  deren  allgemeine  und  summatorische  Glie- 
der sich  ohne  Schwierigkeit  nach  dem  bisher  Gesagten  finden  lassen. 
Lässt  man  insbesondere  die  Stammreihe  eine  arithmetische  Reihe  der 
isten  Ordnung  sein: 

1,     1  +  (Z.     1  -f  2r^,     1  +'^d 1  -f  nd,  (a) 

so  ist  deren  erste  Summenreihe: 

1,     2  +  d,     3  +  3d,     4  +  6rf,     ^  +  lOd {ß) 

für  welche  als  arithmetische  Reihe  der  zweiten  Ordnung: 

u,^'^l{l  +  n}[2  +  pd\     :S,  =  ^^n{n  +  i)[{n     -l)d  +  3] 
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gefanden  wird.  Als  2^^  Sommenreibe  erhält  man: 

1,     3  +  d,     6  +  id,     10  +  lOd,     15  +  20d,  ...  (y) 

für  welche,  als  arithmetische  Reihe  der  3**°  Ordnung: 

t4,  =  J-(l  +n){2  +  n){S  +  nd), 

S„  =  ^^n{n+l){n+2)[{n-  1)  d  +  i] 

sich  ergibt  u.  s.  w.  Diese  aafeiuanderfolgenden  Summenreihen,  {ß), 
(y\  -- .  sind  unter  dem  Namen  figurirteZahlenreihen  beziehungs- 
weise der  1**®",  2*®",  u.  s.  w.  Ordnung  bekannt;  insbesondere  heisst  (/?) 
die  Reihe  der  Polygonal-  oder  Vieleckszahlen,  {y)  die  Reihe 
der  Pyramidalzahlen.    Setzt  man  in  diesen  Reihen  nach  einander, 

d  ==  1,     d  =  2,     d  =  3,  .  .  .  .  d  =  w  —  2, 
so   ergeben   sich   aus   {ß)   die   besonderen  Reihen  der  Dreiecks-,  Vier- 
ecks-,   Fünfecks- ,  .  .  .  w»  Ecks-Zahlen ,    aus   (y)  jene  der   dreiseitigen, 
vierseitigen,  fünfseitigen,  .    ,  m  seitigen  Pyramidalzahlen. 

147.  Unter  den  mannigfaltigen  Anwendungen  der  Differenzreihen 
wollen  wir  noch  den  Gebrauch  derselben  zur  Berechnung  von  Tafeln 
in  Kürze  erläutern. 

Es  sei: 

y  =  fix)  z=A  +  Bx+Cx^  + +  üfo«  (a) 

eine  ganze  rationale  Funktion  von  x  und  eine  Tafel  zu  berechnen, 
welche  die  Werthe  der  Funktion  y  =  f[x)  für  nach  gleichen  Interval- 
len fortschreitende  Werthe  von  x,  z.  B.  x  =  1,  2,  3, . . .  enthält.  Die 
aufeinanderfolgenden  Werthe  von  y  werden  eine  Reihe  bilden,  deren 
allgemeines  Glied  für  den  Stellenzeiger  x  offenbar  der  Ausdruck  (a)  ist, 
woraus  nach  §.  144  folgt,  dass  die  Werthe  von  y  eine  arithmetische 
Reihe  der  w*®"  Ordnung  bilden  werden  und  es  genügt  daher,  m  -\-  1 
Anfangsglieder  derselben  zu  kennen,  um  mit  Hilfe  der  Differenzen  alle 
folgenden  Glieder  durch  einfache  Addition  bilden  zu  können. 

Gesetzt  z.  B. ,  es  handle  sich  um  die  Berechnung  einer  Tafel  für 
die  3^"  Potenzen  der  aufeinanderfolgenden  Zahlen  1,  2,  3,...  bis  1000^; 
bezeichnen  wir  irgend  eine  dieser  Zahlen  mit  x,  den  Cubus  derselben 
mit  y,  so  haben  wir  y  =  x^  zu  setzen,  woraus  sogleich  folgt,  dass  die 
3*®"  Potenzen  der  Zahlen  1,  2,  3,  ...eine  arithmetische  Reihe  der  3*®° 
Ordnung  bilden,  wie  wir  dies  schon  oben  gefunden  haben.  Wir  be- 
rechnen nun  die  vier  ersten  Glieder  der  Reihe,  für  a;=l,  2,  3,  4  und 
erhalten : 
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T'  1 

:  2    8 

1  3  '27 

•  4  |64 


y      1.  Diff.  !  2.  Diff.  i  3.  Diff. 


7 
19 
37 


I 


12 
18 


und  die  weitere  Rechnung  steht  nun,  wie  folgt: 

1  3.  Diff.  i  2.  Diff      1.   Diff.  \    y^x^ 


7 

1 
8 

12 

19 

27 

6 

18 

a? 

64 

6 

24 

61 

125 

6 

30 

91 

216 

6 

36 

127 

343 

6 

42 

169 

512 

6 

48 

217 

729 

I 

1.  s.  w. 

!  X 
1 

2 
3 
4 
5 

6 

7 
8 
9 


Um  sich  gegen  Rechnungsfehler  zu  schützen,  wird  man  von  Zeit  zu 
Zeit  einen  Werth  von  y  unmittelbar  aus  der  Formel  rechnen.  Lassen 
sich  die  Werthe  von  y  nur  näherungsweise  ausdrücken,  wie  dies  z.  ß. 
der  Fall  ist,  wenn  einer  oder  mehrere  der  Coefficienten  in  (o)  irrationale 
Zahlen  sind,  oder  rationale  Brüche,  welche  sich  durch  Dezimalbrüche 
nicht  genau  darstellen  lassen,  so  muss  die  Rechnung  mit  einigen  De- 
zimalstellen mehr  angelegt  werden,  als  man  am  Ende  beizubehalten 
gesonnen  ist,  weil  sonst,  wie  leicht  einzusehen,  durch  das  wiederholte 
Addiren  in  Folge  der  vernachlässigten  Dezimalstellen  die  gesuchten 
Werthe  sich  mehr  und  mehr  von  der  Wahrheit  entfernen  würden. 

Dieser  Vorgang  findet  mit  geringen  Modifikationen  auch  dann 
noch  Anwendung,  wenn  die  Funktion  y  =  /  (a?),  für  welche  eine  Tafel 
berechnet  werden  soll,  keine  ganze  rationale  Funktion  von  x  ist.  Die 
aufeinanderfolgenden  Werthe  von  y  bilden  dann  zwar  keine  arithme- 
tische Reihe  mehr  im  strengen  Sinne,  können  jedoch  näherungsweise 
dafür  genommen  werden,  indem  im  Allgemeinen  die  Differenzreihen, 
von  einer  bestimmten  angefangen,  aus  so  kleinen  Gliedern  bestehen 
werden,  dass  dieselben  als  verschwindend  angenommen  werden  können, 
und  die  Rechnung  kann  dann  immer  so  angeordnet  werden,  dass  die 
Vernachlässigung  derselben  keinen  Einfluss  auf  die  letzte  Dezimalstelle 
nimmt,  welche  man  noch  sicher  zu  erhalten  wünscht. 
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Denken  wir  uns  nämlich  die  Funktion  y  r-  /'(itr)  in  eir 
steigenden  Potenzen  von  x  fortlaufende  Reihe  entwickelt,  was  in 
meinen  immer  möglich  ist ;  sei  also : 

y  =  f{x)  =  A,  +  A,x  +  A^x''  +  .  .  .  +A„,x^  +  .  .  . 
und  X  =  x^^  ein  besonderer  Werth  von  ^,   für  welchen  die  Rei 
vergirt   und    das   Glied   Am  +  i  0?"*+*,    so   wie   alle    folgenden, 
n^^  Dezimalstelle   keinen  Einfluss   mehr   nimmt,    so   ist   klar,   da 
Werthe  von  x,   welche   in  der  Nähe  von  x^^    liegen, 
n  Dezimalstellen  genau: 

y  =  f[x)  =  A^  +  A^x  +  A^x"^  +  .  .  .  +  A,nx^^ 
ist,  vorausgesetzt,  dass  die  Funktion  in  dieser  Gegend  stetig  ist 
aus  folgt  sogleich,  dass  die  Werthe  von  y,  welche  den  in  der  Ni 
x^    liegenden  Werthen   von   x    entsprechen,    bis   zur   w*®"  Decin 
eine  arithmetische  Reihe  der  w*®**  Ordnung  bilden. 

Da  obige  Reihe  für  verschiedene  Werthe  von  x  ungleicl 
convergiren  wird,  so  wird  sich  hiedurch  auch  der  Rang  der  ar; 
sehen  Reihe,  somit  auch  die  Anzahl  der  in  Rechnung  zu  neh 
Differenzreihen  successive  ändern.  Man  wird  daher  die  Rechr 
Partien  theilen  und  in  gehörigen  Intervallen  die  erforderliche 
von  Gliedern  der  Reihe  sammt  den  zugehörigen  Differenzen  a 
Formel  y  =  f\x)  unmittelbar  rechnen. 

VON  DER  JNTEKPOLATIüN. 

148.  Eine  der  wichtigsten  Anwendungen  der  Lehre  v( 
Differenzreihen  ist  das  I n t e r p o  1  i  r e n  oder  Einschalten 
versteht  hierunter  folgende  Aufgabe : 

Es  sei  II  =  cp  [x)  eine  ihrer  Form  nach  unbekannte  Funkti 
X  und  man  kenne  eine  gewisse  x\nzahl  Werthe  derselben : 

Hq,   Hj,   ?*3,   u.y  .  .  .  w„, 
welche  den  gleichfalls  bekannten  Werthen  von  x  : 

il'Q,    iJp    dJg,     X.^^   »  .  .  Xn 

entsprechen,  (so  dass  a^  =  q){x^^^)  u.  s.  w);  es  soll  für  irgem 
anderen  zwischen  x^  und  x^  gelegenen  Werth  von  x,  z.  B.  . 
zugehörige  Werth  von  u,  =  ii'  gefunden  werden. 

Offenbar  kommt  es  hier  darauf  an,  eine  Funktion  f{x)  zu 
welche  wir  zur  Berechnung  statt  der  unbekannten  Funktion  (p\ 
nützen  können.  Diese  Funktion  f\x)  muss  nothwendig  die  Eige 
haben,  dass  sie  für  x  =  x^,  x^,  x^,  .  .  .  x^  die  Werthe  ti^,  u^,  u^ 
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dies  aber  zugleich  die  einzige  Bedingung,  welche 
dieser  Funktion  zu  Gebote  steht.  Hat  man  eine 
)  wird  die  Gleichung  u  =  f{x)  das  Gesetz  der  Ab- 
)ekannten  Funktion  (p{x)  offenbar  um  so  genauer 
ser  die  Anzahl  der  gegebenen  zusammengehörigen 
u  ist,  je  näher  dieselben  einander  liegen  und  je 
ifeinanderfolgen. 

von  welcher  die  Funktion  u  abhängt,    pflegt  man 
chnungen  das  Argument  zu  nennen. 

zu  übersehen,  dass  diese  Aufgabe  eigentlich  eine 
.  h.  dass  es  unendlich  viele  Funktionen  geben  wird, 
laft  haben  ^  inv  x  ^=  x^,  x^  ,  ,  .  .  Xn  die  Werthe 
anehmen,  was  durch  eine  einfache  geometrische  Be- 
haulichsten  wird.  Denkt  man  sich  die  gegebenen 
A.bscissen,  die  zugehörigen  Werthe  von  u  als  Ordi- 
rerden  durch  die  zusammengehörigen  Werthe: 

^0»    ^0'    ^1'    ^^1'  •  •  •  ^/n    ^» 

kte  in  der  Ebene  bestimmt,  welche  zu  einer  krum- 
deren  unbekannte  Gleichung  w  =  (jp(x)    ist.    Aber 

inkte   lassen    sich    unzählige,    bestimmten    Gesetzen 

n    ziehen    und    jede    derselben    ist    eine    Auflösung 

^rst  durch  Hinzufügung  anderer  Bedingungen,  z.  B. 

^{x)  eine  rationale  ganze  Funktion  vom  v^^^  Grade 

Aufgabe  eine  bestimmte. 

n    Fällen   liegen    die    gegebenen  Werthe    des  Argu- 

n  Abständen  von  einander,  so  dass: 
x^  =  x^        ajj  =  x^  — -  x^  =  -  .  • 

n  Fall  wir  zuerst  betrachten  wollen. 

in  wir  mit  Ju^,  ^^^^o»  ^^^o»  •  • --^^"^o  ^^®  Anfangs- 
derfolgenden Differenzreihen   der  Reihe  (i),    so   ist 

1.2      ^  ""^  +     "■    1.2.3"     ^-z^,,^  +  ... 

\  \iz=zf[x),    das  constante  Intervall  des  Argumen- 
Ä,    SO    wird  t*^,  = /'(irj,   u^=f{x^) 


■  X, 


j  .  . ,^^      au      ^4i^A     t*Q  /  y^Q 


rK  +  Ä),    u,  =  fix,)  =  f{x,  +  2h) u„  =  f{x,  +  nh), 

wir  haben : 
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/^(^o  +  wÄ)  =  1*0  +  ^^-^^^o  +     1  ^  Y        "  +     T :  2 T3 
oder,  wenn  wir: 

o^Q  +  nh  =  :r,  wÄ  =  k,   somit  n  =  ^  setzen ; 

n 

./      .  I.A     /•/  ^         _L*   ^      I  *(*    '*)  «      .  Ä(*--Ä)(A:-2Ä)  ,„ 


fc(A:     -Ä)(Ä-  27,),..  [*-(«.   1)Ä] 
•••+  1:2.3...«.*«'  "^"'' 

Der  Ausdruck  rechts  vom  Gleichheitszeichen  ist  eine  ganze 
nale  Funktion    von   x  vom  w***"  Grade,    wie  man  sich  leicht  übei 
wenn  man  statt  Ä*  seinen  Werth  x    -  x^  einführt,  und  nimmt  der 
nach  die  Werthe  u^  li,,  Wg,...^«  an,    wenn  man  darin  x^,  x^,  x^ 
an  die  Stelle  von  x  setzt.  Man  erhält  nämlich  [vergl.  §.   141]: 
für  X  =  iCo,  wegen  A:  =  0,     f\x^)  =  u^, 

-  x  =  x^,        '       k  =  h,     f[x^ )  =  w^  +  z/w^  =  Wj , 

-  X  =  x^,        -       Ar  =  2Ä,  f{x^)  =  Wo  +  2^1*0  +  ^X 

u.  s.  w. 
Diese  Funktion  f{x)  kann    demnach ,   in  Ermangelung   von 
als  ein  genäherter  Ausdruck  des  Gesetzes  der  Abhängigkeit  der  ( 
u   von    X   betrachtet  und  zur  Interpolation  benutzt  werden.     Setz 
nftmlich  statt  x  irgend  einen  zwischen  x^  und  Xn  fallenden  Werth 
wird    dieselbe   einen    Werth   u'   liefern ,    welcher   dem    wahren  y 
(f{x')  so  nahe  kommen  wird,    als  es    die    gegebenen  Daten    übei 
erlauben.    Dabei  ist  h  das  Intervall,  nach  welchem  das  Argument 
schreitet  und  k  =  x    —  x^^  zu  setzen ,    wo  x^  jenen  Werth  des 
mentes  bedeutet,  welcher  dem  Werthe  u^  entspricht,    von  welchei 
Formel  (2)  ausgeht. 

160.  Die  Reihe  rechts  vom  Gleichheitszeichen  in  (2)  bricl 
wenn  die  gegebenen  Werthe  von  w  eine  arithmetische  Reihe  bilde 
ist  in  diesem  Falle  nichts  anderes  als  der  Ausdruck  des  allgem 
dem  Stellenzeiger  x^  -^  k  entsprechenden  Gliedes  der  Reihe  (1 
diesem  Falle  ist  natürlich  der  Ausdruck  völlig  genau  und  kann 
für  solche  Werthe  des  Argumentes  angewendet  werden,  welche  a 
halb  der  Grenzen  x^  und  rc«  liegen. 

Ist  aber  die  Reihe  der  u  keine  arithmetische  (und  dies  is 
gewöhnlichere  Fall),  so  ist  die  Reihe  in  (2)  unendlich  und  zur  B< 
nung  nur  geeignet,  wenn  sie  convergirt,  wozu  erfordert  wird,  daj 
aufeinanderfolgenden  Differenzen    Ju^,  ^^w^,  -^^Wq,  .  .     immer  k 
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folgenden  Glieder  mit  Rücksicht  auf  den  ver- 

keit  vernachlässigen  kann. 

Argumentes  ä  =  1,  so  kann  man  unbescha- 
det der  Allgemeinheit,  x^  =  0,  folglich  a;,  =  1 ,  x^  =  2,  u.  s.  w. 
annehmen;  die  Gleichung  (2)  liefert  sodann,  wie  leicht  einzusehen, 
dasjenige  Glied  der  Reihe,  dessen  Stellenzeiger  k  ist;  schreibt  man 
daher  i  statt  k,  so  geht  (2)  über  in: 

.,  =  ».  +  ^.  +  '(j^Ü  ^„.  +  '('  7  ')('T^)  ^...  +  .  . .,  ,3, 

eine  andere  Form  der  allgemeinen  Interpolationsformel,  welche  übri- 
gens,   wie   leicht   einzusehen   ist,    auch    dann   gebraucht  werden  kann, 

k 
wenn  h  nicht  =1  ist ;  es  ist  dann  /  =       zu  setzen.  Der  Kürze  wegen 

mögen  die  Coefficienten  von  Ju^,  ^^u^,  ^^%^  •  •  in  (2)  oder  (3)  mit 
c,,  Cg,  Cj,  ...  bezeichnet  werden. 

161.  Soll  zwischen  je  zwei  Glieder  der  Reihe: 

t*Q,    Wj,    1*2,    W3,  .  .  . 

eine  gegebene  Anzahl  von  Gliedern  eingeschaltet  werden,  welche  nach 
demselben  Gesetze  fortschreiten,  wie  die  ersteren  und  ist  r  —  1  die 
Anzahl  der  einzuschaltenden  Glieder,  so  betrachte  man  0,  r,  2r,  3r, . . . 
als  die  Stellenzeiger  der  Glieder  der  gegebenen  Reihe  und  man  erhält 
die  zwischen  u^  und  u^  einzuschaltenden  Glieder,  wenn  man  in  (2) 
h  =  r  und  k  der  Reihe  nach  =1,  2,  3, . ..  (r  —  1)  setzt.  Will  man 
Formel  (3)  gebrauchen,  so  hat  man  der  Reihe  nach: 

zu  setzen.  Die  zwischen  u^  und  u^  fallenden  Glieder  erhält  man  am 
bequemsten  auf  dieselbe  Weise,  indem  man,  mit  Weglassung  von  ti^,  w, 
als  das  erste  Glied  betrachtet,  wo  dann  nur  andere  Differenzen,  näm- 
lich jene  von  u^  ausgehend,  in  Rechnung  zu  nehmen  sind,  die  Werthe 
der  Coefficienten  c,,  Cg,  C3,  .  .  .  aber  dieselben  bleiben. 

152.  Wir   wollen   nun  den  Gebrauch    der  Interpolationsformel  an 
einigen  Beispielen  erläutern. 
1.  Es  ist  gegeben: 

x^  =  30^  0'  u^  =  tgXQ=  0,5773503 

x,  =  30  30  w,  =  tga^i  =  0,5890450 

ajg  =  31     0  Wg  =  tga?2  =  0,6008606 

x^  =  31  30  Wj  =  tgOTj  =  0,6128008 

x^  =  32    0  u^  =  igx^  =  0,6248694, 
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^; 


t 


r 


Man  suche  tg  30*^  15'. 

Man  bilde  die  Differenzen  nach  folgendem  S 

3.  Di 


w  =  tgrr 

1.  Diff. 

2.  Diflf. 

0,5773503 
0,5890450 
0,6008606 
0,6128008 
0,6248694 

+  116947 
118156 
119402 

120686 

+  1209 
1246 
1284 

+  3 
3 


Es    ist   nun    u^  =  0,5773503,     z/w^  =  + 
+  0,0001209,  J'^u,,  =+  0,0000037,  z^^w„  = 
letzte  dieser  Differenzen  von  keinem  Einflüsse  rae 
Ä=  15';  somit,  nach  (2)  rechnend: 

^        1  15.  — 15  1 

~h 
folglich : 


2=*=' 


6',= 

1  . 

2 

. 302      g  ' 

;30« 

15' 

0,5773503 

+  0,0058473 
~  0,0000151 
+  0.0000002 

.  =        0,5831828 

2)  Man  berechne  log/r  =  log3,14I592653( 
ausgesetzt,  dass  man  eine  zehnstellige  Logarith 
von  1   bis  1000  besitzt.  Man  hat  nun : 


j     ^"  logic 

'  3,14  ,  0,4969296481 

\  3,15  0,4983105538 

'  3,16  0,4996870826 

j  3,17  0,5010592622 

I  3,18  !  0,5024271200 
Es  ist  folglich: 


1^  Diff.     I 

+13809057 
13765288 
13721796 
13678578 


2.  Diff. 

—  4376t 
4349'. 
4321^ 


JX  = 


0,4969296481,     Ju^    =  + 

0,0000043769,     ^X  =  + 

^*Wo  =  --  0,0000000003, 

h  =  0,01 ,    k  =  0,0015926536. 

Berechnet  man  mit  diesen  Werthen  von  h  und ) 

k 
==-=0,15926536    die   Coefficienten  c, ,   c«,    c 
h 

mit   so   viel    Dezimalstellen,    dass    mit  Rücksicht 
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bedeutenden  Dezimalstellen  in  den  Differenzen  jedes  ( 
Dezimalstellen  ergibt,  wovon  die  11*®  zur  Versicherunj 
so  findet  man: 


k 

=  t  =  0,15^2653 

C4  =  —  0,03 ; 


c,  =  -  =  /  =  0,15926536 ,   c,  =  —  0,06695 , 


somit : 

u^  =  0,4969296481 
CjZ/w^  =  +  0,00021993042 
Cg  JX  =  +  0,00000029301 
c^J%  =  +  0,00000000114 
c^J\  =  +  0,00000000001 
log  71   =       0,4971498727. 

153.   Bei   dem  Gebrauche   der   mathematischen 
findet  das  Interpoliren  fortwährende  Anwendung.  Eine 
hat   zum   Zwecke,    die   numerischen  Werthe   einer   g< 
welche  häufige  Anwendung   findet,    für   eine  Reihe    \ 
jenigen  Grösse,    von    welcher   die  Funktion  abhängt  I 
ein.  för  alle  Mal  berechnet  zu   enthalten ,    wobei   das 
nach    einer   arithmetischen    Reihe    der   ersten    Ordnur 
Tafeln    von    besonders   häufigem    Gebrauche,    wie   z. 
tafeln,   lässt  man  das  Argument  nach  so  kleinen  Inte 
ten,    dass   innerhalb  einer  gewissen  Ausdehnung  die 
constant  und  somit  jene  der  höheren  Ordnung   =  0 
die  Interpolation  nach  der  Formel : 

«*<  =  %  +  f^% 
auf  die  Berechnung  der  sogenannten  Proportionaltheile 

Bei  der  Berechnung  von  Tafeln  selbst  leistet  das 
wesentlichsten    Dienste.     Man    wird    nämlich   die  Für 
für  weiter  abstehende  Werthe  des  Argumentes  berecli 
schenliegenden    durch  Interpolation  suchen ,    wodurch 
gewinnt,  je  complicirter  die  zu  berechnende  Funktion 

Bei   dem  Gebrauche   von  Tafeln    tritt    auch    die 
I     0   ein,    nämlich    zu    einem   gegebenen  Werthe   dei 
:     ehörigen  Wertli  des  Argumentes   zu   finden.     Hiez 
]     mel  (3),  nur  ist  tii  gegeben  und  t  die  gesuchte  Grö« 
!     Differenz  sammt  den  folgenden  unmerklich,  so  hat 

u,  --  % 


Ju^ 


«M,  U6I1.  Mathematik,  I.  3.  Aafl. 
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ier  dem  gegebenen  Ut  unmittelb 
le  Werth  der  Funktion  ist ,  so 
und  Wj  liegend  angenommen  wi 
Ut  gehörigen  Argumente,  so  ist 
d  aber  auch  noch  die  höheren  ] 
3  die  Bestimmung  von  t  aus  (3] 
g  erfordern,  welcher  Uebelstan 
bnehmen,  durch  ein  Näherungsve 
folgt  nämlich: 

Ut  —  u 

issiget   man   zuerst   die  höheren 
snftherten  Werth   t  =  **^"-^  - 

de   des  Nenners,    so   erhält   ma 


Ut  —  % 


^%  + 


T  —   1 

1  .2 
is  3^""  genäherten  Werth: 

Ut  —  1 


ispiel.  Man  suche  mittelst  de 
len  kleinen  Tafel  der  Tangentei 
0,5812753  ist. 

1  hat  Uq  =  0,5773503;  tit  =  ( 
=  0,0039250,  und  findet  demn 
irenzen : 

_  Ut—  %  _  0.003925  _  1 
~     Juq~~~  Ofilied    ""3 
0.0039250 


0,011G947  —  ^.0,000120^ 
'  =  0,33676. 

ist  demnach  t  =  0,33676 ,  W( 
tes,  d.  i.  30'  als  Einheit  zu  Gr 
J676  X  30  ^-^  10'a028  r^r  10' 
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164.   Betrachten  wir  jetzt  den  Fall,    wenn   die  gegebenen  Werthe 
des  Argumentes,  n  -\-  1  B,n  der  Zahl: 

^01  ^1'  ^a»  ^3»  •  •  •  ^« 
zu  welchen  die  gleichfalls  bekannten  Funktionswerthe : 

Uq,   M,,    U^,    Mjj,  .  .  .  Un 

gehören,  nicht  in  gleichen  Intervallen  aufeinanderfolgen. 
Man  setze: 

u  =  Ä  +  Bx  +  Cx*  +  Dx^  +  ,  ..  +  3fo«,  (a) 

so  kommt  es  darauf  an,  die  Coefficienten  ^,  B,  .  .  .  Jtf  so  zu  bestim- 
men, dass  diese  Funktion  für  a?  =  a?^,  x^,  x^,  . .  .  Xn  der  Reihe  nach 
die  Werthe  %,  u^,  u^,  ,  .  .  Un  annehme.  Hiezu  erhalten  wir  folgende 
n  '\-  1  Gleichungen: 

u,=A  +  Bx,  +  Cxl  +  ..,  +  Jfrc« 
Wj  =Ä  +  Bx^  +  Cx]  +  ,  .  .  +  Ufa?« 


Un=Ä  +  Bxn  +  Cxi  +  ...  +  Jlfa^, 

welche  zur  Bestimmung  der  n  -\-  1  Coefficienten  hinreichen.  Ohne  jedoch 
diese  Elimination  auszuführen,  erkennt  man  aus  der  linearen  Form 
dieser  Gleichungen,  dass  jeder  Coefficient,  z.  B.  Ä  die  Form: 

haben  werde,  wo  P^,,  Pp  P^, . . .  P»  Funktionen  von  x^^  a?j, . . .  Xn  sind. 
Denkt  man  sich  sodann  diese  Coefficienten  in  (a)  substituirt  und  den 
Ausdruck  nach  den  u  geordnet,  so  nimmt  derselbe  die  Form  an: 

u  =  %Xq  +  u^X^  +  u^X^  ^  ,  ,  ,  +  u„  X„,  {ß) 

wo  die  Coefficienten  X^^,  X,,  .  .  .  X„,  ganze  rationale  Funktionen  des 
^ten  Qrades  von  x  sein  werden.  Der  Bedingung  der  Aufgabe  gemäss 
muss  nun  der  2^°  Theil  dieser  Gleichung  sich  auf  Uq  reduciren,  wenn 
X  =  Xq  gesetzt  wird ;  dies  erfordert,  dass : 

für  X  =  Xq  :  Xq  :=  1,  und  X^  =  X^  =  Xj  =  .  .  .  =  Z„  =  0 
werde:  aus  gleichem  Grunde  muss: 

fflr  a:  =  a?!  :  Xi  =  1,  und  X^,  =  Xg  =  Xjj  =  .  .  .  =  X„  =  0 

werden  u.  s.  w.  Irgend  einer  dieser  Coefficienten,  z.  B.  X^,  ist  also 
durch  die  beiden  Bedingungen  bestimmt,  dass  derselbe  =  1  werde  für 
X  =  Xg,  für  alle  übrigen  Werthe  von  x  aber  sich  auf  0  reducire.  Der 
letzteren  Bedingung  genügen  wir,  indem  wir  setzen : 

Xg  =  m{x  —  XQ){x  —  x^) . . .  {x  —  Xg-i){x  —  Xg+i) . . .  {x  —  Xn),        (y) 

17* 
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wo   m  eine   von  x   unabhängige  Constante  ist, 
Bedingung  bestimmt,  dass  Xy  =  l  werde  für  x  = 
in  (y)  X  =  Xg,  so  erhält  man : 

1     =    m{Xg     —    X^){Xg     —X^)..     .{Xg    —    Xg.  l)  {Xg 

und  wenn  man  (y)  durch  diese  Gleichung  dividi 

^  ^  {x  —  x^){x  —  x,)..,{x  —  Xg.i){x  — 

'       {^9  —  ^0 )i^9  —  ^1 )  •    'i^ü  —  ^g-i) {an- 
setzt man  in  diesem  Ausdrucke  der  Reihe  i 
g  und  substituirt  in  {ß),  so  erhalt  man: 

'  (^1  —  ^0)  K  —  ^«)  (^1  —  ^3)  - 

(a?2— aJo)(a?2~  a;J  (äJjj  —0:3) . 
+ 

_L  u„  (^  — ^o)(^  — a;,)(rg  — a?g) 
"  l^n  —  a^o)  (a^  —  a;j )  (aj„  —  x^) 

welches   die   von   Lagrange   gegebene  Interpol 
wickelt   man  die  Brüche  und  ordnet  nach  x,  so 
die  Form  (a). 


ACHTES  KAPITEL 
I. 

ÜBER  DIE  CONVEROENZ  UNENDLICHER  FAKT* 


166.  Es  seien  u^,  w, ,  w^,  .  .  .  Un  Grössen, 
ihren  arithmetischen  Bau  nach  einem  bestimm 
ten  und 

P„  =  w,j .  M,  .  w,  .  w,  .  w^  .  .  . 
das  Produkt  von  n  solchen  Faktoren,    welches  0 
ten   endlichen    Werth    haben    wird,    so   lange   1 
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issen  wir  nan,  woran  im  Allgemeinen  nichts 
sen  und  setzen  lim Pn==P,  so  geht  (1)  über  in: 
w, .  w^  .  i*3  .  t*4 .  1*5  .  .  .  .  in  inf.  (2) 

vom  Gleichheitszeichen  besteht  jetzt  aus  einer 
aktoren  und  wird  ein  unendliches  Produkt 
^aktorenfolge  genannt.  Ist  rwxn  \imPn^=P 
Grrösse,  so  sagt  man,  das  unendliche  Produkt 
t  dann  der  Werth  des  unendlichen  Produktes, 
»  mehr  und  bis  zu  einem  beliebigen  Grade  der 
1,  je  mehr  Faktoren  vom  ersten  angefangen 
werden.  Das  unendliche  Produkt  heisst  im 
t,    wenn    P=limP»    unendlich    oder    unbe- 

ob  eine  vorgelegte  Faktorenfolge  convergire, 
lonvergenz  der  Reihen  vorgetragenen  Sätze  zu- 
^  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen,  so 
-  e'w,^  ^^  __  g/u,  u^  s    yf^^  folglich: 

}ar  nur  auf  das  Verhalten  der  Reihe: 
lu,  +  lu,  +  lu^  +  .  .  .  -  (4) 

Irei  Fälle  unterscheiden  können: 

)  convergent  und  s  ihre  Summe,  so  ist  P=e* 
endliche  Grösse    und   somit  die  Faktorenfolge 

derselben  ==  e«  ist  dabei  nothwendig  von  Null 

ihe  (4),  jedoch  so,  dass  ihre  Summe  =  —  oo 
=  0 ;  das  Produkt  u^.u^.u^.u^.,,  ist  daher 
•th  =  0. 

ßihe  (4)  divergent  und  ihre  Summe  =  +  oo 
rd  P=c+^  =  00  oder  unbestimmt,  in  wei- 
nendliche Produkt  Wq  .  Wj  .  1*2  •  ^3  •  •  •  ebenfalls 

in  Wendung    der    im    zweiten    Kapitel   vorgetra- 

ihe  (4)  ist  jedoch  in  den  meisten  Fällen  nicht 

vir    die    Bedingung    der   Convergenz    derselben 

isdruck  bringen  wollen. 

[    offenbar   convergiren   oder   divergiren,   wenn 

iede  lUy  an  convergirt  oder  divergirt,    so  dass 

e: 
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betrachten  können,  welche,  wenn  wir  die  Grössen  u^, 
auf  die  Form : 

Uß  =  1  +  «^0»  Wi  =  1  +  «^11  w^  =  1  +  ^2»  •  •  •  * 
bringen,  was  immer  möglich  ist,  folgende  Form  erhall 

Z(l  +  t;,)  +  Z(l+i;,^i)  +  ?(l+t;r.2)  +  ?(l+^ 
Die  Gonvergenz  der  Reihe  (4)  ist  aber  zunächst 
gebunden,  dass  lim  [lun)  =  lim  |i(l  +  ^n)}  =  0, 
lim(l  +t;„)  =  1,  somit  limt;„  =  0  sei,  woraus  folgt, 
V  eine  unendlich  abnehmende  Reihe  bilden  müssen, 
r  immer  so  gross  gewählt  werden  kann,  dass  Vr  und 
Vr+2  II«  s.  w.  kleiner  sind  als  eine  beliebige  gegebene 
Nun  ist  bekanntlich: 

aber: 

3        4     ^5  ^3^4     ^5       ^       ^3 

d.  i.  weil  a;  <  1 : 

3        4^5  ^31  —X 

2 
und  folglich  für  jedes  x^    dessen  Zahlenwerth  <<  -  i 

3 

bezeichnen  wir  daher  mit  q  einen  positiven  echt 
steht  für  jeden  Werth  von  x,  welcher  numerisch  < 
chung : 

Z(l  -\'  x)  =^x  —  ft  i»*  +  ?^^. 

Zu  dem  gleichen  Resultate  gelangt  man  auf  dems 
man   von   Z(l  —  x)  ausgeht,    so  dass  daher  (7)  für 

2  2 

X  gilt ,    welcher  zwischen   —  -  und  -| —  liegt. 

3  3 
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Dies  vorausgesetzt,  lassen  wir  in  (6)  Vr  die  ers 
der  unendlich  abnehmenden  Grössen  v  sein,  deren  ! 
ist,  so  erhalten  wir  unter  Anwendung  der  Gl.  (7): 

Z(l  +  Vr)  +  1(1  +  Vr^,)  +  l{l  +  i;..  +  2)  +  Z(l  +  V^, 
=  «7r  +   Vr+l   +   ^i+5i   +  «^r  +  3  +   •  •  • 

2    ^    r     "^      14  1     1^      r  +  %     "^     r  +  3     i^   ;  '   V 

wo  die  ^  positive  echte  Brüche  sind  und  der  Kürze 
Reihen  rechts  vom  Gleichheitszeichen  mit  F, ,  Fj 
werden. 

Aus  (8)  erhellt  sofort,  dass  die  Convergenz  od 
Reihe  (6)  und  somit  auch  jener  (4)  von  dem  Verl] 
Fj,  F^,  F3  abhängig  ist.  Nun  ist  klar,  dass  die  Con^ 
F,  nothwendig  auch  jene  von  F^  nach  sich  zieht,  wc 
letzteren  Reihe  sämmtlich  kleiner  sind  als  die  entsp 
und  ein  in  Fj  etwa  stattfindender  Zeichenwechsel  auch 
Hingegen  lässt  sich  aus  der  Convergenz  von  F,  die  C< 
nur  dann  folgern,  wenn  die  Glieder  in  F,  durchau 
haben;  findet  aber  in  F,  ein  Zeichenwechsel  statt,  s 
Reihe  wegen  der  unendlichen  Abnahme  ihrer  Glieder 
vergent,  aber  die  Reihe  F^  kann  in  Folge  der  glei 
ihrer  Glieder  auch  divergiren. 

Verbindet  man  mit  diesen  Bemerkungen  das  obei 
Gesagte,  so  gelangt  man  sogleich  zu  folgenden  Sätzen 

1 )  Das  unendliche  Produkt : 

(1    +v„){l    +V,){1    +t',)(I    +"3)(1    + 

convergirt   gegen    eine    von    0   verschiedene   Grenze, 
Reihen : 

^0'  ^1^  ^2^  ^'3»  ^v     " 
t^St  vi,  vi,  t;|,  vj,  .  .  . 

ichzeitig   convergiren.    Denn    unter    dieser  Vorausse 
Tiöge  (8),  auch  die  Reihe  (4). 

2)  Das  Produkt   convergirt    gegen    die  Grenze  0, 
■er  Reihen  convergirt  und  die  zweite  divergirt;  od( 
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Reihe  divergirt,   ihre   unendlich   wachsende  Summe    aber   negati 
Denn  in  beiden  Fällen  divergirt,  in  Folge  (8),  die  Reihe  (4)  gegei 

3)  Das  unendliche  Produkt  divergirt,  wenn  die  erste  Reihe 
girt  und  ihre  unendlich  wachsende  Summe  positiv  ist.  Denn  in 
Falle  divergirt  auch  (4)  gegen  -|-  oo. 

Die  Anwendung  dieser  Regeln  unterliegt   keinen   weiteren 
rigkeiten.  So  findet  man  z.  B.,  dass  die  Faktorenfolgen: 

('+f;)('+r:)('+r:)o+i;)  ■• 
(•+f)(-f)('+f)(-f)- 

gegen  einen   von   0   verschiedenen   Werth   convergiren.    Die  Fa 
folgen : 

(■+^T)('-^)0+i^)('-Ä)- 

(-f)('-f)(>-l)0-i)- 

convergiren  gegen  den  Werth  Null;  das  Produkt: 

(■+?)('+f)('+f)0+f)  ■• 

ist  hingegen  divergent. 

II. 

DARSTELLUNG  DER  SINUS  UND  COSINUS  DURCH  PRODUKTE. 

166.   Lassen  wir  in  den  Formeln  (fi),  (7),  (8),  (9)  des  § 
eine  ganze  Zahl  bedeuten,  so  ist: 

Wenn  m  gerade: 
cosmx  =  1  _^_^  smoj«  +  --A____^  sin^4  _  .  .  .  -| 

'^^^(m«  -  2«) .  .,  [n^«  -  (,n  -  2)^] 

^^        ^  1.2.3.4...W  ^^^'^  ' 

sin  mx  m{m^  —  2^) 

; —  =  w "^  sin  a;^  -4-  ...  4- 

cosaisina;  1.2.3  -r---r 

^^        -"  1  .2.3.4.  ..(w-  1)  ^'"*       ' 
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wenn  m  angerade: 

co^mx       ,        m*  —  1^    .      ,    . 

=  l —  sin  a?^  +  .  .  .  + 

cosa;  1.2 

+  ^      ^^  1.2.3.4...(m-l)  ''"''       '     ^^^ 

sinwia;  w(w^  —  1^)    .      »    . 

— ; =  w ^^ — -— - — ^  sin  a;^  +  .  .  .  + 

sinaj  1.2.3  ^        ^ 

^  ^        ^  1.2.3.4.  ..w  ^^ 

Die  zweiten  Theile  dieser  Gleichungen  sind,  wie  man  sieht,  ganze 
rationale  Funktionen  von  sino;.  Ist  nun  überhaupt: 

f{z)  =  A,  +  Ä,z  +  A^z^  +  .  .  .  +  A^^ 
eine  solche  Funktion  von  js  des  r^^  Grades  und  sind  b^,  z^,  z^,...ßr 
Werthe  von  z^  r  an  der  Zahl,  welche  diese  Funktion  auf  0  reduciren, 
also  Wurzeln  der  Gleichung  /'(^)  =  0,   so  ist   nach   einem   bekannten 
Satze  aus  der  Theorie  der  Gleichungen : 

f{z)  =  Ar  (^  —  ^,)  (^  —  Z^)  (^  —  ^3)  ...  (^  —  JSr). 

Hiedurch  ist  nun  ein  leichtes  Mittel  geboten,  obige  Reihen  in 
Produkte  umzuformen.  Betrachten  wir  zunächst  die  Gleichung  (1). 
Setzen  wir  Kürze  halber  sinrc  =  £f  und  seien  ^j,  ifg,  jTjj,  . .  .  Zm  die 
Sinus  solcher  Bögen,  m  an  der  Zahl,  welche  den  zweiten  Theil  dieser 
Gleichung  =  0  machen,  so  haben  wir : 

m 

cos  wa?  =  {—\yC{z  —  z^){z  —  jer,)  {z  —  Z^).,.{£  —  £r^), 

WO  Kürze  halber: 

m\m^  —  2^)  {m^  —  4^) . . .  [m^  ^  {m  —  2)»] 
~  1  .2.3.4  ... w 

gesetzt  ist.    Durch  Auflösung  eines  jeden  der  binomischen  Faktoren  im 
Zähler  von  C  erhält  man  aber  leicht: 

1  2.4.6...(m— 4)(w— 2)w(m+2)(?w-f4)...(2w— 4)(2m— 2)(2w). 
"^  2  *  1  .  2  .  3  .  4  .  .  .  w. 

Der  Zähler   dieses  Bruches   ist   das  Produkt  aller  geraden  Zahlen 

2  bis  2m ,  deren  Anzahl  =  m  ist ;  sondert  man  daher  aus  jeder 
3r  Zahlen  den  Faktor  2  ab,  so  wird  der  Zähler  =  2'".1, 2.3.4.. .m, 
lieh  C  =  2^-^.  Es  erübrigt  nun  noch,  jene  Werthe  von  x  auszu- 
ein,   welche  den  zweiten  Theil   der  Gl.   (l)   auf  Null   bringen;   da 

diese  Werthe  auch  den  ersten  Theil  cos  mx  auf  0  reduciren  mtSs- 
so  finden  wir  sie  aus  den  Gleichungen: 
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.    7r  37t  bn  . 

n  Sti  bTt 

'^~2  2"'  2~'     **~" 


nämlich : 


^  ~  "^  2^'  "^  2w'  "^  2w' •  "  "^ 

7t  ^Tt  bTT  \ 

2w'        2m'        2tw' 

die  Sinns  dieser  Bögen,  m  an  der  Zahl,  sind  nun 
von  iß'j,  z^,  ^3,  .     .  ^^  und  wir  erhalten  somit: 

m 

COS  mx  =  (—  1)^2'«-^  X 

(sina;  -  sin  ^)  («"^  "  «*«  ^m)  '  '  '  G*""^  ~ 

I  sm  ic  +  sm  -^1  I  sm  a;  +  siu  -—  I  .     .  I  sin  ic  - 

Vereinigt   man   endlich   je    zwei   übereinand( 
fachen  Faktoren  in  einen  quadratischen ,  wodurcl 

m 
=  --  wird  und  multiplicirt  jeden   derselben   mit 

enthaltenen   negativen  Einheiten,  so  erhält  man  f 

cos  mx  =  2*"—^     ( sin  —  1  —  sin  o;^  1  j  I  sin  — 

sin  a 


aus  (2): 

m—2 


Eben  so  folgt  aus  (2) : 
sin  mx  '"" 

cos  X  sin  X 

wo  wieder  -r  =  sino;  und  ^j,  ^g,  ...  js:m-2  die  Si 
für  welche  beide  Theile  der  Gl.  (2)  verschwindei 
ben  sich  daher  aus  der  Gleichung  sin  mx  =  0  1 
der  Zahl:        ^^^^  ^  ^^.  ^^ 

+  2m'    +  2w'    +  2m'     '  '  "•" 

27t  47t  67t  {m 

~'2m'   ~  2m'    ~~  2m '  *  *  ' 


*)  Der  aus  sin  mx  —  0  folgende  Werth  x  =^  0  ist  uns 

Theil  von  (2)  nicht  =^  0  macht.  Man  hat  nämlich  für  ein  ui 

,.       sin  mx        ,.     sin  mx      x         \  ^    . 

hm  -; —  =  hm .  -  —  -^  m.l  .1  - 

sin  X  cos  X  X       Bin  x  cos  x 
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Es  ist  ferner: 

m{m^  —  2^)  (m^  --  4«)  .  .  .  [m^  —  (m  —  2)^] 
1.2.3  ...  (w  —  1) 
_  2.4.6.  ...  (w  -  -2)  ifi(m  +  2)...(2w  —  4)(2w— 2) 
~  ^        1  .  2  .  3  .  .  .  (w  —  1) 

folglich,  wenn  man  sogleich  je  zwei  der  binomischen  Faktoren  in  einen 

m  —  2 
quadratischen    vereinigt,    wodurch   die  Anzahl  derselben    — —     wird, 

und  jeden  derselben  mit  einer  der  in  ( —  1)  *     enthaltenen   negativen 
Einheiten  multiplicirt,  far  m  gerade: 

sinf»a;  =  2'""~^sinajcosrp|  Ism— 1    — sin  rr'  I    Ism— I   —  sin^r^'l . . . . 

Eben  so  findet  man  aus  (3)  und  (4)  phne  alle  Schwierigkeit  für 
m  ungerade: 

costwx  =  2™"^  cosa?  j  I  sin  — j    —  sina?*  j     I  sin  — 1    —  sinoj*  j 

sinwta!  =  2"-' sinarlßin— -j   — sina!*ll  Ism  — I    —  sina;*!.... 

•••■[(•'»'"^»^)'-"»4         w 

Lässt  man  in  diesen  vier  Formeln  x  unendlich  klein  werden  und 
dividirt  zu  diesem  Behufe  zuvor  die  Gl.  (6)  durch  sin  oleosa;,  (7)  durch 
coso;,  (8)  durch  sinrr,  so  ergeben  sich,  da: 

,    ,.        sinwaj  ,.     cos  wo? 

hm  cosma;  =  1,  hm =  w,    hm =  1 

sin  a;.  cosa;  cosa; 

ist,  folgende  bemerkenswerthe  Gleichungen: 
Für  m  gerade: 

l  =  2-(sin-)    (sm-J    (sin--)    ••..(- ^-2^-^-)  ,     (9) 
m=2^-^  (sm-)    (sm-J    (sin-)    ....  («m^-^^-^-)  ,  (10) 
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ungerade: 

n-— I   ism-— I   IsiD-— I  . .  .    (sin^^ — - — I,     (11; 

n — I   Ism— -I   Ism^     I  .  .  .  .  [sm- I  ,     (12) 

2m/    V      2m/    \      2m/  \  2w.         /         ^      ^ 

man   nun    die  Gleichungen  (5),    (6),    (7),  (8)  beziebungs- 
(9),  (10),  (11),  (12),  so  erhält  man: 
gerade: 

cos  mx  = 


J" 


8111  X" 


\      2»»/ 


svamx  =  >»  sin  a;  cosx  X 


1  — 


sin«- 


'(13) 


(14) 


ungerade: 


cos  mx  =  cos  a;  X 

r.2 


sino;* 


I  sin— -I 

V      2m/ 


1- 


sina;'' 


/:X»»-2)yry 


'(15) 


n/ 


sinma;  =  w  sinj:  X 


sinx* 


(^*"^) 


1— 


sm  X' 


l^'"  2m— ; 


(16) 


vir  in  diesen  vier  Gleichungen   —   an    die    Stelle   von    t», 

m 

vir: 
gerade: 


r)" 


(-1) 


COSiC 

2" 


1  — 


Ism — ) 

\       m  / 

l^^'^  -2^ j 


;(i7) 
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X  X 

sin  0?  =  w  sin       cos  —  X 
m        m 


\      2m/ 
Für  m  ungerade 


|sin„     I 
V      2»»/ 


^'"■^)' 


cosa:  =  cos       X 
m 


(^*"-£T 


1- 


V      2m/ 


\      2»»/ 


6'"^-)' 


(18) 


8inir  =  wsin    -  X 
m 


(''"-^)' 


sin  r—  I 
i^      2»»/ 


/.   (m-2)nY 

'  /  y(m—l)ny 
\  2m      J 


.(19) 


(20) 


167.  Mit  Hilfe  der  letzten  Formeln  lassen  sich  nun  die  Funktio- 
nen coso;  und  sina;  leicht  durch  unendliche  Faktorenfolgen  aus- 
drücken, indem  man  m  unendlich  wachsen  lässt,  was  offenbar  gestattet 
ist,  da  diese  Formeln  für  jeden  Werth  von  m  gelten,  wie  gross  man 
denselben  auch  annehmen  mag.  Es  kommt  dabei  nur  auf  die  Ausmit- 
telung des  Grenzwerthes : 

X 


hm -7 t-ö: 


I  sm^r—  I 
\      2m/ 


sin- 


lim- 


m 
sm— - 
2m 


=  G* 


für  ein  unendlich  wachsendes  m  an.  Setzt  man  —  =  a,  wo  also  a  eine 

m 

unendlich   abnehmende    Grösse    bedeutet,    und  Kürze   halber     —  =  y, 


wird: 


sm  ax 


G  =  lim  -: =  hm  r  —  =  lim :  hm =  - , 

smay  sm  ay  cc  a  y 
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lim 


nun  noch,  dass  bekanntlich  lira  cos—  =^  lim  cosao;  =  1, 

m 

sin  C(x 
=  lim =  x   ist,    so   erhält    man  sogleich  aus  (19) 


('-.'::.)('-.s)('-ä^:.)--(-) 

'(>-if».)('-Ä)('-3.-l--)--C^''> 

,  welche,  wie  man  sich  nach  den  in  §.  155  aufgestellten 
lit  flberzeugt,  für  jeden  Werth  von  x  gelten.  Setzt  man 
also  k  eine  beliebige  Zahl  bedeuten  kann,  so  nehmen  sie 
n  an: 

-=      0-Tr)0-3r)(t--5x)--.     (23) 

:.  =  *n(l-^)(l-*;)(l-*;)...  (24) 

Tsieht  leicht,  dass  mittelst  dieser  Formeln  auch  die  übri- 
etrischen  Funktionen  durch  unendliche  Produkte  darge- 
können.  Schreibt  man  (24)  in  der  Form: 

-?)0+:)(-i)('+i)(-ö('+:)-<«) 

=     ,  so  folgt: 

7^1    335    5    779 

~  2"*2  *2 '4  *4'6  'e'S  *8  '  '  * 


7r_22446688 

2   ~r3\S-5-5'7*7-9-'  ^  ^ 

7t 

dige   von    Wallis    gefundene    Entwickelung    von     -    in 
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III. 

LUNG  DER  REIHFN  IN  KETTENBRÜCKE. 

endlichen  Reihen  und  Produkten  bietet  die  Ana- 
rüchen  noch  eine  bemerkenswerthe  Form  dar, 
onen  darzustellen  und  deren  Werthe  n&herungs- 
Wir  wollen  daher  noch  in  Kürze  ein  Verfahren 
Reihe  in  einen  Kettenbruch  kennen  lernen,  da 
i  in  vielen  Fällen  mit  Vortheil  bedienen  kann, 
ime  einer  unendlichen  Reihe  näherungsweise  zu 
schwach  convergirt,  oder  wohl  gar  divergirt. 
5em  Zwecke  dieselbe,  aus  der  Arithmetik  be- 
iden ,  iiach  welcher  man  einen  gemeinen  Bruch 
erwandelt.     Bezeichnen    wir  nämlich  mit  S  die 


1  7? 

it ,  wenn  =  v^  -{-  -^  gesetzt  wird, 

:  f ,  +  ^^  ,  SO  wird : 

—  ,  i?i  v„  4-  —  ,       1 


!se  Weise  fort,  immer  den  letzten  Divisor  durch 
nd,  so  erhält  man,  wenn  die  bei  den  folgenden 
n   Quotienten   mit    v^,   v^,   v^,   .  .  .   bezeichnet 


+X  +  -'  .> 


'  ^  t;,  +  .  .  . .  (I) 

der  Quotienten  v^,  v^,  v^, , . .  ist  folgendes  sche- 
aem,  welches  wir  einer  gütigen  Mittheilung  des 
er  verdanken.  Es  sei: 

—  w,  +  Wg  —  tij  +  w^  —  .  .  .  (1) 

erhalt  man,  die  Einheit  durch  dieselbe  dividirend: 
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I 


E,= 


i:{uQ  —  u^  +  «*2  —  %  +  ^4  —  •  .  •) 


=  «0    —     ^1    +     ««     —     ^s    +  •  • 

wenn  Kürze  halber: 

gesetzt  wird.  Dividirt  man  mit  diesem  Reste  in  d( 
K  —  ^1   +  ^2  —  ^3  +  "•)  '(«0  —  «1  +  ««  - 

■ß]  =  («I  ^1  —  ^1  )  —  (Ö2^'l  —  «*2  )  +  («8*^1  —  «J»)  —  •  • 

=        6,         -         6,  +         6,         - 

wenn  wir  wieder: 

ajVj  —  w,  =  6^,,  a.^v^  —  u^  =  b^,  a^v^  - 
setzen.  Ferner: 

«0  —  «1  +  ««  —  «8  +  --O^C^— ^+^s- 

^2=(^^2  —  «l)  —  (^2^2  --  «2)  +  (^3^2  —  S)  — 


—         c, 


+ 


(^0—^   +   02    -  ^3   +   •   •  •)  •  (^0  —  Cl   +   ^2  —  < 

U.    8.    W. 

Wie   man   sieht,   kommt   es   nur   auf  die   si 
Reihen : 

«0  —  «1  +  «2  —  «3  +  «4  —  • 
^0  -  ^  +  ^2  -  ^3  +  ^4  -  • 
Co   —     Cl    +    ^2   —  <^S    +    ^4   —  • 

u.  s.  w. 
aus  der  gegebenen  Reihe  (1)  an,  indem  dann: 

%               ^0  ''o 

ist.     Diese  Reihen  ergeben  sicli  aber  einfach    mit 

Schema,    wie    aus   der   Vergleichung  mit   der   vo: 
sogleich  erhellt: 


Digitized  by  VjOOQIC 


|«a^*l      -^3=^2  h^\  --■  ^h  =  ^'1  ^1^'h  ^  ^ 


V      —  — —  '  4'       _!l 


u.  s.  w. 
lerken  ,    dass  die  Bildungsgesetze  der  Reih 
Igen  fallen,    wenn  man  sie  nicht  durch  vc 
dass  dann  nur  sehr   wenig   zu   schreiben 

Z      Z 

it  ^  ,  ^  ,  u.  s.  w.  die  aufeinanderfolgend 

[les  Kettenbruches  (I),,  so  ist  bekanntlich: 


^^  =  v„ 

N,  =  V,  N,  +  1. 

^.^ 

^3  =  ^iN,+  N^, 

z„ 

N,  =  v^N,+N„ 

bekannten  Satz,  dass  der  Werth  eines  ü 
leibt,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  eines 
des  darauf  folgenden  mit  einer  und  dei 
r  dividirt,  auf  den  Kettenbmch  (I)  an,  so 
I  Form: 


-L      —  _1_      _   ^_    ,_   ^  _    1 

und   die  Grössen    w   häufig   einen  einfacheren  Ausdruck  ges 
die  Grössen  v.  Fflr  diese  Form  hat  man  als  reducirte  Bruch 

'^i  ^  ^''0        ^2  ^     '^'0 

R  R.  Höh.  MüiheiuHtik,  1.  .'(.  AuQ.  1  8 
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^ ^n-l    +    «^»-1  Zn-2 

Nn  ~  iV„_i    +  Wn-iNn-2  ' 

wir  nun  das  obige  Verfahren  auf  einige  Beispiele  an. 
ei: 


e^  = 


=  ^  +  r  +  2i+3T+4i  + 


ttenbruch  zu  verwandeln.  Der  Deutlichkeit  wegen  möge 
hnung  ausführlich  stehen,  wobei  die  zulässigen  Abkürzun- 
3t  in  die  Augen  fallen. 


a 

-  X 

h 

"  2! 

X                              X 

2!"^"^  "~       21 

X» 

x'      x''_      2a;* 

,   2.2a;* 

3! 

"'"3!       2!~        31 

+     3!" 

"  4! 

a;»       a;»           3a;» 
4!"*'3!       *"  4! 

2.3a;» 

«5 

X*        X*             ix* 

,   2.4a;* 

5! 

+  5!       4!~        5! 

+     5! 

3!« 

^^   .i«^_,    5a;* 

2.5a;* 

"  6! 

6!       5!             6! 

6! 

_       1 

~        X 

d 

«'»  = 

2a:« 

1.2a;* 
""■•"     4! 

X" 

2\' 


c 


3! 
2x» 


4 !         ■"  ">^ 


4! 
3^* 


+ 


51 

4:X^ 


6! 


6! 


X     X' 

'21*3! 


2.3x^ 


I 


3^_ 

TT""     ~5T 

4a;*         .   3.4a;*    i     .2.3.4a;*       3a;* 


e 
1.2.a'^ 


2.2.3a;3       2a;3___      _ 


+  ^=+ 


6! 


+  -«7 


5! 


^  + 


2.3a;* 
TT' 


l.a;\1.2a;2 
TT  *  '  V~ 


=  'i'    ".=      4, 


1 .  2a;^         1 .  2a?»  _        5 
5T~  ~"  "  7 
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^  +  TT" 

=+'^ 

2. 

C 

I 

i 

1 .  2a;»     1 

.2. 

3a;»  _ 

'  "ö"!      ■ 

6: 

! 

2 

ungsgesetz 

der 

'  Grössen 

0=           h 

"i 

= 

— 

1 
X 

.=    -2 

"a 

= 

3 

.=        2 

^'5 

= 

— 

5 

X 

.  =  -  2 

u. 

^1 

s.  w. 

= 

7 

lan  hat  daher; 

u.  s.  w. 


aj^-2  +  ^ 


Reduktion : 

X 

1   +  o  _  ^        . 

"        3  +  ^       :r 

'2 X 

1,  SO  erhält  man  die  Basis  e  der  natürlichen  Lo- 
len  Kettenbruch  ausgedrückt;    für  den  10**"  redu- 

Q,  welcher  das  Glied  -| als  letztes  in] Anspruch 


23225 

=  2,718281835  .  .  .,  welcher  Werth  in 


8544 
e  noch  richtig  ist. 


18* 
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2)  Es  ist    Z(l  + 

durch  Anwendung  des 

obigen  Verfahrens  auf  die 

findet  man : 

^0  =  1' 

2 

^'4  =  5, 

*'^  =  l'       '-  =  '^    "' 

Es  ist  daher: 

-  +  '-   1          -+" 

2.:  +  54^ 

Die  Reihe  für  /(l  +0:)    convergirt    bekann 
von  a:  <C  1»    während  der  Kettenbruch  auch  nocl 
von  X  zu  einem  genäherten  Werthe   von    ?(1  + 
wir  Kürze  halber  den  n^^  reducirten  Bruch  mit  {^ 
iT  =  3  setzend,  für  /4  folgende  Werthe : 

'">'  =  im     =  '•'«''''" 

lM)=i»S         =.,S,C30« 

Der  wahre  Werth  ist  U  =  1,3862943G  .  .  . ,   mi 
Dezimalstellen  stimmt. 

3)  Für   arc  tgx  =  a;(l  -  |*  4  |'  _  ^^^  4 

findet  man: 

\*.x*  2^«*  'i^.x'' 

«'0  =  1.  '^•.=T.^-  "'^=^75  '  «'^=5.7  ' 

Hiemit  erhält  man,    unter  Anwendung  der  F 
ter  Reduktion : 
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^  2 


Für  X  =:  l  folgt  hieraus : 

'-'-='    1 

^  +  11+.... 

TT 

Dieser  Kettenbruch  für   —  convergirt  ziemlich  rasch;  man  findet: 
4 

{6}  =  0,7853(^8  .  .  .,  {7}  =  0,7854035  .  .  .,    {s}  =  0,7853972  .  .  .; 

der  wahre  Werth  ist   '^  =  0,7853981633  .  .  .,  so  dass  der  8*«  redu- 
4 

cirte  Bruch  schon  5  richtige  Stellen  gibt. 

4)  Wendet  man  dasselbe  Verfahren  auf  die  Binomialreihe : 

an,  so  findet  man: 

(w  +  l)a?  in — \)x 

w^  =  l,  w,=  —  nx  «^a=      1^2     '  "'»'^~     2T3      ' 

(w  +  2)a;                   {n  —  2)x  («  +  3)ä  («— 3)a; 

♦''*=-2.T-    •  "''>  =  -  -X5-'  ^*=  -2.-5      '  «''=—^7-' 
(«  +  4)a?  (w  —  i)x 


^s-—      2.7      '        '"»^  2.9 


folglich  kommt  nach  Hebung  der  Brüche: 

(1  +  xY  = 

1 

'       7-+... 

Schreibt  man  aber  die  Binomialreihe  in  der  Form: 

und  verwandelt  nun  die  Reihe  in  den  Klammern  in  einen  Kettenbrach, 
so  erhält  man: 
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(1  +  x)" 


5 

Da  (a  +  6)"  =  a*»  I  1  -| — I  ,  so  kann  hiern 

einen  Kettenbruch  verwandelt  werden.    Man    hat 

obigen  Kettenbrüchen  nur  x  =  —  zu  setzen  und  die 

a 

tipliciren. 

Setzt  man  w  =  — ,   - ,    ....    so  erhält  man 
2      3 

welche    mit    Vortheil    zur    Wurzelausziehung    ben 
Für  n  =  ~  findet  man  z.  B.  aus  der  zweiten  de 

■^2+...  x'^2 


Ist  nun  aus  irgend  einer  Zahl  Ä  die  Quadra 
setze  man  Ä  =  a^  -{-b,    wo  a^  ein  der  Zahl  A  m 

des  vollständiges  Quadrat  ist,  so  wird  yÄ  =  ya^ 
und  folglich  : 

-  +  -       1 

Dieser  Kettenbruch  ist  periodisch,  welcher  Um 
dass   überhaupt  der  Werth   eines  jeden  unendlicl 
tenbrnches  durch  eine  Gleichung  des  2""  Grades 
That,  es  sei: 

1 

a;  =  -        1 

"'  +  ;r4-- 
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ein  unendlicher  Kettenbruch  mit  ngliedriger  Periode,   ro  ist  offenbar: 

i_ 

+ 


"'  +  «7  +  ^ 


On    +  X' 

sucht  man  nnn  die  aufeinanderfolgenden  redncirten  Brüche  dieses  end- 
lichen Kettenbruches  und  bezeichnet  den  (w  —  1)*"  und  »**"  (von  wel- 

chen  der  letztere  noch  das  Glied        in  Anspruch  nimmt,  mit  —^^  und 

^ ,   so    hat   man    für   den  Werth   des  {n  +  1  )*«"  reducirten  Bruches, 
welcher  zugleich  den  Werth  x  des  vollständigen  Kettenbruches  darstellt : 

__   ^n  +  ^^11-1 

Nn  +  xN„Jr 
welche  Gleichung ,   gehörig   geordnet ,   in  Bezug  auf  x  quadratisch  ist. 

5)  Fflr  die  Reihe: 

fif  =  l  —  l.a?  +  1.3a;«  -  1.3.5. fl?8  +  1.3.5. 7a;4  —... 
findet  man: 

iÜQ  =  1,  Wj  =  X,  w^  =  2x,  w^  =  Sx,  ,  ,  .  Wn  =  {n  —  l)x, 
folglich  ist: 

S=~     X 

Obige  Reihe  ist,  wie  wir  in  der  Integralrechnung  finden  werden, 
die  Entwickelung  einer  gewissen  Funktion,  welcher  für  einen  bestimm- 
ten Werth  von  x  auch  ein  bestimmter  Werth  zukommt,  der  jedoch 
mittelst  obiger  Reihe  nicht  gefunden  werden  kann,  da  sie  für  jeden 
Werth  von  x  divergirt.  Mit  Hilfe  des  Kettenbruches  lässt  sich  hinge- 
gen die  Suramirung  (wenigstens  für  kleine  Werthe  von  x ;  für  grössere 
steht  eine  andere  Entwickelung  zu  Gebote,  welche  wieder  bei  kleinen 
Werthen  von  x  unbrauchbar  wird)  bewerkstelligen.  Setzt  man  z.  B. 
a;  =  0, 1,  so  geben  die  ersten  zehn  N&herungsbrflche  folgende  Werthe 
des  Kettenbruches,  welche,  wie  man  sieht,  rasch  convergiren: 

{l}  =  1  {6}  =0,9207420.. 

{2)  =  0,909090  ...  {7}  =  0,9207990.  . 

{3|  =  0,923077  ...  {sj  =  0,9207804.  . 

{4}  =  0,920244  .  .  .  {9}  =  0,9207870.  . 

{5}  =  0,920930  .  .  .  {10}=  0,9207844.  . 
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6)  Die  Reihe: 

S  =  x—  l,2x^  +  l.2.3x^  —  1.2/dAx^  + 
auf  dieselbe  Weise  behandelt,  liefert  folgenden  Kettenbruch: 

X 

1  -\"  X 

1  H —  ,  ^x 


H-y^4. 


1  +., 


Für  X  =  1,  erhalt  man  hieraus: 
1.2+1.2.3  —  1.2. 3.4+... 


1      o 
^^^+;+^      2 

^^■^>I+-^      5 

und  findet  für  die  Werthe  der  reducirten  Brüche  dieses  Kettenbruches, 
vom  20**®'^  angefangen: 

{20}  =  0,403621  .  .  .      {23}  =  0,403673  .  .  . 

{21}  =  0,403689  .  .  .      {24}  =  0,403643  .  .  . 

{22}  =  0,403635  .  .  .  {25}  =  0,403663  .  .  . 
Euler  fand  auf  anderem  Wege  0,4036524  ...  als  Werth  der 
Summe  dieser  sehr  divergirendeu  Reihe.  Audi  hier  ist,  wie  überhaupt 
in  ähnlichen  Fällen,  dieser  Ausdruck  in  dem  schon  im  vorigen  Beispiele 
angedeuteten  Sinne  zu  verstehen,  dass  die  obige  Reihe:  x — 1.2a;*^  +  -- 
die  Entwickelung  einer  gewissen  Funktion  l'{x)  darstellt,  deren  Werth 
jedoch  aus  der  für  jedes  x  divergirenden  Reihe  nicht  gefunden  werden 
kann,  weil  der  Rest  der  Reihe,  oder  das  Ergänzungsglied,  d.  i.  die 
Summe  aller  auf  das  w*®  folgenden  Glieder  mit  unendlich  wachsendem 
n  selbst  unendlich  gross  wird  und  also  nie  vernachlässiget  werden  kann. 

Anmerkung.  So  wie  übrigens  eine  unendliche  Reihe,  wenn  sie  zur 
näherungsweisen  Berechnung  der  Funktion,  deren  Entwickelung  sie  ist, 
dienen  soll,  convergireu  muss,  eben  so  gut  gilt  dies  auch  von  den  unendli- 
chen Kettenbrüchen.  Wenn  die  aufeinanderfolgenden  reducirten  Brüche, 
sowohl  gerader  als  ungerader  Ordnung,  sich  nicht  einer  und  derselben  be- 
stimmten Grenze  nähern,  so  ist  der  Kettenbruch  fftr  divergent  zu  halten.  Mur 
Kettenbr flehe  von  der  Form: 

'^  +  «.  +  .. . 
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wo  die  Zähler  der  einzelnen  Glieder  -^  1  und  die  Nenner  a,,  Uj,  a^,  .  .  ganze, 
positive  Zahlen  sind,  convergiren  immer  und  die  reducirten  Brüche  führen 
hier  mit  Recht  den  Namen  Näherungsbrüche.  Dies  findet  aber  nicht 
mehr  nothwendig  statt,  wenn  der  Kettenbruch  eine  andere  Form  hat,  und  es 
bedarf  dann  ebenso,  wie  bei  den  Reihen,  einer  Untersuchung  ihrer  Conver- 
genz,  wozu  wir  jedoch  nur  für  specielle  Fälle  die  Hilfsmittel  besitzen. 

7)  Bisweilen  bricht  die  Entwickelung  der  Grössen  y^,,  y, ,  t\^^  .  . 
ab,  indem  die  sämmtlichen  Glieder  irgend  einer  der  Reihen  (2)  ver- 
schwinden ;  in  diesem  Falle  erhält  man  also  die  Summe  der  unendli- 
chen Reihe  durch  einen  endlichen  Kettenbruch  dargestellt,  welcher  auf 
bekannte  Weise  in  einen  gemeinen  Bruch  verwandelt  werden  kann. 
Dies  tritt  ein,  wenn  die  Reihe  eine  rücklaufende  ist  [§.  13],  deren 
erzeugender  Bruch  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  besteht.  — 
So  findet  man  für  die  Reihe: 

S=  1  +  '>x  +  5^^  +  V2x^  +  2dx*  +  .  .  . 

v^  =  l,  V,  =  -  —,  n,  =  4,  V.,  =  ^^-,  V,  =  X , 

somit : 

S='           1  =»2.  =  '        -,.. 

l -| 1    -  X  1 — 2x      x" 

2x 
In  der  That   ist   die  gegebene  Reihe    eine    rücklaufende    der    2**"' 

Ordnung  (jeder  Coefficient  a„  :  -  2«^,    ,  +  rt„_2\   und  ^    ihr 

1  —2x—x^ 

ei zeugender  Bruch,    wie    man  umgekehrt  durch  Entwickelung  desselben 

sich  leicht  überzeugt. 
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5WEITER   THEIL. 


TISCHE  GEOMETRIE. 
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e  Darstellung  einer  Gleichung  y  =  f{x)  zwischen 
Grössen  x  und  y,  welche  wir  in  §.  14  kennen 
let  uns  den  Weg  zu  einem  der  wichtigsten  Theile 
ir  haben  gesehen,  dass  die  Gleichung  y  =  f{x\ 
ene  Weise  in  einer  Ebene  construirt,  im  Allgemei- 
Bn  Linie  führt,  welche  nach  einem  gewissen  Gesetze 
jssen  analytischer  Ausdruck  eben  die  Gleichung 
werden  muss,  daher  dieselbe  auch  die  Gleichung 

wie  umgekehrt  die  Curve  der  geometrische 
/  =  f[x)  genannt  wird.  Wir  können  daher  anneh- 
immer  möglich  sein  wird,  die  zu  einer  gegebenen 
ngsgesetz   bekannt  ist,   gehörende  Gleichung 

dadurch  in  den  Stand  gesetzt,  ohne  Hilfe  einer 
ine  analytische  Formel  die  Gestalt  einer  jeden 
und  festzuhalten. 

letz  einer  Curve  ist  aber  nichts  anderes,  als  der 
ler  hervorragenden,  die  Curve  charakterisirenden 
Icher  sich  sämmtliche  übrige  Eigenschaften  der- 
ten  lassen.  In  der  sogenannten  Elementargeome- 
bekanntlich    durch    geeignete   Constructionen.     Be- 

das  Bildungsgesetz  einen  analytischen  Ausdruck, 
jlich  sein,  aus  diesem  durch  blosse  Rechnung,  auf 
alle  Eigenschaften  des  in  Rede  stehenden  geome- 
suleiten. 

ner  Curve  ist  aber  nicht  allein  der  analytische  Aus- 
tind  Eigenschaften,  sie  bestimmt  auch  deren  Lage 
Bezug  auf  zwei  in  derselben  angenommene  feste 
sehe  Aufgabe  läuft  aber  am  Ende  darauf  hinaus, 
Irischen  Gebilde    zu   bestimmen,    welche  gegebenen 

leisten,    oder   umgekehrt   die  Eigenschaften   gege- 

Gebilde    und   deren   Beziehungen    unter   einander 
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wir  nun  im  Stande  sind,  Gestalt  und  gegenseitige 
lytisch  auszudrücken,  so  geht  hieraus  die  Möglich- 
iien  Behandlung  der  Geometrie  zur  Genüge  hervor, 
indet  offenbar  Anwendung  auch  auf  räumliche  Ge- 
welche nicht  mit  allen  ihren  Theilen  in  einer  und 
jen,  da  jede  Gleichung  zwischen  drei  Veränderlichen 
aume  construirt,  zu  einer  Fläche  führt. 
:elung  dieser  Methode,  durch  Darstellung  ihrer  Prin- 
eren  wichtigster  Ergebnisse,  besteht  derjenige  Theil 
ßlcher  analytische  Geometrie,   bisweilen  auch 

Analysis  auf  Geometrie  genannt  wird, 
jelbe  in  zwei  Abschnitte  ranalytischeGeometrie 
id   analytische  Geometrie   im  Räume,    von 
ich  mit  den  in  einer  Ebene  liegenden  geometrischen 
!t,    der  zweite  mit  solchen,    welche    im  Räume    con- 
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I.  ABSCHNITT. 

SCHE  GEOMETRIE  IN  DER  EBENE. 
ERSTES  KAPITEL. 

LAUE  EINES  PIJNKTKS.  —  COOKDINATEN-SYSTEME. 
RANSFORMATION  DER  COORDINATEN. 


Fig.  4)  XX',   YY'  zwei  feste,  ihrer  Lage  r 

parallele  Gerade  in  einer  Ebene,    M  ein  1 

e  bestimmt  werden  soll. 

ien  MQ  und  MP    be- 

l  zu  XX'  und  YY\  so 

ist  klar,    dass   die  Längen    dieser  Geraden 

die  Lage    des  Punktes   M  in    dem  Winkel 

XOY  unzweideutig  bestimmen. 

Man  nennt  diese  Geraden  MP  und  MQ 
die  Coordinaten  des  Punktes  M\  die 
eine  derselben  MQ  =  OP,  welche  parallel 
zur  festen  Geraden  XX'  liegt,    pflegt    man  Ir 

mit  X,  die  andere  zur  festen  Geraden  FF'  parallele  mit  y  zu  be; 
und  erstere  die  Abscisse,  letztere  die  Ordinate  des  Punkt 
nennen. 

Die  festen  Geraden  XX',  YT  heissen  die  Coordinaten 

und  zwar  beziehungsweise  A x e  der  a:,  oder  Abscissenaxe 

der  y,  oder  Ordinatenaxe;  ihr  Durchschnittspunkt  0  der  ü 

oder  Ursprung  der  Coordinaten,  weil  von  ihm  aus  die  beide 

dinfiien  OP=MQ  =  x  und  OQ^MP  =  y  gezählt  werden;  der 

F,    welchen  die  beiden  Axen  bilden,    der  Coordinaten^ 

Inbegriif  beider  Axen  ein  Coordinatensystem.  Dasselb 

rechtwinkeliges,   wenn  der  Coordinatenwinkel    ein    recl 

edem  anderen  Falle  ein  schiefwinkeliges. 

Die  Lage  des  Punktes  M  in  der  Ebene  würde   jedoch    du 

nerischen  Werthe  seiner  Coordinaten   MP  und  MQ  alle! 
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vollständifif  bestimmt  sein,  da  denselben  offenbar  noch  drei 
3r ,  M'\  M'"  entsprechen,  welche  mit  jenem  in  gleic 
von  den  Axen  liegen.  Um  diese  vier  Punkte  von  eina 
scheiden,  genügt  es,  die  Coordinaten  derselben  mit  Vorz 
sehen.  Man  pflegt  die  Abscissen,  welche  vom  Urspn 
rechts  in  der  Richtung  OX  gezählt  werden,  als  posit 
links  in  der  Richtung  OX'  als  negativ  zu  betrachten ; 
werden  von  0  nach  aufwärts  in  der  Richtung  OY  posit 
abwärts  in  der  Richtung  OY'  negativ  genommen. 

Jede  der  beiden  Coordinatenaxen  wird  durch  den 
zwei  Theile,  Halb  axen,  getheilt,  von  welchen  die  i 
wegen  die  positive,  die  andere  die  u  e  g  a  t  i  v  e  H  a  1  b  a  x 
den  mag.  Unter  dem  Coordinatenwinkel  verstehen  wir  im 
vier  Axenwinkel,  welchen  die  beiden  positiven  Halbaxer 
er  ist  immer  <<  180^. 

Bezeichnen  wir  also  mit  w,  n  die  numerischen  We 
dinaten  MF  und  MQ,  so  erhalten  wir  für  die  vier  Punl 
3r"  folgendes  Schema: 

\y^-\-n  \ij  --=z  ^  n  \y  ^-^  —  n 

woraus  man  erkennt,  dass  durch  die  zwei  Gleichungen : 

die  Lage  eines  Punktes  in  der  Ebene  vollkommen  un 
bestimmt  ist,  wenn  wir  unter  a  und  b  die  mit  den  gehör] 
versehenen  Werthe  der  Coordinaten  versteben.  Die  G 
werden  aus  diesem  Grunde  die  Gleichungen  desPun 
Als  besondere  Fälle  der  Glgn.  (1)  sind  folgende  zi 

1)  X  =  a ,  i/zzi^O',  diese  Gleichungen  gehören  zi 
Abscissenaxe  liegenden  Punkte. 

2)  o-r^rO,  ifzz^h,  welche  einen  in  der  Ordinate 
Punkt  bestimmen;  endlich  sind 

i^)  X  ■=  0,  y  =  0  die  Gleichungen  des  Ursprunges 

160,  Die  im  vorigen  Paragraphe  entwickelte  Metho 
mung  der  Lage  eines  Punktes  in  der  Ebene ,  mittelst  2 
festen  sich  sclineidenden  Axen  paralleler  Coordinaten  (dah< 
auch  Parallel-Coordinatensystem  genannt  wird), 
bar  nicht  das  einzige  Mittel  zu  diesem  Zwecke  und 
deren  leicht  mehrere  ausdenken,    unter  welchen   jedoch 
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ioordinatensystem  von  besonderer  Wichtig- 
brauche  ist.  Wir  denken  uns  wieder  in  der  Ebene 
X'  (Fig.  4)  als  Axe,  die  Polaraxe,  und  in  der- 
unkt  0,  als  Ursprung,  hier  der  Pol  genannt,  und 
jerade  OM  zu  einem  beliebigen  Punkte  M  in  der 
Lage  desselben    ist   offenbar  bestimmt,    wenn   die 

OM  und  die  Neigung  derselben  gegen  die  eine 
also  der  Winkel  MOX  gegeben  sind.  Die  Gerade 
isvektor  des  Punktes  M  genannt ;  der  Winkel 
rinkel  heissen;    ersteren  werden   wir   gewöhnlich 

Ö  bezeichnen.  Dieser  Winkel  wird,  wenn  nicht 
bemerkt   ist,   stets   von  der    rechten  Halbaxe  OX 

herum  und  zwar  —  wenn  wir  uns  im  Punkte  0 
d  denken  —  von  rechts  nach  links  gezählt  werden, 
len  immer  positiv  bleibt. 

in  Fig.  4,  die  Polaraxe  mit  der  Abscissenaxe,  der 
Ige  des  Parallel-Coordinatensystems  zusammen,  so 
)rdinaten  o?,  y  eines  Punktes  M  mit  den  Polar- 
einfachen  Beziehungen.  Aus  dem  Dreiecke  OMP 
der  Coordinatenwinkel  XOY=(p  gesetzt  wird; 


r  =  y V^  +  ^^  +  '^xy  cos  cp, 
X  -{-  y  cosf 


(2) 


loordinatensystem  ein  rechtwinkeliges,  so  ist  y  =  90* 


(4) 


sich  leicht,    dass  diese  Formeln  allgemein   gelten, 
[iwinkel  der  Punkt  M  auch  liegen  mag. 

TRANSFORMATION  DER  COORDINATEN. 

ig  tritt  das  Bedürfniss  ein,  von  einem  Coordinaten- 
sich  bei  einer  Aufgabe  bedient  hat,  auf  ein  neues 
lg  auf  welches  die  Gleichungen  eine  einfachere,  oder 
cke  der  Untersuchung  sich  besser  anschmiegende 
e  Aufgabe  führt  den  Namen:  Transformation 
I.  3.  Ann.  19 
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en,  und  kommt  offenbar  darauf  hir 
Punktes,  welche  sich  auf  d 
aitensystem  beziehen,  auszud 
ue  System  sich  beziehenden 
3,  unter  derVoraussetzung,  ( 
snsystems  gegen  das  ursprünglicüe  gege- 

e  Fall  ist  jener,  wenn  bloss  der  Ursprung  ge 
die  Richtung   der  Axen  aber  unver&nderi 

r(Fig.  5)  die  ursprünglichen  Axen,  und  M  ein  Punkt 

in  Bezug  auf  dieselben  OP  =  x,  MP=y  sein  mögen 

Sei    ferner  0'   der  Ursprung   des    neuen  Sy 

stems,  dessen  Axen  O'X,  O'T  den  Ursprung 

lichen  parallel  sein  sollen ;  bezeichnen  wir  rail 


a,  &,  die  Coordinaten  des  neuen  Ursprunges 

0'  bezogen  auf  das  alte  System,   mit  x\  y 

^ ^'    die  neuen  Coordinaten  des  Punktes  M,  so  ist 

?  wie   man    sieht ,    OP=OB  +  BP  =  OB -{ 

O'F,     MP  =  PP'  +  MP'=aB  +  MP 

somit : 
x=  a  +  x\  y  =  b  +  y\  (1 

einem  schiefwinkeligen  Coordinatensy 
i  anderen  schiefwinkeligen,  ohne  Aende- 
•unges  überzugehen. 

Seien  (Fig.  6)  der  alte  Coordinatenwinkel  XOJ 
=  f/>,  der  neue  XOT  =  (p\  ferner  6,  0'  die  Winkel 
welche  der  Radiusvektor  OM=r  des  Punktes  31 
mit  den  Axen  OX  und  OX'  bildet,  so  haben  wir 
wenn  mit  x,  y  die  alten,  mit  x\  y  die  neuen  Coor- 
dinaten des  Punktes  M  bezeichnet  werden,  vermöge 
der  Glgn.  (1),  §.   101: 

r  sin  (rr  —  ö)  rsinö  ,    , 

X  z=z    y    — \      «  = [m] 

sin  (f  sin  (jp 

rsinfg^' — 6')         ,       rsinÖ' 
X  =  — V—, — ^ ,     y'  =  -: — >  I 

sm  (f  sin  (f 

r'  die  Winkel,  welche  die  neue  Abscissen-  und  Or< 

ilten  Abscissenaxe  einschliessen,  so  wird : 

a,  Ö'  =  6  —  a,  somit  q)   —  6'  =  a  —  0, 
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wodurch  die  Glgn.  («)  übergehen  in: 

,        r  sin  («'  —  6)         ,       r  sin  (6  —  a) 
^  ~  sin'fV  —  «)  '     ^  ""  skTTa^'^ir^)  ' 
ans  welchen  durch  Entwickelung  des  Zählers: 

X  sin  (a  —  a)  =  r  sin  a  cos  6  —  r  cos  a  sin  6, 
y  sin  («'  —  a)  =  —  r  sin  a  cos  6  + »'  cos  a  sin  Ö 
folgt.    Werden  diese  Gleichungen,    die  erste  mit  cos«,    die  zweite  mit 
cosa'  multiplicirt  und  addirt,    so  erhält  man  nach  Unterdrückung   des 
gemeinschaftlichen  Faktors  sin  {a  —  a) : 

r  cos  6  =  .r/  cos  a  -f-  9/  cos  a. 
Addirt  man  aber   dieselben  Gleichungen,    nachdem   die   erste    mit 
sin«,  die  zweite  mit  sin«   multiplicirt  worden  ist,  so  folgt: 
r  sin  6  =  a?'  sin  a  +  t/  sin  a. 
Durch  Substitution  dieser  Werthe  von   rsinÖ    und   rcosO   in   die 
Gleichungen  {m)  erhält  man  endlich: 

X  sin  (qp  —  a)  -f  y  sin  {(p  —  «') 

sin^ 

x'  sin  a  4-  y  sin  a' 
p  = .' — - 

siny  ' 

welche  die  gesuchten  Transformationsformeln  sind. 

Sollte  auch  noch  der  Ursprung  geändert  und  in  einen  Punkt  ver- 
legt werden,  dessen  Coordinaten  in  ßezug  auf  das  ursprüngliche  System 
a,  b  sind,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  (1): 

x  =  a  +  ^'  ^'°  (y  ~  ^)  +  y  ^'"  ^y '~  "') 

sing) 

.    ,   ic'  sin  a  +  y  sin  d        % 
y  =  h'\ .-^-^ . 

Erfordert  übrigens  eine  Aufgabe  sowohl  die  Veränderung  des  Ur- 
sprunges als  der  Richtung  der  Axen,  so  ist  es  gewöhnlich  vortheilhaft, 
diese  beiden  Transformationen  eine  nach  der  anderen  auszuführen.  Die 
Formeln  (2)  und  (3)  sind  allgemein  giltig,  welche  auch  die  Richtung 
der  neuen  Axen  sein  mag,  wenn  nur  für  a  und  a'  immer  die  Winkel 
genommen  werden,  welche  die  neuen  positiven  Halbaxen  der  rc'  und  y 
mit  der  ursprünglichen  positiven  Halbaxe  der  x  bilden,  in  der  Rich- 
tung von  OX  gegen  OY  von  0  bis  SeO*^  gezählt. 

164.  In  den  bei  weiten  meisten  Fällen  kommen  rechtwinkelige 
Coordinatensysteme  in  Anwendung,   da  sich    für  solche   die  Ausdrücke 

19* 


(3) 
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in  der  Regel  am  einfachsten  gestalten.   Betrai 
gende  spezielle  Fälle. 

I.  Von  einem  rechtwinkeligen  zi 
ligen  Goordinatensysteme  Überzüge 

Die  hiezu  dienenden  Formeln   ergeben   sich   ans   den   allgemeinen 
Transforraationsforraeln  (3),  indem  man  q)=z 90^  setzt;  man  erhält  als( 


X  =  a  -\-  X  cosa  -^  y  cos  a\  \ 
y  =  h  -\-  x'  sXma  -{-  y  sin  a'.  j 


(• 


II.  Von  einem  schiefwinkeligen   zu   einem   rechtwi 
keligen  Coordin  atensysteme  überzugehen. 

Man  setze  in  (3)  a  =  90^+  a,  somit  (f  —  a  —  —  {90^—  (q^  -  a\ 
so  folgt: 

,    X  sin((jp  —  a)  —  v'  cos(ö)  —  a) 

rr  =  a  + ^^ ~-^ — ^i 

8in  y 

X  sin  «  +  y'  cos  a 


«y  =  &  4- 


sinqp 


III.  Von  einem  rechtwinkeligen  Coordinatensysten 
auf  ein  anderes  gleichfalls  rechtwinkeliges  Qberz 
gehen. 

Zu  diesem  Behufe  haben  wir  in  (3)  y  =  90®  und  a  =  a  +  9( 
zu  setzen,  und  erhalten: 

a;  =  a  +  a?'  cos  a  —  y 
y  =.})  •\'  oi  %vOia  •\'  y' 


y*  sin  a,  1 
/  cos  a.  J 


ENTFERNUNG  ZWEIER  GEGEBENER  PUNKTE. 

166.  Es  seien  (Fig.  7)  Jtf,  M*  zwei  Punkte,  deren  rechtwinkeli 

Coordinaten  x,  y  und  x\  y   gegeben  sind ;  man  soll  einen  Ausdruck  f 

Fig.  7.  die  Entfernung  D  =  MM*  dieser  Punkte 

\y  j^'        Funktion  ihrer  Coordinaten  aufstellen.  Zieh 

wir  die  Ordinaten  MP  =  y,  M*P  =  y  ui 

durch  einen  der  beiden  Punkte,  etwa  M,  ^ 

X  MB  parallel  zur  a;-Axe,   so  folgt  aus 

rechtwinkeligen  Dreiecke  MM'E:    MM' 
=  MB^  +  WjR^;  es  ist  aber  ME=x 
M'B  =  y  —  y,  somit: 
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Seichen  erklärt  sich   dadurch,    dass   die  Entfi 
gegen  M'  oder   umgekehrt   gezählt   werden 
rden  Distanzen  immer  positiv  genommen, 
i   Wege   würde   sich   der  Ausdruck   von  D   fl 
>rdinatensystem    ergeben.     Man   findet  ohne  S 

- ^Y  +  {y  —  yY  +  2{x'  —  x)  [y  —  y)  cosy. 

noch  das  Dreieck,  welches  die  beiden  Punkte  . 

bilden.    Sind  r,   r   die  Radienvektoren  der  I 
eren  Neigungswinkel  gegen  die  positive  Halbas 

X      ,  y  ,       od      ..     ,       y 

—  ,  sina  =  — ;  cos«  ==  -r  ,  sin o  =  ^  . 
r  r  r  r 

Winkel  MO  3t,  welchen  beide  Radienvektorei 

lan   4:  (J  =  «  —  a\  somit : 

sin  (J  =  sin  a  cos  a'  —  cos  a  sin  a\ 

ion  obiger  Werthe: 

jf  rr  sin  d  =  yx  —  yx ; 

r  mit  f  den  Flächeninhalt  des  Dreieckes  OMl 

=  rr  sin  d,  folglich : 

2f=  ±  {yx  —y'x), 

tien  jenes  zu  wählen  ist,  welches  den  Ausdrucl 

dem  jetzigen  Coordinatensysteme ,   ohne   die 
Indern,  auf  ein  neues  System  über,  und  sind 
^en  des    neuen  Ursprunges   in  Bezug   auf  die 
in  (3)  x  —  x\  y  —  y"\  x—x\y—y"  statt 
)dnrch  man: 

X  —  x")  4-  y  {x"  —  x)  -{■  y" [x  —  x) 
ck   für   den  Flächeninhalt  eines  Dreieckes,   w 
en  a;,  y\  x[^  y   und  x\  y"  gebildet  wird. 
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ZWEITES  KAPITEL 

VON    DER    GERADEN    LINIE. 


Kig.   8 


166.  Es  sei  HL  (Fig.  8)  eiue   gerade  Linie ,    in    der  Ebene    der 
rechtwinkeligen  Coordinatenaxen  OX,  OY  auf  beliebige  Weise  gezogen; 

ziehen  wir  durch  den  Punkt  A,  in 

L  welchem  diese  Gerade  die  Ordina- 

tenaxe  schneidet,   die  AK  parallel 

zu  OX,    und  zu   beliebigen  Punk- 

K  ten :    M,    M\  M'\  ...  der  Gera- 


i' 


> 


Z^^ 


0 


^^ 


M' 


o: 


=  u.  s.  w. 


jf  den  HL  die  Ordinaten  MP,  MP, 
~^    p"  M."]^',  ...  so    folgt  aus  den  ähn- 

lichen Dreiecken  AM.Q ,  AM'(i\ 
AM"Q!\  ...  welche  offenbar  nur  dann  entstehen,  wenn  Jf,  M\  M" . . . 
Punkte  einer  Geraden  sind,  sofort: 

Mq  _  M'q  _  M"Q" 
AQ  ~  AQ'  ~   Aq' 

oder: 

UF  —  AO  _  M'P  —  AO   __  M'P'  —  AO  _ 

OT       —~    OP'    '~       ÖF        ~  "•  '•  ""' 
woraus  folgt,    dass  die  um  das  Stück  AO  verminderte  Ordi- 
nate eines  beliebigen  Punktes  derGeraden  zur  Abscisse 
desselben  in  einem  con stauten  Verhältnisse  steht. 

Bezeichnen  wir  daher  dieses  constante  Verhältniss  mit  «,  die  Ent- 
fernung AO  des  Durchschnittspunktes  der  Geraden  mit  der  ^-Axe  vom 
Ursprünge  mit  &,  endlich  mit  x,  y  die  Goordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  der  Geraden,  so  besteht  für  jeden  Punkt  der  Geraden  die 
Gleichung : 

y-h 
=  a,  woraus : 

X 

t/  =  ax  +  b  (1) 

folgt.  Aus  der  Ableitung  dieser  Gleichung  erhellt,  dass  derselben  durch 
die  Goordinaten  eines  jeden  Punktes  der  Geraden  HL  Genüge  geleistet 
wird;  umgekehrt  geht  aus  der  Construction  dieser  Gleichung  die  Ge- 
rade HL  hervor.  Man  nennt  aus  diesem  Grunde  die  Gleichung  (1)  die 
Gleichung  der  Geraden. 


Digitized  by  VjOOQIC 


iten  die  Grössen  x,  y  die  Coordini 
Panktes  der  üeraden,  sind  also  als  v  er  an  der  licht 
trachten  und  >Yerden  gewöhnlich  die  laufenden  Co 
Geraden  genannt,  a,  b  sind  hingegen  Consta nte  Grösi 
die  Lage  der  Geraden  gegen  das  Axensystem  bestimmt 
nothwendigen  Homogeneität  der  Gl.  (1)  muss  b  eine  I 
eine  absolute  Zahl  sein.  In  der  That  ist,  wie  schon  obc 
Ordinate  der  Geraden  im  Ursprünge;    ferner   folgt   au 


AQ 


=^tgMÄQ  =  tQa, 


wenn  «  der  Neigungswinkel  der  Geraden  IIL  gegen 
axe  der  x  ist ;  der  Coefficient  von  x  in  der 
nach  y  aufgelösten  Gleichung  der  Geraden 
ist  folglich  die  trigonometrische  Taugente 
des  Winkels,  welchen  die  Gerade  mit  der 
Abscissenaxe  einschliesst. 

Die  Gl.  (1)  besteht,  da  die  Ableitung 
offenbar  ganz  dieselbe  bleibt,  unverändert 
auch  für  schiefwinkelige  Coordinaten ;  nur  ist 
dann  (Fig.  9): 

MQ sin  MAQ sin  a 

ÄQ  sin  ÄMQ  sin  (ff  —  «)  ' 
WFO  (p  der  Coordinatenwinkel ;  für  den  Winkel  «,  wel 
mit  der  Abscissenaxe  einschliesst,  findet  man  hieraus: 

a  sin  ff 
tg«=--- — *-  ~. 
^  1  +  «cosqp 

In  der  Folge  werden  wir  jedoch  immer  rechtwink» 

roraussetzen,  wenn  nicht  ausdrücklich  das  Gegentheil  1 

167.  Da  die  Constanten  a,  b  in  Gl.  (1)  jeden  mö| 
)der   negativen  Werth   haben   können,    so    wird    die   ( 
ähig,  eine  Gerade  in  jeder  beliebigen  Lage  gegen  das 
ittstellen.     Ist   b  negativ,    so    schneidet  die  Gerade  die 
lalb  des  Ursprunges;    sie  geht  durch  den  Ursprung 
die  Gleichung  von  der  Form :   y  =z  ax  ist,  d.  h. 
des  ermangelt;    ist   a  negativ,    so   macht  der  ober] 
,ende  Theil  derselben  mit  der  Richtung    der   positiv 
nen  stumpfen  Winkel. 

Für  a  =  tg  a  =  0 ,    wird  auch  «  ==  0  und   die  ( 
senaxe  parallel;  die  Gl.  (1)  geht  über  in  y==&,  wel 
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•  im  Abstände  =  b  zur  fl?-Axe   parallelen  Geraden   ist.    Wird 
so  fällt  die  Gerade  mit  dieser  Axe   zusammen;    es   ist   daher 
iie  Gl.  der  Abscissenaxe  selbst. 

\  dem  AÄOB  (Fig.  8)  folgt  AO  =  BO.tga,  d.  b.  wenn 
-  c  gesetzt  wird,  b  =  ac\  führt  man  diesen  Werth  in  die 
ein,  so  nimmt  dieselbe  die  Form  an: 

y  =  ax  —  ac,   oder  x  = f-  c; 

d 

'  90^  wird  tg  a  =  a  =  oo  und  die  Gerade  senkrecht   auf    die 

naxe;   die  letzte  Gleichung  geht  über  in  x  =  c,   welche  somit 

chung  einer  zur  Ordinatenaxe  im  Abstände  =  c  parallelen  Ge- 

;t.    Für   c  =  0    ffillt  diese  mit  der  genannten  Axe  zusammen ; 

iher  X  =  0  die  Gl.  der  ^-Axe. 

$.  Wählt  man  statt  a  und  b  andere  Constanten  zur  Bestimmung 
e  der  Geraden,  so  nimmt  auch  die  Gleichung  derselben  andere 
an. 

ist  die  Lage  einer  Geraden  offenbar  durch  ihre  Durchschnitts- 
4,  -ß  (Fig.  8)  mit  den  beiden  Axen  bestimmt;  bezeichnet  man 
lit  b  und  c  die  Entfernungen  dieser  Punkte  vom  Ursprünge, 
wenn  dieselben  auf  den  positiven  Halbaxen  der  y  und  x  liegen, 
ht  für  jeden  Punkt  der  Geraden  die  Proportion : 

ÄO  :  BO  =  MP  :  BP,  d,  l  b  :  —  c  =  y  :  X  —  c, 
üs  Gleichung  der  Geraden: 

!-+?  =  ■  <■) 

an  sieht  leicht  ein,  dass  diese  Form  der  Gleichung  der  Geraden 
it-  und  schief  winkelige  Goordinaten  gilt  und  in  beiden  Fällen 
eutung  der  Constanten  b,  c,  dieselbe  bleibt. 
Ilt  man  aus  dem  Ursprünge  0  (Fig.  10)  das  Peipendikel  Ol) 
Gerade  HL,  so  ist  die  Lage  dieser  Geraden  durch  die  Länge 
des  Perpendikels  OD=p  und  den  Winkel 
.L  DOX  =  ß  bestimmt,  welchen  dasselbe  mit 
der  positiven  Richtung  der  :c-Axe  ein- 
^  schliesst.  Ist  nun  M  ein  beliebiger  Punkt 
der  Geraden  HL,  sind  x,  y  seine  Coordi- 
naten,  zieht  man  ferner  MO  =  r  und  setzt 
/_MOX=b,  so  hat  man:  MP=y  =  rsmb, 
V  =  r  cos  e ;  ist  aber  die  Linie  HDL  eine  Gerade,  so  ist  för 
'unkt  M  derselben  das  ^ODM  bei  D  rechtwinkelig,  somit 
OK  CONDOM,  d.  i.: 
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-  6)  =  r  cos/9  cosö  +  r  sin/9  sinö;  (2) 

rcos6,  rsinö  obige  Wertlie  substituirt  werden  : 
r  cos  /9  +  y  sin  /9  =  j)  (3) 

en  UL,  welche  auch  die  Form: 
a:  cos A  4"  y  cos/t  =  p  (4) 

f(  die  Winkel  sind ,  welche  p  mit  der  x-  und 
rf  kaum  der  Erinnerung,  dass  die  Formen  (3) 
iraden  nur  für  rechtwinkelige  Coordinaten  gelten. 
I  die  Gleichung  der  Geraden  umgestalten  mag, 
arakter  bleibt  immer  der,  dass  sie  in  Bezug 
oordinaten  x  und  y  vom  ersten  Grade  ist. 
dass  jede  Gleichung  des  ersten  Grades 
inderlichen,  ihrer  geometrischen  Be- 
r  geraden  Linie  angehöre. 

allgemeine  Form  einer  solchen  Gleichung: 
Ay  +  Bx  +  C=0,  (5) 

,  die  Form: 

B  C 

B  C 

+  h  annimmt,  wenn  man  —  ^  =  a,  —  "Z  =  ^ 

li  ist,  weil  die  Constanten  a,  h  in  Gl.  (1)  jedes 

inp:  bloss  eine  Veränderliche,  ist  also  von  der 
y)  =  0 ,  so  ist  ihr  geometrischer  Ort  (voraus- 
reelle Werthe  von  x  oder  y  genügt  werden  kann, 
ne  geometrische  Bedeutung  zukäme)  eine  Ge- 
%  mehrerer,  beziehungsweise  zur  Ordinaten- 
jlen  Geraden,  je  nachdem  sie  in  Bezug  auf  die 
lerliche  vom  1^*^"  oder  höherem  Grade  ist. 
liner  Geraden  gegeben,  so  lässt  sich  dieselbe 
construiren,  am  einfachsten,  indem  man  ihre 
den  beiden  Coordinatenaxen  bestimmt,  welche 
enn  man  in  der  vorgelegten  Gleichung  der  Reihe 
ill  setzt. 

welche  man  auch  in  der  Form: 
r  =  i?  sec(/9  —  6)  (6) 

^eiben  kann,  ist  die  Polargleichung  der  Geraden;  in  derselben 
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md  6  die  laufenden  Polarcoordinaten  eii 
eraden,  die  Constanten  p  und  ß  die  Pc 
tcs  D ,  auf  dessen  Radiusvektor  OD  •. 
3  Gerade  senkrecht  steht. 

lus   der   Anwesenheit   zweier  Constanle 
erkennt   man,    dass   zur  Bestimmung 
lugen  erfordert  werden.    Sind  die  Consi 
auch   die  Lage    der  Linie  bestimmt;    { 
r   unabhängige  Bedingungen    gegeben, 
I,    so  lassen  sich  die  Wcrthe  der  Coust 

bc.  Man  suche  die  Gleichung 
rch  einen  gegebenen  Punkt  x\ 
uchte  Gleichung  kann  von  der  Form  y 
werden,  in  welcher  a  und  6  noch  i 
le  Gerade  durch  den  Punkt  x\  y  geh 
ten  dieses  Punktes  der  Gl.  («)  Genüge  1 
igsgleichung :  //'  =  ax'  +  6  ergibt ,  m 
ieu  Unbekannten  z.  B.  b  bestimmen  un( 
fachsten,  indem  man  die  letzte  Gleichui 
dadurch : 

y  y  =^  a{x  —  x) 
ichte  Gleichung.  Setzt  man  in  dersell 
Beweise,  dass  die  durch  dieselbe  darges 
c\  y  geht.  Sie  enthält  noch  eine  wi 
er  Winkel  rr,  welchen  sie  mit  der 
nbestimmt,  wie  es  sein  muss,  weil  dur 
gerade  Linien  gezogen  werden  können 

.ufg.  Die  Gleichung  einer  Ger 
rch  zwei  gegebene  Punkte  x\  i 
ler  y  =  ax  +  b  ..,  {et)  die  Gleichung 
gegebenen  Bedingungen  gemäss  die  Gl 
'  =  ax  +  b  .  .  .  {ßl  y  =  ax  +  b  . 
sich  die  zwei  Unbekannten  a  und  b  b( 
an  [ß)  von  (a)  und  [y)  von  {ß)  ab,  s( 
}  -  y  =:  a{x  —  x\  y  —y"^=a [x 
r  aus  der  zweiten  dieser  Gleichungen  ^ 
;e  substituirt  wird: 
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y-  y  ^  ■•     /'f-»-  ^). 

Gleichung  ist. 
vei  Punkte,    z.  B.  ji' ,  y"    der  Ursprung  . 
=  /  =  (): 

iurch  den  Ursprung  und  den  Punkt  x ,  y 

x'\  y"  in  der  Geraden  ( 1 )  liegen,  so  rati! 
(1)  Gentige  leisten,    d.  h.  es  nmss  die  ( 


y  —  y 


y 


"  X 


leichung  drückt  daher  die  Bedingung  aus, 
x\  y" ;  x"\  y"  in  einer  Geraden  lieget 
usehen,  sind  die  F^ormeln  dieses  und  des 
vom  Coordinatenwinkel  unabhängig  und  [ 
kelige  Coordinaten. 

2s  sind  die  Gleichungen  zweier  ( 
»stimme  den  Winkel,  unter  welch 
iden. 


=  ax  '\-  h,         2)  ,  .  .  y  =  ax  -{-  1) 
gegebenen  Geraden,  bezogen  auf  rcchtwinkel 


gswinkel  derselben  wol- 
)ezeichnen,  so  wie  die 
ilben  mit  der  Axe  der  x 
eise  mit  (l  .a;),  ["l.x), 
1  erhellt,  ist  (1.2)  = 
ler  auch  (1.2)  =  180" 
je  nachdem  (1.2)  den 
Winkel  bedeutet,  somit: 


Fig.  11 


:^ 


l[[2,x)   -^{\.x\}  =  ± 


tg(2.;r)  --   tg(. 


\. 


l  +  tg(l.a^)tg( 
st  aber  tg(l  .xj  =  a,  tg(2.a;)  =  a\  folglich: 
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ewöbnlich  behält  man  nur  das  obere  Zeichen  bei,    wo  dann   der 

ick    den   spitzen  Winkel   gibt,    wenn    man    a    den  grösseren  der 

'oefficienten  a,  a   sein  Iftsst. 

ie  Ergebnisse  dieser  Aufgabe  fähren   zu    wichtigen  Folgerungen: 

)  Sind  die  Geraden  1)  und  2)  parallel,  so  ist  der  Winkel  (1 . 2)  =  0, 

I  auch  ig(l  .  2)  =  0,  womit  aus  (1)  a'  —  a  =  0,  d.  h.  a=za 

Die  Gleichung   a  =^  a    drückt   somit   die  Bedingung 

'arallelismus  der  Geraden  1)  und  2)  aus. 

)  Stehen  die  Geraden  1)  und  2)  auf  einander  senkrecht,   so   ist 

=  90^   somit  cotg(l .  2)  =  -,  ' =0,  woraus  1  +  aa  =  0 

d  —  d 

Durch   die    Gleichung    1   -|-aa=0   oder    a=  —  - 

a 

daher  die   Bedingung   der   Per pendikularit ftt   der 

den  1)  und  2)  ausgedrückt. 

ßziehen   sich   die   Gleichungen   der  Geraden    1)  und   2)   auf  ein 

inkeliges  Coordinatensystem,   dessen  Coordinatenwinkel  =  (p,  so 

man  mit  Hilfe  der  Gl.  (3),  §.  166: 

^K^'^)  —  ^  4.aa'  +  (a  +  a')cos(/)' 
edingung    des    Parallelismus    der   beiden    Geraden    bleibt    somit 
';  die  Bedingung  des  Senkrechtstehens  wird  aber: 
1  +  aa  -f  («  +  «)  cosy  =  0. 

72.  Aufg.    Man  suche  die  Gleichung  einer  Geraden, 
e  durch  den  Punkt  x\  y   geht  und  zur  Geraden 

y  =  ax  +  h 
lel  ist. 

s  sei  y=^Ax-\-B  die  Gleichung  der  gesuchten  Geraden,  so  be- 
die  beiden  Bedingungsgleichungen :  y  =  Ax  -f  ^»  «nd  A=^a\ 
somit  B  =^  y  —  ax\  und  die  gesuchte  Gleichung  wird : 
y     -  y  =  a{x  —  x). 

73.  Aufg.    Die  Gleichung  einer  Geraden  zu  suchen, 
e  durch  den  Punkt  x\   y   geht  und  auf  der  Geraden 

r  4"  ^  senkrecht  steht. 

a  die  Gerade  durch  den  Punkt  x  ,   y  gehen   soll ,   so   hat   ihre 

mg  die  Form :   y  —  y'  =.  A  {x  —  x),    und   damit  sie  auf  der 


Digitized  by  VjOOQIC 


senkrecht  stehe,    muss  aA  =       l 

y  —  y    =---   -{X~   X) 
ig. 

sind  die  Gleichangen  zweiei 
=  ax  -{-  h,  2)  .  .  .  y  =  a'a?  +  &' 
e  die  Coordinaten  ihres  Durc 

les  Durchschnittspanktes  sind  offenbar 
beiden  Gleichungen  1)  und  2)  gleich: 
erhalten  werden,  wenn  man  diese  Gl 
coöxistirend  betrachtet  und  daraus 
ise  erhält  man  für  die  gesuchten  Gr 
_  ^_—  b  _  ah'—  ab 

a  —  a"  a  —  a    ' 

irerden  diese  Werthe  unendlich,  was 
dieser  Voraussetzung  die  Geraden  ] 
b  =  b'  y  so  wird  a?  =  y  =  ^  ,  d.  i. 
an  beide  Gerade  in  eine  einzige  zi 
de  gemeinschaftlich. 

ist  eine  gerade  Linie  und  ei 
3lben   gegeben;    man   sucht   d 
es  von  der  Geraden,  d.  i.  die 
'auf  die  Gerade  gefällten  Per 

1)  .  .  .  y  =  ax  +  b 
gebenen  Geraden  und  x,   y  die  Co 
,  so  ist: 

,  ,  .  y  —y  =  —-{x  —  x) 

xh  den  Punkt  x\   y   senkrecht  auf 
die  Coordinaten  des  Durchschnittspul 
ist  [§.   165]: 

)ordinaten  x\  y"  den  Gleichungen  1 
so  hat  man : 
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woraus  man  ohne  Schwierigkeit: 

a{y  —  ax  —  h)                             y'  —  ax'  —  b 
X    —  a;  =  -     "— j ' ,    y    —  y  = — - — ^— 

findet.  Mit  diesen  Werthen  wird  endlich: 

^  y  —  ax  —  h 

Vi  +  a^ 
wo  von  beiden  Zeichen  jenes  zu  nehmen  ist,  welches  P  positiv  macht, 
da  es  sich  bei  Entfernungen  in  der  Regel  nur  um  ihren  absoluten  Werth 
handelt.  Der  Zähler  y  —  [ax  +  h)  ist  übrigens  positiv  oder  negativ, 
je  nachdem  y\  d.  i.  die  Ordinate  des  gegebenen  Punktes  grösser  oder 
kleiner  ist  als  ax  +  ^»  d-  i-  ^^^  zur  Abscicse  x  des  gegebenen  Punk- 
tes gehörige  Ordinate  der  gegebenen  Geraden,  d.  i.  je  nachdem  der 
Punkt   M  ober   oder   unter  der   Geraden    liegt.     Beachtet   man,    dass 

,-.    -^     der    Cosinus    des    Neigungswinkels    der    gegebenen    Geraden 

gegen  die  x-kne,  ist,  so  zieht  man  leicht  aus  obigem  Ausdrucke  von  P 
folgende  Regel: 

Man  findet  die  En  tfernung  eines  gegebenen  Punktes 
x\  y'  von  einer  gegebenen  Geraden,  wenn  man  die  Glei- 
chung der  letzteren  auf  die  Form  y  -ax  —  Z»  =  0  bringt, 
und  den  Werth,  welchen  die  linke  Seite  dieser  Gleichung 
für  x=^x  und  y  =  y  annimmt,  mit  dem  Cosinus  des  Nei- 
gungswinkel der  Geraden  gegen  die  Abscissenaxe  mul- 
tiplicirt. 

176.    Aufg.    Man  sucht  die  Gleichung  einer  Geraden, 
welche  durch  den  Dnrchschnittspunkt  zweier  gegebenen 
Geraden  geht. 
Seien  : 

[\)  ,  .  .  y  =  ax  -\-  b,         (2)  .  .  .  .?/  =  ax  +  b' 
die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden.  Statt  [nach  §.   174]  die  Coor- 
dinaten  des  Durchschnittspunktes  zu  suchen  und  hierauf   [nach  §.  169] 
durch   diesen  Punkt   eine  Gerade  zu  legen,    kann  man  kflrzer  auf  fol- 
gende Weise  verfahren. 

Schreibt  man  obige  Gleichungen  in  der  Form; 

y  —   ax        b  ~:  0 ,     y    -  ax  —  b'  ^r=  0 , 
multiplicirt  eine  derselben,  etwa  die  erste  mit  einer  willkürlichen  Con- 
stante  m,  und  addirt  sie  sodann,  so  erhält  man : 

(y  —  ax  —  6)  w  +  y  —  ax  —  b'  =  0,  (3) 
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ite  Gleichung,  da  sie  —  weil  nach  x  und 
Geraden  angehört,    und   offenbar   für   du 
entisch  wird,  welche  den  Gleichungen  der 
und   (2)   gleichzeitig  Genüge   leisten.*) 
;  sie  die  Form: 

am  '\-  a'  hm  +  b' 

^  m  +T  ^  "^    m  +  T ' 

nbestimmte  Constante  w,  weil  in  der  Tli 
r  Bedingung  der  Aufgabe  Genüge  leistei 
Bedingung  hinzufügen,  dass  die  Gera 
n  gegebenen  Geraden  (1)  und  (2 
k  e  V  h  a  1  b  i  r  e. 

a,  cc  und  u  die  Neigungswinkel  der  G 
die  ar-Axe,  mit  v  den  Winkel,  welchen  ( 
hliessen  ;    aus  (4)  folgt  zunächst : 

am  +  a' 
tgw  =  --T       , 

m  +  1 
i,  sobald  u  bekannt  ist.    Nun  ist  a  =  i 
inkel  v  halbire,  «  =  |  r  +  a,  somit  2u  = 
a'),  d.  i.: 

2  tg  w     a  -{■  a' 

1  —  tgu^       1  —  aa 
gehörig  geordnet,  gibt  nun: 
2(aa'  —  1) 
a  -f-  a 
,  folglich  mittelst  (A)  auch  für  m  zwei  > 
es  zwei  Gerade,  welche  durch  den  Durchsc 
gehen   und    den    von   ihnen   gebildeten  ^ 
halbiren ,    wie  es  auch  sein  muss ,    da  solcher  Winkel  zwei ,  nän 
and  180^  —  v  existiren.  Sind  tgw,  und  tgu.^  die  Wurzeln  der  G 
so  ist    nach  einem   bekannten  Satze  aus    der  Theorie    der  Gleich 


*)  Man  sieht  leicht,  dass  dieses  Verfahren  auch  eine  allgemeine 
düng  zulässt.  Sind  f{x,y)  0  ..(«)  und  7*' (.t,?/)-=0.  ..(/?)  die  Gleic 
ier  Curven,  und  man  bildet  eine  neue  Gleichung,  <f  (Jc,  ?/)  =  0  .  .  .  ( 
dieselben  Werthe  von  r  und  y  identisch  wird,  welche  den  Gleicl 
und  (ß)  genügen ,  so  schneiden  sich  die  drei  Curven  («) ,  (ß)  und 
m  oder  mehreren  gemeinschaftlichen  Punkten.  Eine  solche  Gleichun 
\.  9  (x,  y)^f{^Cj  y)  +  F(.r,  i/)  =  0,  oder  allgemeiner:  <p(ir,  ^)=-mJ 
/(je,  y)  =-=  0.  wo  m  und  n  zwei  willkürliche  Gonstanten  bedeuten. 
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gu^  —  -i,    oder    1  +  tg  u^  ig  u^  = 
wei    Geraden  aufeinander  senkrecht  steh 


aa 


^,^,   _     l±V(l+_a!I( 
a  +  a 
r  Werth  in  (A)  suhstituirt: 

1  +  «*  +  V(i "+  «")  ('i 


m  = 


t» 


=.n 


+  «'* 


=  + 


Führt  man  endlich  diesen  Werth  in  (3 
i/  —  ax  —  b  y  -^  ax 

Eichung  derjenigen  Geraden,  welche  durcl 
iraden  (1)  und  (2)  geht  und    den    von 

Mit  Hilfe  der  am  Schlüsse  des  vori 
sich  übrigens  diese  Gleichung  unmittel 
nan  die  Bemerkung  macht,  dass  jeder  F 
gebenen  Geraden  (1)  und  (2)  gleich  we 

77.  Aufg.  Es  ist  ein  Winkel  X07v  = 

suche    einen   Funkt  M^  dessen   \ 

nun gen   von   den   S 

kels  sich  wie  m  zu 

Nimmt   man   den 

Abscissenaxe ,  den  Sch( 

wird  die  Gleichung  des 

y  =  x\ 

^  Bezeichnen    wir   nun  n 

des  Punktes  M,  so  ist  ü: 

>],  und  man  hat  der  Bedingung  der  Au 
MP:  MQ  =  m:  w,  d.  i 

""Vi  +a^ 
am 


Fig.  12. 


m  ±  n  Vi  +  r|2 
Da   wir  zur  Bestimmung  der  Coordinaten 
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erhalten,   deren  geometrischer  Ort  (des  ( 
wegen)  zwei  im  Ursprünge  sich  schneidend 
Immtliche  Punkte  dieser  zwei  Geraden  der 
Genüge  leisten. 

178.  Aufg.  Es  ist  ein  Dreieck  ABC  (Fig.  13.)  ge 
eine  Gerade  HK  bewege  sich  so,  dass  sie  bestän 
Seite  BC  parallel  bleibt;  verbindet 
man  nun  die  Durch schnittspankte 
D,  E  der  beweglichen  Geraden  mit 
den  Seiten  AB  und  AC  mit  den  Ge- 
genwinkeln C  und  B,  so  schneiden 
sich  diese  Verbindungslinien  im 
Punkte  G;  man  sucht  den  geometri- 
schen Ort  dieses  Punktes,  d.  h.  die 
Linie,  in  welcher  sämmtliche  Durch- 
schnittspunkte 6r  liegen,  während  die 
Gerade  HK  sich  parallel  zu  BC  bewegt. 

Nehmen  wir  den  Scheitel  A  als  Ursprung,   die  Dreieckss( 
und  AC  als  Axen  der  x  und  ^,    wobei  also  im  Allgemeinen  s 
kelige  Coordinaten  in  Anwendung  kommen;  setzen  wir  ferner 
AC  =  b,  so  ist  die  Gleichung  der  BC : 

?+^-^  =  «- 

0         c 
Bezeichnen  wir  AD  mit  f,  so  ist  die  Gl.  der  HK:  y  =  m{x 

aber  diese  Gerade  zur  BC  parallel  sein  soll,    so  hat  man  m  • 


und  somit 

y  =  --{x 

-f)  als 

Gleichung 

der  HK. 

Setzt 

dieser  Gleichung  x  =  0, 

90   folgt 

_6|_ 

AE. 

Hiemit  er 

nun  als 

Gleichung 

der  CD: 

-   1   : 

=  0, 

.  .     BE:     |  +  :--..0. 

betrachtet  man  nun  diese  beiden  Gleichungen  als  coexist 
g(    ..en    sie   dem  Durchschnittspunkte  C   an,    dessen   Coordim 
;   dl    h  successive  Elimination  von  y  und  x    ergeben    würden    i 
ai    cdrückt  in  Funktion  von  ^,  wie  es  sein  muss,  weil  die  Co 
ei       bestimmten  Durchschnittspunktes  von  dem  besondere! 

->.  H6h.  Mathematik,  I.  3.  Aufl.  20 
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Yon  ^  abhängen.  Eliminirt  man  hingegen  £,  d.  h.  diejenige  Grösse, 
durch  welche  ein  hestimmter  Darchschnittspankt  individualisirt  wird,  so 
erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y,  d.  h.  zwischen  den  Coor- 
dinaten  sämmtlicher  Durchschnittspunkte .  welche  demnach  die  gesuchte 
Gleichung  des  geometrischen  Ortes  dieser  Durchschnittspunkte  sein  muss. 
Durch  Subtraktion  der  Gleichungen  {q)  und  (r)  erhalt   man    nun: 


oder: 


(■--r)+'(h')=«. 
(■-|)-f('-|-)=». 


somit  nach  UnterdrQckung  des  gemeinschaftlichen  Faktors: 


h 


(s) 


als  Gleichung  des  gesuchten  geomelrischen  Ortes ,  welcher  daher 
eine  durch  denUrsprunggehende  Gerade  ist,  welche  die 
Gegenseite  BC  halbirt.  Denn  aus  der  Verbindung  der  Gl.  (s)  mit 
(l>)  erhalt  man  x  =  \c,  y  :=  \h  als  Coordinaten  des  Durchschnitts- 
punktes J,  woraus  BJ  =  CJ  folgt. 

Lässt  man  die  bewegliche  Gerade  eine  solche  Lage  einnehmen, 
dass  AD:=:DB  ist,  so  wird  auch  ÄE==EC  und  es  ergibt  sich  sofort 
aus  Obigem  unmittelbar  der  aus  der  Geometrie  bekannte  Satz:  Die 
drei  Geraden,  welche  die  Seh  eitelpunkte  einesDreieckes 
mit  den  Halbirungspunkten  der  Gegenseiten  verbinden, 
schneiden  sich  in  einem  Punkte. 

Für  diesen  Fall  werden  ferner,    wegen  AD  =  |c,  AE  =  |ft,  die 


Gl.  der  CD 


V       2x  2v       X 

l-  +  —  =l,     Gl.  der  BE:   -/  +  -=  1, 

0  C  0  c 


durch  deren  Verbindung  man  für  die  Coordinaten  des  Durchschnitts- 
punktes G  findet :  x  =  j^c,  y  =  ^b ,  woraus ,  da  die  Abscisse  von  J 
=  \c  ist,  AG:AJ=2  :  3,  oder  AG  :  GJ  =  2  :  1  folgt;  d.  h.  der 
Durchschnittspunkt  der  Verbindungslinien  der  Eck- 
punkte mit  den  Halbirungspunkten  der  Gegenseiten 
theilt  diese  Linien  im  Verhältnisse  von  1:2,  wie  ebenfalls 
aus  den  Elementen  bekannt  ist.  Dieser  Durchschnittspunkt  ist  der  Schwer- 
punkt des  Dreieckes. 
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RITTES  KAPITEL 

VOM  KRKI8K. 


it  bekanntlich  jene  krumme  Linie,  deren  sftmmt- 
festen  Punkte  (dem  Mittelpunkte  des  Krei- 
sind. 

mach  mit  a,  ß  die  rechtwinkeligen  Coordinaten 
c,  y  jene  eines  beliebigen  Punktes  des  Kreises, 
dieser  beiden  Punkte  ausgedrückt  durch :  \ 

ler  oben  erwähnten  Eigenschaft  eine  constante 
renn  wir  diese  constante  Entfernung  (den  H  a  1  b- 
lit  r  bezeichnen,  die  Gleichung: 

- /S)«  +  (X  -  «f  =  ,•*,  (1) 

Punkte  der  Kreisperipherie  und  nur  fflr  diese 
Eichung  des  Kreises  ist. 

Gleichung   des  Kreises   in   ihrer   allgemeinsten 
oder  weniger  einfach,    wenn  man  dem  Axensy- 
age  gegen  den  Kreis  gibt, 
punkt  mit  dem  Ursprünge  zusammen,  so  erhält 
=  /^  =  0: 

y«  +  rc«  =  r\  (2) 

punktsgl Eichung  des  Kreises, 
ung    in    den  Endpunkt  eines  Durchmessers  und 
albaxe  der  a? ,    so  ist  a  =  r ,    ß  =  0^  und  die 
n  dieser  Lage: 

^^  +  x^  —  2  rx  =  0.  (3) 

rung  in  der  Peripherie  des  Kreises,   so  ist   die 
nktes  vom  Ursprung  dem  Halbmesser  gleich,  so- 
iurch  die  Gl.  (l)  sich  verwandelt  in: 
\-x^-'--2ßy     -2ax  =  0.  (4) 

jr  durch  Entwickelung  der  Quadrate: 
Ißy  —  2ax  -^  a^  +  ß^  —  r^  =  0,  (5) 

als    der  Kreisgleichung   in   ihrer   allgemeinsten 

20* 
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Form,  sich  die  charakteristischen  Eigenschaften  derselben  ergeben.  Sie 
ist  nämlich  eine  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen  den  Ver- 
änderlichen X  und  yy  in  welcher  die  Quadrate  von  x  und  y  den  Coef- 
ficienten  =  1,  oder  überhaupt  gleiche  Coefficienten  haben  und  das 
Glied  mit  dem  Producte  xy  fehlt. 

Hieraus  schliesst  man,  dass  der  geometrische  Ort  jeder  Gleichung 
des  zweiten  Grades  zwischen  zwei  Veränderlichen  von  der  Form: 

y^  J^  x^  ■\-  By  -^  Ex  +  F  =  0  (6) 

ein  Kreis  ist.  In  djer  That  werden  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  iden- 
tisch, wenn  man 

D  =  —2ß,     E=-    2«,     F=a''  +  ß^  —  r' 

setzt,  woraus: 

a  =  -^E,     ß=-\D,     r  =  \^'B^~^t'^4F 
folgt,  wodurch  die  Lage  des  Mittelpunktes  und  der  Halbmesser  des  durch 
die  Gleichung  (6)  repräsentirten  Kreises,  dieser  selbst  also  vollkommen 
bestimmt  ist. 

Aus  obigem  Ausdrucke  des  Halbmessers  erhellt  übrigens,  dass  in 
dem  besonderen  Falle,  wenn  D^  +  -E'^  =  4F  ist,  die  Gleichung  (fJ) 
einen  Punkt  (Kreis  vom  Halbmesser  =  0)  bedeutet,  dessen  Coordinaten 
x=i  -\E^  y  =  —  ID  sind.  In  der  That  bringt  man  in  diesem  Falle 
die  Gl.  (6)  leicht  auf  die  Form: 

{y  +  iDY  +  {x  +  iEy=.0, 
welche  in  die  beiden  Gleichungen:    y  -{-  ^D  =  0  und  x-{-  ^E=0  zer- 
fällt, und  somit  einen  Punkt  zum  geometrischen  Orte  hat,  dessen  Coor- 
dinaten .T  =  -     ^E,   y  :=:z        \B  sind. 

Die  Gl.    (6)    hat    endlich    keine   geometrische    Bedeutung,    wenn 

Z)2  -f  ^^  <;  4  F.    weil  in  diesem  Falle  der  Ausdruck  des  Halbmessers 

Fig.  14.  imaginär  wird.  Man  findet  auch  leicht,  dass 

Y  in  diesem  Falle  aus  (6)  für  jeden  Werth 

von  X  ein  imaginärer  Werth  von  y  folgt. 

180.  Aus  der  Mittelpunktsgleichung  des 
Kreises:  aj^  -f  y*  __.  ^2^  ^^^^ 

^.  folgt:   y  =  ±V^—x\  ...  (er) 
X  =  ±yi^    y\   .  .  ,{ß) 
somit  für  x=^0:  ^=  +  r  und  für  «/  =  0 
x=^  ±_r,  d.  h.  der  Kreis  schneidet  jede  der 
beiden  Axen  in  zwei  Punkten :  il,  J5  und  C,  D 
(Fig.    14),    welche    zu   beiden  Seiten  des 
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Ursprunges  in  gleichen  Entfernungen  von  demselben  liegen.  Die  Gl.  (a) 
zeigt,  dass  zu  jedem  Werthe  von  x  <C  y  zwei  numerisch  gleiche,  dem 
Zeichen  nach  entgegengesetzte  Werthe  von  y  gehören,  woraus  folgt,  dass 
die  Abscissenaxe  den  Kreis  in  zwei  congruente  Theile  theilt;  dasselbe 
gilt  von  der  Ordinatenaxe,  wie  aus  61.  {ß)  erhellt,  und  überhaupt  von 
jeder  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Geraden,  da  die  Gl.  (1)  ihre 
Form  nicht  ändert,  man  mag  was  immer  für  eine  solche  Gerade  als  Ab- 
scissenaxe wählen.  Hieraus  folgt  zugleich,  dass  der  Kreis  eine  geschlossene 
Curve  ist,  von  deren  Gestalt  man  somit  durch  die  Discussion  ihrer 
Gleichung  eine  deutliche  Vorstellung  gewinnt.  Wir  übergehen  die  Ab- 
leitung der  bekannten  wesentlichsten  Eigenschaften  des  Kreises  aus  der 
Gleichung  desselben,  und  nur  beispielsweise  möge  die  folgende  Aufgabe 
eine  Stelle   finden. 


181.  Aufg.  Zwei  Punkte  A  und  B  sind  gegeben;  man 
sucht  einen  Punkt  von  der  Eigenschaft,  dass  die  zwei 
Geraden,  welche  denselben  mit 
A  und  B  verbinden,  einen  gege- 
benen Winkel  y  einschliessen. 

Legen  wir  (Fig.  15)  die  Abscissen- 
axe durch  die  gegebenen  Punkte  .1  und 
B,  den  Ursprung  in  den  Halbirungspunkt 
0  der  AB  =  2a,  so  sind,  wenn  wir  die 
Coordinaten  des  gesuchten  Punktes  M  mit 
§,  r^  bezeichnen  : 

a   - 


•«)'  i'=„4.-|(^+«) 


die  Gleichungen  der  Geraden  AM  und  BM,   und  somit  der  Bedingung 
der  Aufgabe  gemäss  [§.  171] : 


tgy 


a  +  f 


a  +  S  a  —^ 
Da  wir  zur  Bestimmung  der  beiden  unbekannten  Coordinaten  f,    r;  nur 
diese  eine  Gleichung  erhalten,  so  ist  die  Aufgabe  unbestimmt  und  jeder 
Punkt  ist  eine  Auflösung  derselben,  dessen  Coordinaten  obiger  Gleichung 
Genüge  leisten.    Durch  Wegschaffung  der  Brüche  erhält  sie  die  Form: 


,j2  _|-  fä  _  2a  cot/ .  1^  —  a^  =  0, 


(m) 


in  welcher  man  die  Gl.  eines  Kreises  erkennt,  dessen  Mittelpunktscoor- 
dinaten : 
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a  =  0,     /^  =  a  cot  /,     Ha 

sind,    und   welcher  durch    die  beiden  F 
(w)  für  ry  =  0,  ^  =  +  a  folgt. 

Dieser  Kreis  lässt  sich  leicht  constr 
und  errichte  in  A  eine  Senkrechte  auf 
punkte  0  der  AB  errichtete  Loth  OY 
C  schneidet,  wodurch  auch  der  Halbn 
Denn  vermöge  dieser  Construction  wird  0( 
und  AC  =  OA  :  sin;^  =  «  cosec/  =  5 

Aus  dem  Ausdrucke  für  ß  folgt 
oberhalb,  unterhalb  oder  in  die  Abscisj 
}'  <  90^  >  00^  ( 
ist,  in  welch'  letzterem  Falle  AB  zum 
weiter  hervor,  dass  von  den  beiden  Wi 
über  der  Sehne  AB  in  beiden  Kreisabi 
eine  spitz,  der  andere  stumpf  ist;  da  i 
wenn  man  gleichzeitig  —  rj  und  180^ 
muss  /_  AMB  +  /_  AM'B  =  IHO"  t 

Alles  dieses  zusammengefasst,  fühi 

1)  Alle  Pheripheriewinkel 
Sehne  in  demselben  Ereisabsc 
den,  sind  einander  gleich. 

2)  Jeder  Winkelim  Halbkrc 

3)  In  jedem  Kreisvierecke 
Gegenwinkel  =  180^ 

182.  Da  die  allgemeine  Gleichung  ( 
drei  Constanten  enthalt,  so  sind  zur  vol 
und  Grösse  eines  Kreises  drei  Bedingunf 
Unter  den  mannigfaltigen  Aufgaben,  w( 
wir  zunächst  folgende  vornehmen. 

Die  Gleichung  des  Kreises 
gegebene  Punkte  geht. 

Seien  x^,  y^;  r^,  y^ ;  x^,  y^  die  Co 
die  Gleichung  des  gesuchten  Kreises  ht 

{y  -  ßY  +  (^  - 

wo  nun  die  noch  unbekannten  Constantc 
dass  dieser  Kreis  durch  die  gegebenen 
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Da  diese  Punkte  in  der  Peripherie  des  Kreises  (1)  liegen  sollen, 
so  müssen  die  Coordinaten  derselben  der  Gl.  (1)  Gentige  leisten;  es 
bestehen  daher  folgende  drei  Bedingungsgleichungen: 

(y9-/Jr  +  (^, -«)*  =  »•*.  (2) 

(i's -«*  +  (*»-«)*  = '•*. 

welche  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  «,  ß,  r  hinreichen.  Entwickelt 
man  die  Quadrate  und  zieht  nach  einander  die  2^®  und  d^  Gleichung 
von  der  1***^°  ab,  so  erhält  man: 

^(y,  -  pJJ  +  'H^^  -  ^2)«    -  (y?  -  ^i)  ■    (^?  -  ^1)  =  0,  (3) 

^(2^1  -y,)ß+'^{x,  -x,)a  -{y\  -yl)  -  {x^  -- x^)  =  0,  (4) 
aus  welchen  Gleichungen  sich  nun  die  Mittelpunktscoordinaten  o,  ß 
ohne  Schwierigkeit  finden  lassen«  da  dieselben  nach  a  und  ß  vom  ersten 
Grade  sind.  Durch  Substitution  der  gefundenen  Werthe  in  eine  der 
GIgn.  (2)  ergibt  sich  sodann  auch  f.  Da  jedoch  die  Ausdrücke  ziem- 
lich weitläufig  werden  und  kein  weiteres  Interesse  darbieten,  so  wollen 
wir  aus  den  bisher  erhaltenen  Resultaten  eine  Construction  der  Aufgabe 
ableiten. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  sind  jene  Werthe  von  a  und  /9, 
welche  den  Glgn.  (3)  und  (4)  gleichzeitig  Genfige  leisten.  Betrachten  wir 
nun  fflr  einen  Augenblick  a  und  ß  als  veränderliche  (laufende)  Coor- 
dinaten, so  ist,  da  die  Glgn.  (3)  und  (4)  nach  a  und  ß  vom  ersten 
Grade  sind,  der  geometrische  Ort  einer  jeden  derselben  eine  gerade  Linie, 
deren  Durchschnittspunkt  offenbar  der  gesuchte  Mittelpunkt  sein  muss, 
weil  derselbe  der  einzige  Punkt  ist,  dessen  Coordinaten  gleichzeitig 
beide  Gleichungen  (3)  und  (4)  erfüllen.  Es  kommt  daher  nur  auf 
die  Construction  dieser  beiden  Geraden  an.  Durch  Division  mit  2  [p^  —  y^ ) 
bringt  man  die  Gl.  (3)  leicht  auf  folgende  Form: 

,V-?^± '''=---'"-*(«       -4--').  (3') 


/' 


woraus  man  erkennt,  dass  diese  Gerade  durch  den  Punkt  geht,  dessen 
Coordinaten  \{x^  +  x^)  und  \{y^  -f-  y^)  sind,  d.  h.  durch  den  Hal- 
birungspunkt  der  Verbindungslinie  der  Punkte  .Cp  y^  und  .t?^,  y^. 
Da  femer  die  Gleichung  dieser  Verbindungslinie: 

ist,  so  folgt,  dass  die  Gerade  (3')  oder  (3)  auf  dieser  Verbindungslinie 
in  ihrem  Halbirungspunkte  senkrecht  steht.  — Eben  so  findet  man, 
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geometrische  Ort  der  Gl.  (4)  die  Gerade  ist,  welche  im  Hal- 
nkte  der  die  Punkte  x^ ,  t/^  und  x^,  y^  verbindenden  Geraden 

auf  diese  errichtet  wird.  Der  Durchschnittspunkt  dieser  zwei 
ten ,  welche  hiernach  sehr  leicht  zu.  construiren  sind ,  ist  der 
Mittelpunkt. 

man  sieht,  führt  die  analytische  Auflösung  der  Aufgabe  auf 
struction ,  welche  schon  in  den  Elementen  gelehrt  wird.  Ein- 
erden  übrigens  obige  Formeln,  wenn  man  den  Ursprung  in  einen 
benen  Punkte,  etwa  x^,  y^,  und  die  i;-Axe  noch  durch  einen 
3n  anderen  Punkte,  etwa  ojg,  y^  legt,  weil  dann: 

^'i  =  ^1  =  ^2  =  ö 

dieser  Aufgabe  ersieht  man  den  grossen  Vortheil ,  welchen 
der  Benützung  der  geometrischen  Oerter  bei  der  Auflösung 
er  Aufgaben  ziehen  kann.  Handelt  es  sich  nämlich  allgemein 
Bestimmung  eine»  Punktes  aus  gegebenen  Bedingungen,  so  führen 
mn  die  Aufgabe  eine  bestimmte  ist,  immer  auf  zwei  Gleichun- 
;,  y)=:ü,  /(a?,  ^)  =  0  zwischen  den  Coordinaten  x,  y  des  ge- 
Punktes, welche  sich  durch  Elimination  aus  diesen  Gleichun- 
iben. Diese  Elimination  ist  aber  nicht  selten  sehr  weitläufig 
t  dann  auf  complicirte,  schwer  zu  behandelnde  Ausdrücke.  Be- 
lan  aber,  dass  die  Coordinaten  des  gesuchten  Punktes  den  beiden 
^en  gleichzeitig  Genüge  leisten  müssen,  so  sieht  man  so- 
as8  dieser  Punkt  der  Durchschnittspunkt  der  durch  diese  Glei- 
dargestellten  Linien  sein  muss,  wenn  man  darin  x,  y  als  ver- 
le  Coordinaten  ansieht,  durch  deren  Constrnction  sich  daher 
chte  Punkt  ergibt. 

die  Aufgabe  unbestimmt,  so  erhält  man  zwischen  den  Coor- 
ies  gesuchten  Punktes  nur  eine  Gleichung,  deren  geometri- 
t  irgend  eine  gerade  oder  krumme  Linie  sein  wird,  deren 
he  Punkte  der  Aufgabe  Genüge  leisten.  Hieher  gehörige  Bei- 
ßten  die  §§.  177,  178,  181. 

VERBINDUNG  DES  KREISES  MIT  DER  GERADEN. 

!•  Es  seien  die  Gleichungen  eines  Kreises  und  einer  Geraden: 
x^aY  +  {y~ßY  =  r^     (1)  y  =  ax  +  h     (2) 

und  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  zu  suchen.  Es 
sich  dieselben,  wenn  wir  die  beiden  Gleichungen  als  coäxisti- 
t rächten  und  daraus  x  und  y  durch  Elimination  bestimmen. 
let  auf  diese  Weise: 
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+  6  -  /??  1 


1  +«* 

/>  ±  g  V(T  +  « V'^'  — "(gg"  '-f  b—liy 
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(Ä:) 


1  +a« 
:i  Falle  eintreten: 

unter  dem  Wurzelzeichen  ist  negativ ;  dann  werden 
ind  die  Gerade  schneidet  den  Kreis  nicht.  Dieb 
n  +  b  -/?)«>(!  +  a'')»-*,  oder: 

and  der  Geraden  vom  Mittelpunkte  grösser  ist  als 

75]. 

Ausdruck  ist   positiv ;    in   diesem  Falle    schneidet 

s  und  zwar ,  des  doppelten  Vorzeichens  wegen ,  in 

Gerade  heisst  in  diesem  Falle  eine  Sekante  des 

k  unter  dem  Wurzelzeichen  ist  =  0 ;    die  Gerade 
nur  einen  Punkt  mit  dem  Kreise  gemein,  dessen 


jf  aß        ab 
~~T+~a^~    ' 


aa  +  (^^ß  +  ^ 


(3) 


'  ~  1  +  a« 

ein^  Tangente  am  Kreise  im  Punkte  f,  r^. 

dass    die   Gerade    (2)  Tangente    des  Kreises    (1) 
urch  die  Gleichung: 

das  aus  dem  Mittelpunkte  auf  die  Gerade  gefällte 
n  Halbmesser  gleich  sein,  woraus  folgt,  dass  die 
m  zu  dem  Berührungspunkte  gezogenen 
krecht  steht, 
tus  (3)  a  und  b,  so  erhält  man: 

eiche  die  Constanten  a,  b  haben  müssen,  damit 
3is  im  Punkte  ^,  rj  berühre.  Substituirt  man  daher 
2),  so  erhält  man: 

r)  —  ß  h—  ß 
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als  Gleichung  der  Tangente  am  Kreise  im  Punkte  f,  rj,  wozu 
eigentlich  noch  die  Gleichung: 

iv  -  ßY  +  (I  -  «)'  =  '•" 

gehört,  welche  ausdi'ückt,  dass  der  Punkt  i',  i]  dem  Kreise  augehört. 
Schreibt  man  (5)  in  der  Form: 

U-   >;)U  '■ß)  +  {^-^)(^'~  «)  =  0, 
und    addirt    hiezu   die   letzte  Gleichung,    so    erhält  man  die  Gleichung 
der  Tangente  in  folgender  Form : 

welche  sich  von  der  Gl.  (i)  des  Kreises  nur  dadurch  unterscheidet, 
dass  die  Rechtecke  (y  ~ß)  {\---ß)  und  [x  -a)  (t  -«)  an  die  Stelle 
der  Quadrate  [y    -  ßf  und  [x       (t^  getreten  sind. 

Ist  der  Mittelpunkt  des  Kreises  zugleich  der  Ursprung  der  Coor- 
dinaten,  so  werden  die  Gleichungen  der  Tangente  am  Punkte  f,  r^,  wie 
man  aus  (5)  und  ((i)  für  «==/?  =  0  leicht  findet: 

oder  :  yi]  -\-  x'^  =  r'^.  (8) 

184.  Betrachten  wir  noch  eine  Sekante,  welche  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  A  in  der  Ebene  des  Kreises  gezogen  ist.  Legen  wir 
den  Ursprung  der  Coordinaten  in  den  Mittelpunkt  0  des  Kreises  und 
die  X'k\Q  durch  den  Punkt  A ;  die  Entfernung  dieses  Punktes  vom 
Mittelpunkte  sei  =  c^,  der  Halbmesser  =  r,  so  sind  die  Gleichungen 
des  Kreises  und  der  Sekante: 

i*?^  +  V*  =  ''^i     y  =^  a{x  ~  d). 

Für  die  Coordinaten  der  zwei  Durchschnittspunkte  B^  und  B^  er- 
halten wir  aus  den  Glgn.  (k)  im  vorigen  §.,  «  =  /9  =  0  und  6  =  —  ad 
setzend : 

_  aH  -\-  N  _  —  ad  +  aN 

—  ^ti:  ^        —  —  ^^  —  ^^ 

wo  Kürze  halber  .Y=y(l  J^a^)r^^  —  a^d'^  gesetzt  ist.  Bezeichnet  man 
femer  die  Entfernungen  ÄB^  und  AB^  des  Punktes  A  von  den  zwei 
Durchschnittspunkten  mit  e^   und  e^^  so  ist : 
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e*={d-x,Y  +  y\,  el  =  {d  -  x,y  +  vi 
Führt  man  in  diese  Gleichungen  obige  Werthe  der  Coordina 
erhält  man: 

___         d  —  N  _    d-^  N 

d^  —  ?P 
somit  ^,^2=4:  — — — ^  ,  d.  i.  wenn  man  den  Werth  von 

1   "^~  ci 

herstellt : 

c,e,  =  ±{d^-r^'). 
wo  von  den  doppelten  Zeichen  jenes  zu  nehmen  ist,  welches  ( 
positiv  macht,  also  das  obere  oder  untere,  je  nachdem 
Ä  ausserhalb  oder  innerhalb  des  Kreises  liegt.  Da  vermöge 
ten  Gleichung  das  Produkt  (\e.^  von  a,  d.  i.  von  der  Richtu 
kante  (oder  Sehne,  wenn  Ä  innerhalb  des  Kreises)  unabhäni 
ergibt  sich  daraus  folgender  Satz: 

Zieht  man  du  ich  einen  beliebigen  Punkt  A 
Entfernung  vom  Mittelpunkte  eines  gegebenen 
=  d  ist,  Sekanten  oder  Sehnen,  so  ist  das  Proc 
den  Abständen  der  zwei  Durchschnittspunkte  j 
kante  oderSehue  mit  dem  Kreise  v  om  Punkte  ^ 
stante  Grösse  und  =  der  Differenz  der  Quadrate 
fernung  d  und  des  Halbmessers. 

Das  Produkt  e^e^  :=  .+  {d^   -  r^)  wird  die  Potenz    ( 
tes  A  in  Beziehung  auf  den  Kreis  genannt. 

Da   ferner   dieser   Satz    gelten   muss,    wie   nahe   auch 
f         Dnrchschnittspunkte  der  Sekante    einander    kommen,    so   mus 
fflr    die    aus    dem  Punkte  A   an    den  Kreis   gezogene  Tangei 
bleiben,   für  welche  e^  =  e^  =  t  wird,    wenn  wir  mit  t  das 
Tangente  zwischen  dem  Punkte  A  und  dem  Berührungspunkt 
I  nen.  Es  besteht  daher  die  Gleichung  t^  =  d^    -  r^  woraus  wi 

dass  die  Tangente  auf  dem  Halbmesser  desBeri 
Punktes  senkrecht  steht.  Da  ferner  für  eine  beliebige 
zogene  Sekante  t,  e.^  =  d^  -  /^  ist,  so  hat  man  f^  =  e^ 
Gleichung  den  Satz  ausspricht,  dass  die  aus  dem  Punl 
'en  Kreis  gezogene  Tangente  i  die  mittlere  geom 
roportionale  ist  zwischenden  beiden  Segment 
eliebigen  durch  A  gezogenen  Sekante. 

185.  Wir  haben  in  §.  183  die  Gl.  der  Tangente  am  Kr 
'^oraussetzung  entwickelt,   dass  der  Berührungspunkt  |,   i;  ge 
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nehmen  wir  jetzt  an,  es  sei  ein  ausserhalb  des  Kreises: 

Cy  -  liy  +  (X  -  Lif  =  r« 
liegender  Punkt  x\  y*  gegeben,  man  soll  durch  diesen  Pun 
gente  an  den  Kreis  ziehen. 

Bezeichnen  wir  wieder  mit  i',  i^  die  noch  unbekannten 
des  Berührungspunktes,  so  ist  die  Gl.  der  Tangente  an 
Punkte  f,  i;  |§.   18a,   Gl.  6]: 

(y  -  ß)  (i,  -  /?)  +  (x     -  ii)  {'i  -  a)  -  y\ 

Da  diese  Tangente  durch  den  Punkt  x\  y  gehen  soll, 
die  Bedingungsgleichung : 

(y     -/^)(^    -/^)  +  l^'-    «)(f  -«)  =  r^ 
welche  in  Verbindung  mit  der  Gleichung: 

(»/  -  i-i)^  +  (i-  -  «)''  =  r\ 
die  gesuchten  Werthe  von  i:  und  ly  liefern  wird. 

Man  erhält    aus    diesen  Gleichungen    durch  successive 
wenn  man  dabei  i  —  u,  t^  —  ß  als  unbekannte  Grössen  b€ 
Kürze  halber  die  bekannten  Grössen: 

X  ^-  cc  =  p,    y      li  =  q,    {x  -  aY  +  (y  -  ßf 

setzt,    wo   also   d  die  Entfernung  des   Punktes  x\  y   vom 
punkte  bedeutet : 


r^p  ±_  rq 


—  r' 


d^ 


ß=-^-^' 


q  -I-  rp  yd^  —  r^ 


d^ 


Man  sieht  hieraus,  dass  von  dem  Punkte  x\  \f  zwei,  ode 
endlich  gar  keine  Tangente  an  den  Kreis  gezogen  werden  ka 
dem  d  >,  ==  oder  <<  r  ist,  d.  h.  je  nachdem  der  Punkt  a 
halb,  in  oder  innerhalb  der  Peripherie  des  Kreises  liegt. 

Endlich  erhält  man  für  den  Neigungswinkel  i  der  Tar 
die  Abscissenaxe : 

S  —  « M  ^^  V^*  —  ^^ 

r~~~ß  —  r*^  —  p^  • 


tgT  = 


186.    Es  erübrigt   noch,    aus    vorstehender  Analyse   ei 
zur  geometrischen  Construction    der  Berührungspunkte   abz 
Ausdrücke  (2),   welche   sich  zu   diesem  Zwecke   unmittelba 
sind  etwas  verwickelt,   daher   wir   von    den   geometrischen 
brauch   machen   wollen.    Die   Coordinaten   der   Berührongs 
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nämlich  jene  Werthe  von  i",   r;,   we 
gleichzeitig  Genöge  leisten,    daher  d 
diesen    Gleichungen    entsprechenden 
geometrischen   Oerter   sein    werden, 
wenn   wir   darin   $,    ij  als  laufende 
Coordinaten  betrachten. 

Da  aber  die  Construction  nur 
von  der  Natur  der  Aufgabe,  nicht 
aber  von  der  Lage  des  bei  der 
Analyse  gebrauchten  Coordinatensy- 
stemes  abhängen  kann,  so  wollen  wir 
jetzt  den  Ursprung  in  den  Mittel- 
punkt 0  des  Kreises  legen  (Fig.  16), 
wodurch  a  •==  ß  =  0  wird  und  die 
zu  construirenden  Gleichungen  {m) 
und  (n)  folgende  Form  erhalten : 

Der  Ort  der  Gl.  {n)  ist  der  g( 
(m')    ist   eine  Gerade,    welche    am 
^^  Schnittspunkte  mit  den  Axen  constru 

für  7]  =  0  :  ^  =  OD  —  —  ^   unc 

X 

construirt  man  daher  zu  x  und  r,  s 
portionalen  OD  und  OE,  so  ergebe 
durch  diese  Punkte  gezogene  Gerade 
die  Durchschnittspunkte  6r,  G'  derse 
suchten  Berührungspunkte. 

Die  Gerade  LL\  welche  durch 
aus  M  an  den  Kreis  gezogenen  Tan 
{m)  ist,  heisst  Berfihrungssehn 

Aus  dem  für  OD  gefundenen  . 
Lage  des  Punktes  D  von  der  Ordina 
ist;  daraus  folgt,  dass,  wenn  man  v( 
senkrecht  auf  OX  gezogenen  Geradei 
zieht,  sämmtliche  Berfihrungssehnen  s 
D  schneiden  werden. 

Da  nun  die  Richtung  der  Absc 
völlig  willkürlich  ist  und  folglich  die 
M  gehende  Gerade  senkrecht  gezoger 
aus  das  folgende  Theorem: 


i 
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Zieht  man  von  beliebige  n  Punkten  einer  Geraden  N^ 
Tangenten  an  den  Kreis  und  verbindet  die  Berührungs- 
punkte der  zusammengehörigen  Tangenten  durch  Seh- 
nen, so  schneiden  sich  alle  diese  Berfihrungssehnen  in 
einem  und  demselben  Punkte  2>,  welcherin  dem  vom  Mit- 
telpunkte auf  die  Gerade  JV-^'  gefä  Ute  nPerpeudikel  liegt. 

Der  Punkt  D  heisst  der  Pol  in  Bezug  auf  die  Gerade  NJST,  welche 
wieder  ihrerseits  die  Polare  in  Bezug  auf  den  Punkt  D  genannt  wird. 

Aus  dem  Ausdrucke  für  OD  folgt,  dass,  wenn  x  =  OP  >  r  ist, 
OB  <^r  wird,  und  umgekehrt;  d.  h.  wenn  die  Polare  ausserhalb  des 
Kreises  liegt,  liegt  der  Pol  in  demselben ;  schneidet  aber  die  Polare  den 
Kreis,  so  liegt  der  Pol  ausserhalb  des  Kreises. 

Kehrt  man  das  obige  Theorem  um,  so  erhält  man  folgendes: 

Zieht  man  durch  einen  in  oder  ausser  dem  Kreise 
liegenden  Punkt  Sehnen  oder  Sekanten  und  zu  den  Durch- 
schnittspunkten derselben  mit  dem  Kreise  Tangenten, 
so  liegen  sämmtUche  Durchschnittspunkte  je  zweier  zu- 
sammengehöriger Tangenten  in  einer  Geraden,  welche 
auf  der  den  gegebenen  Punkt  mit  dem  Mittelpunkte  ver- 
bindenden Geraden  senkrecht  steht. 

Eine  andere  Constfuktion  der  Durchschnittspunkte  ist  folgende. 
Zieht  man  die  beiden  Gleichungen  (m')  und  [n)  von  einander  ab,  so 
erhält  man: 

';'  +  i''"y>;-^'^  =  o,  (r) 

welche  Gleichung  wir  statt  {m)  benutzen  können.  Der  Ort  der  Gl.  («') 
ist  wiedeV  der  gegebene  Kreis  ;  jener  von  (r)  ist  aber  ebenfalls  ein  Kreis, 
dessen  Mittelpunktscoordinaten  \  x    und    ^  y    sind ,    dessen  Halbmesser 

\ ']/7^^y'^  =  ^OM  i^i. 
Beschreibt  man  daher  aus  dem  Halbiruugspunkte  J  der  OM  mit    dem 
Halbmesser  \  OM  einen  Kreis,  so  schneidet  dieser  den  gegebenen  Kreis 
in  den  gesuchten  Berührungspunkten  Cr,    G\    Diese  Construktion  wird 
bekanntlich  in  den  Elementen  gelehrt. 

187.  Die  in  §.  183  und  185  erhaltenen  Resultate  setzen  uns  in 
den  Stand,  Aufgaben  über  die  Berührungen  von  Kreisen  und  Geraden 
aufzulösen.  Hicher  gehören  vorzüglich  folgende  drei:  Es  ist  die  Glei- 
chung eines  Kreises  zu  suchen,  welcher: 

1)  Eine  gegebene  Gerade  berührt  und  durch  zwei  gegebene  Punkte 
geht;  2)  zwei  gegebene  Gerade  berührt  und  durch  einen  gegebenen 
Punkt  geht;  3)  drei  gegebene  Gerade  berührt. 
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Die  Herstellung  der   entwickelten  Endformeln    ist   l)e 
Aufgaben   immer    ziemlich    weitläufig;    von    wesentlichem 
hiebei    eine    zweckmässige  Anordnung  des  Coordinatensysti 
auf  die  gegebenen  Stücke.    Gewöhnlich  führt  man    aber 
nur   so    weit   fort,    bis    aus  den  gewonnenen  Gleichungen 
und   elegante  Construktion    sich    ergibt,    und    die    erhaltei 
Anhaltspunkte  für  die  Erforschung  weiterer  Eigenthümlich 
der  Aufgabe  vorkommenden  Systems  von  Linien  und  Punkt 

So  führen    z.  B.    bei    der   dritten    der   obigen  Aufgal 
ersten  Schritte   in   der  Analyse    zur  Construktion,    was    hi 
einigen  Worten  angedeutet  werden  mag.  Es  seien : 
y  =  ax  +  b...  (1),  ij  =  (/x  +  b'  .  .  .  (2),     y  =  a"x  ■ 
die  Gleichungen  der  gegebeneu  Geraden, 

die  Gleichung  des  gesuchten  Kreises.  Damit  derselbe  jede 
raden  berühre,  müssen  [§.  183,  Gl.  (4)]  folgende  Bedingun 
erfüllt  werden: 

{ß  —  aa  —  hY  =  r^\  +  a^) , 

aus  welchen  die  drei  Unbekannten  gefunden  werden  könn( 
man  zunächst  r*,  indem  man  die  erste  dieser  Gleichung 
zweite  und  dritte  dividirt,  so  erhält  man,  wenn  man  sogic 
zel  auszieht: 

ß  —  aa  —  h ß  —  aa  —  b' 

"iTT+v"  ^  -  ~fi  +v*  ' 

ß  —  aa     -  b ß  —  aa       b" 

wo  die  Wurzelgrössen  Vi  -|-  a*  u.  s.  w.    positiv   zu  nehm 

doppelten    Zeichens   wegen    zerfallen    diese    zwei    Doppelgl 

vier  Paare  von  Gleichungen;  jedes  dieser  vier  Paare  ist 

vom  ersten  Grade,  liefert  also  ein  System  von  Werthen  i 

so   dass    also    die  Aufgabe    vier    Auflösungen    zulässt   un( 

[reise  gezogen  werden  können,  welche  drei  gegebene  Gera 

\  der  That,  wollte  man  fortfahren,  aus  (4)  und  (5)  noch 

"innte,  etwa  /?,  zu  eliminiren,  so  würde  man  für  a  eine  G 

•"  Grade   erhalten.     Vergleicht   man    aber    diese  Gleichu 

•ö\  §.  176,  so  erkennt  man  sogleich,  dass  dieselben  die 
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zum  geometrischen  Orte  haben,  welche  die  von  den  gegebenen  Geraden 
(l),    (2)  und  (1),  (3)  gebildeten  Winkel  halbiren.    Die  Durchschnitts-» 
punkte  dieser  vier  Geraden,  welche  sich  leicht  construiren  lassen,  sind 
daher  die  Mittelpunkte  der  vier  Kreise. 


VERBINDUNG  MEHRERER  KREISE. 

188.  Betrachten  wir  zwei  Kreise;  ist  e  die  Entfernung  ihrer  Mit- 
telpunkte 0,  C\  und  legen  wir  den  Ursprung  in  den  Mittelpunkt  ü 
des  einen  Kreises,  die  positive  Halbaxe  der  x  in  die  Centrilinie  CC, 
so  sind  ihre  Gleichungen: 

^«  +  a?«  =  r«  .  .  .  (1) ,     y^  +  (o:  -  eY  =  r  2  .  .  .  (2) , 
durch  deren  Verbindung  man  folgende  Werthe  für  die  Coordinaten  der 

Durchschnittspunkte  erhält : 

z,2    I    -.2  _  jt 

y  =  +  1  yi^V«  --  (c«"+7«  "— "r'*)^  (4) 

Der  Wcrth  von  x  ist,  wie  man  sieht,  immer  reell,  und  —  voraus- 
gesetzt, dass  ß  nicht  ^:r^.  0,  d.  h.  die  Kreise  nicht  concentrisch  sind  — 
bestimmt  und  endlich.  Der  Ausdruck  für  y  wird  hingegen  imaginär, 
Null,  oder  erhält  zwei  reelle,  gleiche  und  dem  Zeichen  nach  entgegen- 
gesetzte Werthe,  je  nachdem  die  Differenz  unter  dem  Wurzelzeichen 
negativ.  Null,  oder  positiv  ist.  Im  ersten  Falle  schneiden  sich  die  Kreise 
nicht ;  im  letzten  findet  ein  Durchschnitt  statt  und  zwar  in  zwei  Punkten, 
welche  zu  beiden  Seiten  der  Centrilinie  in  gleichen  Entfernungen  von 
derselben  in  einer  auf  der  Centrilinie  senkrechten  Geraden  liegen  ,^'  da 
beiden  vermöge  (3)  dieselbe  Abscisse  zukommt.  Ist  endlich  die  Grösse 
unter  dem  Wurzelzeichen  =  0 ,  so  haben  die  beiden  Kreise  nur  einen 
in  der  Centrilinie  liegenden  Punkt  gemein,  und  die  Gerade  (3)  wird 
in  diesem  Falle  zur  gemeinschaftlichen  Tangente  an  dem  besagten  Punkte, 
in  welchem  sich  nun  die  beiden  Kreise  berühren. 

Löst  man  in  (4)  die  Differenz  unter  dem  Wurzelzeichen  in  Fakto- 
ren auf,  so  findet  man : 

woraus  man  erkennt ,  dass  y  reell  wird,  wenn,  da  (r  -f-  »'  +  ^)  immer 
positiv  ist,  die  übrigen  drei  Faktoren  sämmtlich  positiv,  oder  einer 
positiv    und   zwei   negativ    sind.     Dieser   letztere  Fall   kann  aber  nicht 
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eintreten.  Denn  ist  einer  dieser  Faktoren  i.  B.  e-^rf  —  v  negativ, 
also  e  +  r  <1  r ,  so  ist  c  <<  r  und  r  <C  r\  somit  r  —  r  und  r  —  t 
positiv,  wodurch  aber  die  beiden  andern  Faktoren  nothwendig  positiv 
werden.  Hiernach  kann  man  folgenden  Satz  aussprechen: 

ZweiKreise,  deren  Halbmesser  r,  r  undAbstand  der 
Mittelpunkte  =6  sind,  schneiden  sich  in  zwei  Punkten, 
wenn  von  den  drei  Grössen  r,  r  d  jede  kleiner  ist  als  die 
Summe  der  beiden  anderen. 

Eine  Berührung  der  beiden  Kreise  tritt  ein,  wenn  p=0  wird,  d.  h. 
wenn  einer  der  obigen  drei  Faktoren  verschwindet,  wenn  also  e  =  r'  —  r, 
oder  e  =  r  —  r ,  oder  e  =  r  +  >"'i  d.  h.  wenn  e  =  ±_{r  —  r)  oder 
>  =r  +  **'  oder  wenn  man  diese  Gleichungen  in  eine  vereinigt,  wenn 

e^  =  {r±  ry  (5) 

wird.  Diese  Gleichung  drückt  somit  die  Bedingung  für  die  Be- 
rührung zweier  Kreise  analytisch  aus,  und  diese  tritt  ein,  wenn  der 
Abstand  ihrer  Mittelpunkte  der  Summe  oder  der  Diffe- 
renz der  Halbmesser  gleich  ist.  Die  Berührung  wird  im  ersten 
Falle  eine  äussere,  im  zweiten  eine  innere  genannt. 

Mit  Hilfe  der  Gl.  (5)  ist  man  nun  im  Stande,  auch  solche  Aufga- 
ben aufzulösen,  bei  welchen  Berührungen  von  Kreisen  gefordert  werden; 
z,  B.  einen  Kreis  zu  suchen,  der  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht, 
eine  gegebene  Gerade  und  einen  gegebenen  Kreis  berührt;  oder  welcher 
eine  Gerade  und  zwei  Kreise  berührt  u.  s.  w.  Der  Ansatz  der  drei 
Bedingungsgleichungen  hat  in  allen  diesen  Fällen  gar  keine  Schwierig- 
keiten; auf  die  weitere  immer  mehr  oder  weniger  weitläufige  Behand- 
lung derselben  einzugehen,  gestattet  der  Raum  nicht.  Ein  Ergebniss 
der  Untersuchungen  dieses  Paragraphes  von  allgemeinerer  Bedeutung 
wollen  wir  jedoch  noch  mit  einigen  Worten  hervorheben,  wozu  uns  die 
Gl.  (3)  Veranlassung  gibt,  welche,  wie  man  sieht,  einer  zur  y-Axe  pa- 
rallelen Geraden  angehört,  in  welcher  die  Durchschnittspunkte  beider 
Kreise,  oder  der  Berührungspunkt  liegen ;  welche  Gerade  jedoch  —  da 
die  Gleichung  immer  reell  bleibt  —  auch  dann  noch  existirt,  wenn  die 
Kreise  keinen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  und  daher  zu  den  Kreisen 
in  einer  gewissen  Beziehung  stehen  muss. 

189.  Es  seien  allgemein: 

{X  -  ay  +  {y-ß)*-r^  =  0=K,  (1) 

(^  _  ay  +(y-  ß'y  -  r'«  =  0  =  ÜT'  (2) 

die  Gleichungen  zweier  gegebenen  Kreise;   durch  Subtraktion  derselben 

erhalten  wir: 

Htm,  H6h.  Mtthematik,  I.  3.  Aufl.  21 
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2y  (/?  —  ß)  +  2x{a'  —  a)  +  m^  = 

wo  der  Kürze  wegen  («^  +  ß^  - ***)  —  («^  + 
ist.  Der  Ort  der  Gl.  (3)  ist,  da  dieselbe  na 
Grade,  eine  gerade  Linie,  welche  die  beiden  Ki 
Punkte,  wenn  deren  vorhanden  sind,  enthalte 
dieselben  Werthe  von  x  und  y  identisch  wird, 
Ä^  =  0  und  K*  ^=0  gleichzeitig  befriedigen.  [^ 
176.1  Schneiden  sich  die  Kreise  in  zwei  Punk 
die  Gleichung  der  durch  diese  Punkte  gehend 
chen  Sekante  (oder  unbestimmt  verlängert 
chen  Sehne);  berühren  sich  die  Kreise,  so 
raeinschaft liehen  Tangente,  da  sie  dun 
geht,  und  auf  der  Centrilinie  der  beiden  Kreise 

ist,  senkrecht  steht.  Haben  endlich  die  zwei 
schaftlichen  Punkt,  so  hat  auch  die  Gerade  (3 
Punkt  gemein ,  nichtsdestoweniger  existirt  sie  t 
unter  allen  Umständen  reell  bleibt,  und  hat  ein 
die  gegebenen  Kreise.  Dass  diese  Gerade  keine 
im  vorigen  §.,  bedarf  kaum  der  Erinnerung. 

Wir  wollen  diese  Gerade ,  welche  nach  dei 
gegebene  Kreise  immer  existirt,  mit  Plücker 
ben  nennen  und  einige  der  wesentlichsten  Eig( 
Kürze  anf Öhren. 

I.  Die  Chordale   zweier  Kreise   sl 
der  Centrilinie    derselben,    wie   bereits 
erwiesen  ist. 

II.  Es  seien  drei  Kreise  gegeben :  iC  =  0, 
zu  je   zweien   derselben    die  Chordalen   gezogen 
drei  Chordalen  sind: 

K       A"  =  (),     K    ~K"  =  0,     K 

Da  nun  jede  dieser  Gleichungen  eine  Folge  dei 
muss  irgend  eine  derselben  durch  dieselben  W 
friediget  werden,  welche  den  beiden  anderen  gU 
aus  folgt  der  Satz: 

Die  drei  Chordalen,  welche  zu  j 
gegebenen  Kreisen  gehören,  schnei 
Punkte. 
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leitet  sogleich  auf  ein    einfaches  Verfahren   zur  Con- 
Chordale  zweier  sich  nicht  schneidenden  Kreise,  wenn 
it,  dass  nach  obigem  die  Chordale  zweier  sich  schnei- 
denden Kreise  ihre  gemein- 
schaftliche Sekante  ist.  Seien 
(Fig.  17)  K,  K  die  gege- 
benen  Kreise;    man   ziehe 
einen  Hilfskreis   K'\   wel- 
cher die   gegebenen  Kreise 
in  a,  h ;  o',  V  schneidet,  so 
sind  die  unbestimmt  verlän- 
gerten Geraden  ah,  dU  die 
Chordalen    beziehungsweise 
der  Kreise  TT,  K'  und  K, 
K\   welche   sich    mit   der 
Chordale  der  Kreise  K  und         ^' 
K  in   einem  Punkte   m  schneiden  müssen ;   es  ist  daher  m  ein  Punkt 
der  gesuchten  Chordale.  Auf  dieselbe  Weise  construirt  man  mittelst  eines 
zweiten  Hilfskreises  K"  einen  zweiten  Punkt  n  ,   und  es  ist  die  durch 
m  und  n  gezogene  Gerade  die  Chordale  der  Kreise  K  und  K'. 

III.  Von  einem  beliebigen  Punkte  M  (Fig.  17)  der  Chordale  seien 
an  die  beiden  Kreise  JT,  K\  deren  Gleichungen  die  obigen  (1)  und  (2) 
sein  mögen,  Tangenten  MB  und  MB'  gezogen;  bezeichnen  wir  die 
Coordinaten  des  Punktes  M  mit  x,  y ;  seine  Entfernungen  von  den  Be- 
rührungspunkten B  und  i^  mit  t,  f ;  seine  Abstände  von  den  Mittel- 
punkten K,  El    mit  ff,  rf';  so  ist: 

t^  =  d^  —  r\     i*  =  d!^  —  r'\ 

d^  =  {x  -  ay  +  {y-  ß)\     d'^  =  {x-  a'Y  -f  {y  -  /r)^ 

durch  Subtraktion  der  beiden  letzten  Gleicbangen  erhält  man  mit  Rflck- 

sicht  auf  61.  (3),  da  der  Punkt  x,  y  der  Cbordale  angehört: 

d«  —  (T»  =  r*  —  r'»,    oder: 


=  d'* 


(4) 
(5) 


folglich  auch: 

r^  —  i^   oder   t  =  t\ 

Die  Gleichungen  (4)  und  (5)  sprechen  folgende  Sätze  aus: 

Für   jeden   Punkt    der   Chordale    sind   die   Potenzen 

.  184]  in  Bezug  auf  beide  Kreise  gleich. 

Zieht   man   von  irgend   einem  Punkte   der  Chordale 

veier  Kreise  Tangenten  an  dieselben,  so  sind  die  L&n- 

21* 
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ben  bis  za  den  Berührungspunkten  gezählt, 
leich. 

3n  Gründen  wird  von  manchen  Schriftstellern  die  Chor- 
lie  der  gleichen  Potenzen,  auch  Potenz-Axe, 
I  der  gleichen  Tangenten  genannt.  Französische  Ma- 
issen  sie  Radikal-Axe. 

führten  Eigenschaften  der  Chordale  führen  bei  Auflösung 

,    insbesondere    über  Berührung   von    Kreisen,   häufig   zu 

Construktionen ,    was  noch  an  einigen  Beispielen  gezeigt 

j^inen  Kreis  zu  construiren,  der  einen  gege- 
s  berührt   und   durch    zwei   gegebene  Punkte 


g.  18)  K  der  gegebene  Kreis;  A,  B  die  gegebenen  Punkte, 
ns  den  gesuchten  Kreis  K'  construirt  und  ziehen  wir  durch 


Fig.  18. 


A,  B  einen  den  gegebenen 
Kreis  Ä"  in  D  und  E  schnei- 
denden Hilfskreis  C  von  will- 
kürlichem Halbmesser ,  so 
sind  die  Geraden  AB,  DE 
die  Chordalen  beziehungsweise 
\  der  Kreise  C.und  K^  C  und 
K ;  ihr  Durchschnittspunkt  G 
ist  daher  auch  (nach  II)  ein 
J  Punkt  der  Chordale  der  Kreise 
Knnd  K\  und  da  diese  Kreise 
sich  berühren  sollen,  so  ist 
die  Chordale  derselben  die  ge- 
meinschaftliche Tangente.  Zie- 
r  durch  den  Punkt  G  Tangenten  GH  und  GJ  an  den 
is,  so  sind  die  Berührungspunkte  derselben  m  und  n  zu- 
rührungspunkte  des  gegebenen  und  gesuchten  Kreises, 
li  folgt,  dass  zwei  Kreise  gezogen  werden  können,  welche 
jnöge  leisten.  Unsere  Aufgabe  ist  somit  auf  jene  zurück- 
drei  gegebene  Punkte:  A,  B,  m  und  A,  B,  n  Kreise  zu 
nan  die  Halbmesser  Km  und  Kn  und  verlängert  dieselben 
durchschnitten  K\  IC'  mit  dem  im  Halbirungspunkte  der 
i  Perpendikel,  so  sind  K\  K"  die  Mittelpunkte  der  ge- 
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Aufg.   Einen   Kreis   zu   construiren,    der   durch   zwei 
gegebene  Punkte  ^,  j5  geht    und   eine   gegeben'   ^  —  ^ 
Li!  berührt. 

Ziehen  wir  (Fig.  19)  durch  die  gegebenen  Punkte  einei 
Hilfskreis  C  und  die  Gerade  AB,  welche  die  gegebene  Gei 
D  schneidet.  Es  ist  nun  offenbar  Fig.  19. 

die  AB  die  Chordale  des  ge- 
suchten und  des  Hilfskreises  und 
2>  ein  Punkt  dieser  Chordale; 
construiren  wir  daher  von  D  eine 
Tangente  DE  an  den  Hilfskreis, 
so  muss  nach  HI  die  aus  D  an 
den  gesuchten  Kreis  gezogene 
Tangente  dieselbe  Länge  =  DE 
haben.  Beschreibt  man  daher  aus 
Z)  mit  dem  Halbmesser  DE  einen 
Kreis,  so  schneidet  dieser  die  LL' 
in  zwei  Punkten  m  und  n^  wel- 
che die  Berührungspunkte  der  ge- 
suchten Kreise  mit  der  LL'  sind, 
woraus  zugleich  erhellt,   dass  die 

Aufgabe  durch   zwei  Kreise    zur  Lösung   gebracht   wird,    de 
punkte  K  und  K*  sich  nun    leicht  ergeben,   wenn   man   im 
punkte  der  AB  ein  Perpendikel  errichtet  und  dieses  durch 
und  n  senkrecht  auf  LL'  gezogenen  Geraden  schneidet. 
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VIERTES  KAPITEL. 


LINIEN    ZWEITER   ORDNUNG   ÜBERHAUPT   ODER   ÜBER   DIE   GEOMETRISCHE 
G  DER  ALLGEMEINEN  GLEICHUNG   DES  ZWEITEN  GEADES   ZWISCHEN   ZWEI 
VERÄNDERLICHEN  GRÖSSEN. 


.  Da  jede  nach  einem  bestimmten  Gesetze  gebildete  Curve  durch 
ichung  F[x^  y)  =  0  zwischen  den  Coordinaten  eines  ihrer 
largestellt  werden  kann,  somit  alle  möglichen  Curven  in  den 
i  mannigfaltigen  Formen  einer  solchen  Gleichung  enthalten  sein 
so  kann  man  bei  der  Untersuchung  der  Curven  den  analyti- 
arakter,  der  sich  in  ihren  Gleichungen  ausspricht,  zum  Aus- 
kte  wählen  und  wird  dadurch  zu  einer  systematischen  Einthei- 
selben  gelangen. 

]urch  scheiden  sich  zunächst  die  Curven  in  zwei  Classen,  die 
aischen  und  transcendeuten,  je  nachdem  die   Gleichung 

eine  algebraische  oder  transcendente  ist. 

können  immer  annehmen,  dass  in  der  Gleichung  einer  alge- 
I  Curve,  F{x^  y)  ==  0,  etwa  vorhandene  Brüche  und  Wurzel- 
iveggeschafft  seien   und   folglich  F{x,  y)   eine   rationale  ganze 

der  Veränderlichen  x,  y  sei.    Alle   algebraischen  Curven  sind 

in  der  Gleichung 

Bx  +  C)  y"-i  +  {Bx^  +  ^a;  +  i*^)  ^"  =*  +  ...=  0  (cc) 
,  wo  Ay  B,  (7, . . .  reelle  constaute  Grössen,  n  aber  eine  posi- 
:e  Zahl  ist.  Suchen  wir  nun  nach  einem  weiteren  Eintheilungs- 
ler  algebraischen  Curven,  so  bietet  sich  hiezu  sogleich,  aber 
lein,  der  Grad  der  Gl.  (a)  in  Bezug  auf  die  Veränderlichen 
,  und  wir  theilen  daher  die  algebraischen  Linien  nach  dem 
sexponenten  ihrer  Gleichungen  in  Linien  des  1*^®°,  2*®",  3*®°, 
°  Grades  oder  der  n^^  Ordnung  ein. 

gerade  Linie  ist  daher  eine  Linie  der  1^^®"  Ordnung  und  zwar, 
mnt,  die  einzige  dieser  Gattung.  Der  Kreis  ist  eine  Curve  der 
lung ;  da  jedoch  die  Gleichung  des  2*®°  Grades  zwischen  x  und 
e  Bedingungen   erfüllen   muss  [§.   179],    wenn   sie   einen  Kreis 

soll,  so  schliessen  wir,  dass  der  Kreis  nicht  die  einzige  Linie 
nung  sein  werde. 
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der  algebraischen  Linien  nach  dem  Grad« 
bar  unzulässig,  wenn  der  Ordnungsexponc 
ndert  bliebe,  man  mag  die  Curve  auf  was 
em  beziehen.  Man  überzeugt  sich  jedoch 
(«)  und  mit  ihm  auch  die  geometrische 

_--„  ,     -__  _.r  Wahl  des  Coordinatensystems  ganz  unat 

ist.  Lassen  wir  nämlich  die  Gl.  («),  deren  geometrischer  Or 
gewisse  Curve  sein  wird,  auf  ein  beliebiges  Coordinatensystem  l 
sein,  und  gehen  wir  von  diesem  auf  ein  neues  über,  so  haben 
1«)  für  X  und  y  die  durch  die  Formeln  (3)  [§.  1()3]  gegebene 
drücke  einzusetzen,  wodurch  wir  eine  neue  Gleichung  erhalten,  ' 
da  jene  Ausdrücke  in  Bezug  auf  die  neuen  Coordinaten  x\  y  vom 
Grade  sind,  offenbar  wieder  vom  «**"  Grade  sein  wird  und  dieselbe 
zum  geometrischen  Orte  hat. 

EineLinie  der  w*®"  Ordnung  kann  von  einer  Gei 
nicht  in  mehr  als  in  n  Punkten  geschnitten  werde 
Denn  es  sei  ^  =  aa:+ ^- ••  (/^)  die  Gleichung  einer  die  Cui 
schneidenden  Geraden.  Um  die  Durchschnittspunkte  zu  erhalten, 
niren  wir  aus  (a)  und  (/?)  etwa  y  und  erhalten  eine  Eliminatio 
chuDg  nach  x,  deren  Wurzeln  die  Abscissen  sämmtlicher  D 
schnittspunkte  sein  werden.  £s  sind  aber  die  Glgn.  (a)  u 
beziehungsweise  vom  w^*"  und  1*^®"  Grade;  die  Eliminatiousgleichun 
daher  [§.  135]  den  w*«"  Grad  nicht  Obersteigen  und  folglich  nichi 
als  n  Wurzeln  haben. 

Eine  Linie  der  zweiten  Ordnung  kann  daher  von  einei 
den  in  nicht  mehr  als  zwei  Punkten  geschnitten  werden.  Mit  d 
gemeinen  Untersuchung  dieser  Linien  wollen  wir  uns  in  diesem  ] 
beschäftigen. 

191.  Die  allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwische 
veränderlichen  Grössen  x  und  y  hat  die  Form : 

Ax'  +  Äy'  +  'IBxy  +  'ICx  +  'IV'y  +  1'  =  0, 
wobei  wir,  nach  dem  im  vorigen  §.  Gesagten,  ein  rechtwinkeligej 
dinatensystem  voraussetzen  können,  ohne  der  Allgemeinheit  der 
;hung  Eintrag  zu  thun. 

Um  die   geometrische  Bedeutung   der  Gl.    (1)   kennen   zu 
issen   wir   trachten,    sie    auf  eine  einfachere  Form  zu  bringei 
.rch  Transformation  der  Coordinaten  bewirkt  werden  kann,  ind( 
•Sprung  und  Axenrichtung  des  neuen  Coordinatensystemes  so   \ 
'SS    aus    der   transformirten   Gleichung   gewisse   Glieder   hinaus 
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R^t, 
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f.. 


Die   folgenden   Betrachtangen    werden   hieza   die   nöthigen  Mittel  dar- 
bieten. 

Es  sei  M^NM^y  (Fig.  20),  ein  Theil  der  Curve,    welche  ans  der 
Construktion  der  Gl.  (1)  hervorgeht;  Ä  irgend  ein  Punkt  in  der  Ebene 


Fig.  20. 


und  (2)  erhalten  wir: 


derselben,  f,  rj  dessen  Coordinaten;  zie- 
hen wir  durch  Ä  eine  beliebige  Gerade, 
welche  gegen  die  Axe  der  x  unter  dem 
Winkel  (p  geneigt  sein  mag,  so  ist  ihre 
Gleichung : 

y  —  7j==t»(a;  — ^*),  (2) 

wenn  wir  der  Kürze  wegen  tg  c/)  =  ih 
setzen.  Durch  Elimination  von  ^  aus  (1) 


px^  +  ^^a?  +  r  =r  0, 


(3) 
(4) 


wo  p  =  Ä  +  Äm^  +  2Bm, 

q  =  {Äm+B){r^  —  wf )  +  C  +  Cm, 
r  =  Ä'{rj—  m'ey  +  2C'(rj  —  w|)  +  F. 
Die  Gl.  (3)  wird  im  Allgemeinen  zwei  von  einander  verschiedene  Wur- 
zeln a?i,  a?2,  darbieten,  welche,  wenn  reell,  bekanntlich  die  Abscissen 
der  Durchschnittspunkte  der  Geraden  (2)  und  der  Curve  (l)  sind.  Es 
folgt  hieraus,  dass,  wie  schon  oben  bemerkt,  eine  Linie  zweiter  Ord- 
nung von  einer  Geraden  in  nicht  mehr  als  zwei  Punkten  ge- 
schnitten werden  kann. 

Das  von  den  Durchschnittspunkten  begrenzte  Stück  M^  M^  einer 
schneidenden  Geraden  wollen  wir  eine  Sehne  oder  Chor  de  der  Curve 
nennen,  und  nun  annehmen,  dass  der  Punkt  Ä  (^,  rj)  die  Sehne  M^  Jf, 
halbire.  Als  Bedingung  hiefür  haben  wir  i"  =  ^{x^  +  ^2)  ^^  setzen, 
wenn  x^,  x^  die  Wurzeln  der  Gl.  (3)  vorstellen.  Nach  einem  bekannten 
Satze  aus  der  Theorie  der  Gleichungen  ist  aber: 

x^  -f  a?^  =  —  — ,   wodurch   g  = ,   oder  p^  =  —  q 

wird.    Durch  Substitution  der  Wertbe  von  p  und  q  aus  (4)  erhält  man : 
Ä^  +  Br,  +  C  +  m{Ä'r,  +  B^  +  C)  =  0,  (.5) 

welche  Gleichung  sofort  die  Bedingung  ausdrückt,  welcher  die  Coordi- 
naten |,  f]  des  Halbirungspunktes  einer  unter  den  Winkel  qp  gegen  die 
Axe  der  x  geneigten  Sehne  Genüge  leisten. 

192.  Untersuchen  wir  nun,  ob  es  nicht  möglich  ist,  dem  Punkte 
1,    9;  eine  solche  Lage  anzuweisen,    dass  er  jede   durch   ihn   gezogene 
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Sehne  halbire.   Zu   diesem    Behufe   muss    die  Gl.  (5)  i 
von  w  =  tg  qp  erfüllt  sein,  wodurch  sie  in  die  beiden 

A^+  Bri  -{•  0  =  0,     Äq  +  J5i'  +  0'  = 
zerfällt,  aus  welchen  man  für  t'  und  ij  die  Werthe : 

zieht.  Diese  Ausdrücke  führen  zu  folgenden  Ergebnisse 

a)  Ist  die  Grösse  B'^  —  AAl  von  Null  verschieden, 
aber  auch  nur  einen  Punkt  in  der  Ebene  der  Curve  ( 
durch  ihn  gezogene  Sehne  halbirt.    Sein  Ort  ist  durch 
(6)   oder  (7)    gegeben*).    Ein   mit   dieser   Eigenschaft 
wird  Mittelpunkt  oder  Centrum  der  Curve  genai 

V)  Ist  aber  B'^  —  AÄ  =  0,    und   verschwinden 
beide  Zähler  in  (7),  so  werden  obige  Werthe  von  §  un 
stens  einer  von  ihnen  unendlich ;  in  diesem  Falle  besitzt 
keinen    Mittelpunkt.    Man   kann   ihn    in   unendli 
liegend  annehmen. 

c)  Wenn  endlich  nebst  dem  Nenner  B^  —  AÄ  auc 
ler  in  (7)  sich  auf  Null  reduciren,  so  nehmen  diese  Ai 
bestimmte  Form  %  an,  woraus  man  auf  die  Existenz  von 
Mittelpunkten  schliesst.  Dies  tritt  dann  ein,  wenn  die 
von  einander  nicht  wesentlich  verschieden  sind;  sie  st 
Gerade  vor,   welche  der  geometrische  Ort  sämmtlicher 

Dieser  Fall  kann  übrigens  —  ohne  dass  aus  (1)  < 
Daten  ganz  verschwinde  —  nur  dann  Statt  finden,  we 
A'C=BC'  ist,  wodurch  wegen  AÄ  =  B'^  auch  AC  = 
2)  wenn  C  =  C  =  0  ist.  In  beiden  Fällen  ist  aber  ( 
Ort  der  Gl.  (1)  keine  Curve,  sondern  ein  System  2 
lelen  Geraden.  In  der  That,  multipliciren  wir  im 
mit  A  und  setzen  sodann  B^  statt  AA'  und  BC  statt  J 
die  Form: 

{Ax  +  Byf  +  2C[Ax  +  By)  +  AF  =  0, 
Ax  +  By  =  —  C  ±  VC^  —  AF 
jt,   welche  Gleichung   offenbar   zwei    parallele    Gerac 


*)  Die  Gleichungen  (6)  lassen  sich  immer  leicht  hinsch 
chtet,  dass  dieselben  nichts  anderes  sind  als  die  1^«"  deri 
91]  des  Polynoms  der  Gl.  (1),  wenn  man  für  die  erste  x, 
Veränderliche  betrachtet. 
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wenn    0  ^^  C  =:=  0,    bringt    man  ( 1 )    auf   die    Form : 

Ax  +   Bf/  :=:.  ±  V-  -  ÄF  [n] 

l  wieder  zu  zwei  parallelen  Geraden  gehört,  wobei  in 
e  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  sich  positiv  ergeben 
11s  der  (1)  gar  keine  geometrische  Bedeutung  zukäme, 
educiren  sich  nun  die  beiden  Glgn.  (6)  auf  die  eine: 
=  0  .  .  .  (m') ,  im  2*«»»  auf:  ^£  +  j&^  =  0  .  .  .  (w'). 
I  eine  Gerade,  welche  in  der  Mitte  der  beiden  Geraden 
denselben  liegt  und  offenbar  hat  jeder  Punkt  derselben 
jede  durch  ihn  gelegte  Verbindungslinie  (Sehne)  der 
(m)  zu  halbiren.  Dasselbe  gilt  von  (n')  in  Bezug  auf 
|.  Die  beiden  parallelen  Geraden  (/»)  oder  (w)  fallen 
le  einzige  zusammen,  wenn  die  Grösse  unter  dem  Wur- 
iwindet. 

h  die  Gleichung  i^l)  dargestellten  Gurven 
ungzerfallen  hiernach  in  zwei  Klassen,  von 
eine  jene  krummen  Linien  umfasst,  welchen 

nkt  zukommt  (wenn  B^^  —  AÄ  ^0),     die    an- 

le,  welche  keinen  Mittelpunkt  haben. 

it  man  den  Mittelpunkt  einer  Curve,   im  Falle  ein  sol- 
s  Ursprung  an,    so  muss  die  Gleichung  derselben  noth- 
wendig  die  Eigenschaft  erhalten,  sich  nicht 
zu  ändern,  wenn  man  —  x,  —  y  an  die 
Stelle  von  x,  y  setzt.  Denn  es  sei  (Fig. 
^    21)  0  der  Ursprung  und  zugleich  Mit- 
telpunkt irgend   einer  Curve,   und  GM 
eine  beliebige  durch  denselben  gezogene 
Gerade,   welche  die  Curve  in  M  schnei- 
enn  man  auf  der  Verlängerung   von  MO,    OM'  =  GM 
ein  Punkt   der  Curve    sein,    wo   nun    sogleich   erhellt, 
laten    der  Punkte  3f,    M'   numerisch    gleich   aber   ent- . 
öichens  sind.  Sind  also  x,  y  ein  Paar  Werthe  der  Coor- 
der  Gleichung   der  Curve   Genüge    leisten,    so   müssen 
\  —  X,  —  y   dieselbe   identisch   machen.    Diese  Eigen- 
Gleichung  offenbar  nur  dann  zukommen,   wenn  sämmt- 
l  y   abhängige  Glieder   derselben   zugleich   entweder 
r  ungerader  Dimension  nach  x,  y  sind. 
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[so,  dass  aas  der  Gl.  (1)  die  linearen  Glieder  in 
n  müssen,  wenn  wir  ohne  Veränderung  der  Rich- 
Jrsprung  in  den  Mittelpunkt  verlegen,  wenn  ein 
er  That,  setzen  wir  in  ( 1 )  it;  =  x  +  f .  ^  ^=  /  +  V 
ung  über  in : 

+  ^2Bxy  +^2{A^  +  Br^^C)x    \^ 
^2{ÄrjJtBh+C)y'   j 

^  +  Ar;'  +  2B^ri  +  2C^  +  'iCrj  +  F) 
n  der  neue  Ursprung  Mittelpunkt   der  Curve ,    so 
Gleichung  mit  Rücksicht  auf  (f»)  in  folgende  ein- 

Ax'^  +  Äy'  +  2Bxy  =  K,  (8) 

A,  Ä\  B  dieselben  sind  wie  in  (1),  und  der  Aus- 
if  die  einfachere  Form: 

K=^[Gi-{-  CVy  +  F)  (9) 

dem  obigen  Werthe  von  K  der  Theil : 
V(^i+C'r^={M+Brj  +  Cyi^{Ä^]  +  B'e'\-C')r^ 
6)  verschwindet. 

r  nun  zur  61.  (5) : 

h,  +  C  +  w  {Ali  +  Bt  +  C)  =  0  \h\ 

bekanntlich  i*,  >;  die  Coordinaten  des  Halbirungs- 
dem  Winkel  (f  gegen  die  Abscissenaxe  geneigten 
w==tg(/)  ist.  Betrachten  wir  jetzt  m  als  constant 
iderliche  Coordinaten,  d.  h.  denken  wir  uns  eine 
inen  gezogen,  so  drückt  die  Gl.  (5)  oifenbar  die 
[le  zwischen  den  Coordinaten  der  Halbirungspunkte 
itattfindet;  sie  ist  also  die  Gleichung  des  geometri- 
Ibirungspunkte,  welcher  somit,  da  (5)  nach  ^,  ri  vom 
i  gerade  Linie  ist.  Hieraus  folgt  also,  dass  bei 
er  Ordnung  die  Halbirungspunkte  eines 
eler  Sehnen  in  einer  Geraden  liegen. 
r  krumme  Linie,  welche  eine  Folge  paralleler  Sehnen 
heisst  ein  Durchmesser  oder  Diametcr  der 

zweiter  Ordnung  besitzen  daher  gerad- 
ser. 
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Da  die  Gl.  (5)  des  zu  dem,  unter  dem  "W 
scissonaxe  geneigten  Sehnensysteme  gehörigen  I 
Werth  von  m  =  ig cp  bestehen  kann,  so  entspri 
paralleler  Sehnen  ein  Durchmesser. 

Durch  Auflösung  nach  tj  erhält  die  Gl.  (5 
Form : 

^  Am  '+  B^        Am  - 

Ist  (/'  der  Neigungswinkel  dieses  Durchmes 

senaxe,  so  hat  man,  wenn  m  =  tg  t/',  vermöge 

^  ~  ""  ÄÜT+B  ' 
Setzen  wir  in  (1)  B^  —  AÄ  ^  0  voraus, 

ein  Mittelpunkt,   dessen  Coordinaten  sich  aus    c 

und   —    wie  aus  der  Vergleichung  dieser  Gleic 

eines  Durchmessers  sogleich  erhellt  —  der  letztg 

nfige  leisten.  Hieraus  folgt,  dass  bei  jenenl 

nung,    welchen   ein    Mittelpunkt  zukc 

messe r  sich  in  diesem  Punkte  schneid 

durch  den  Mittelpunkt  gezogene  Sehne   ein  Dui 

m  =  tgcf  willkürlich  ist. 

Anders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  B^ 

multiplicirt  man  Zähler  und  Nenner  in  (11)  mi 

B 
statt  ÄA  ,  so  erhält  man  m  = j^,    woraus 

Falle  die  Richtung  des  Durchmessers  v< 
tung    unabhängig    wird;    die   Gleichung 
über  in: 

_  _  ^  C  +  (fm 

^~        Ä'        Am  +  B 
und  folglich  entspricht  zwar  ebenfalls  jedem  Sefa 
ter  Durchmesser,  aber  alle  Durchmesser  werden 
Durchschnittspunkt  (der  Mittelpunkt)    liegt    in 
Löst  man  die  Gl.  (11)  nach  m  auf,  so  er] 
_  __  A  +  Btn^ 

welches  Resultat  aber  aus  (11)  auch  durch  blo 
mit   m'   hervorgeht.     Denkt   man   sich    daher  p 
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Darchmesser  (5)  ein  zweites  SehneQS3rstem,  so  liegt  der  zn  diesem 
gehörige  Darchmesser  parallel  zu  dem  ersten  Sehnensysteme.  Wir  er- 
balten hiednreh  zwei  Durchmesser,  deren  jeder  das  zu  dem 
anderen  parallel  gezogene  Sehnensystem  halbirt.  Man 
nennt  ein  Paar  solcher  Durchmesser  conjugirte  Durchmesser. 
Da  hiebei  eine  von  den  Grössen  w,  m  willkürlich  angenommen  werden 
kann,  so  entspricht  jedem  Durchmesser  ein  conjugirter,  und  es  gibt 
daher  in  den  Linien  2*^^^  Ordnung  unendlich  viele  Systeme  conjugirter 
Darchmesser. 

Der  Winkel  u  endlich,  unter  welchem  ein  Durchmesser  sein  Sehnen- 
system schneidet,  ist  durch  die  Gleichung: 

w  —  w 

gegeben,    und   im  Allgemeinen    von  einem    rechten  Winkel  verschieden. 

195.  Nichts  hindert,  einen  Durchmesser  als  Abscissenaxe  anzu- 
nehmen und  die  Axe  der  y  den  zugehörigen  Sehnen  parallel  zu  legen. 
Transformirt  man  sodann  die  GL  (l)  auf  dieses  neue  Goordinatensystem, 
so  entsprechen  jedem  Werthe  von  a;,  z.  B.  =0P,  (Fig.  22)  zwei  gleiche 
and   entgegengesetzte    Werthe   von   y:  Fig.  22. 

PM  =  P3f' ,   woraus   folgt ,   dass    die 

transformirte    Gleichung    nach    y    rein 

quadratisch  sein  muss.  Hiedurch  ist  also 

ein  zweites  Mittel  gegeben,  die  Gl.  (1) 

zu  vereinfachen,    indem    dadurch    die 

Glieder  mit  den  ersten  Potenzen  von  y 

hinausfallen.    Da  man  jedoch    hiebei  im  Allgemeinen  auf  ein  schiefwin- 

kelfges  Goordinatensystem  gerathen  würde,    so   entsteht  die  Frage,   ob 

die  Linien  zweiter  Ordnung  nicht  solche  Durchmesser  besitzen,   welche 

die  zugehörigen  Sehnen  unter  einem  rechten  Winkel  schneiden. 

Ein  Durchmesser,  welcher  seine  Sehnen  senkrecht  schneidet,  heisst 
ein  Hauptdurchmesser,  und  die  zugehörige  Richtung  der  Sehnen 
Hauptrichtung.  Es  ist  klar,  dass  ein  Hauptdurchmesser  die  Curve 
in  zwei  symmetrische  Zweige  theilt. 

196.  Bezeichnen  wir,  wie  oben,  mit  w,  m  die  Tangenten  der 
inkel  g)  und  l/^  welche  ein  System  paralleler  Chorden  und  der  zuge- 
rige  Durchmesser  mit  der  Axe  der  x  einschliessen ,  so  drückt  be- 
nntlich  die  Gleichung  mm  +1=0  die  Bedingung  aus ,  dass  der 
irchmesser  das  Sehntnsystem  senkrecht  schneide,  welche  Gleichung, 
mn  man  mit  Hilfe  von  (11)  m'  eliminirt,  in  folgende  übergeht: 
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Am^  B  _ 
A  ^Bm  ~  ^' 
IS  dieser  Gleichung  kann  man  den  Winkel  (p, 
trichtung  bestimmt,  auf  mehr  als  eine  We 

"-  statt  w=tga),  so  erhält  sie  durch  Wegsc 
s</)  ^ 

rm: 

[A'  —  A)  sing)  cos<jp  -|-  J5(cosqr^  —  sinqp 
,  weil  sin2(p  =  2sing)  cosg^,  und  cos  2g»  =  c 

3rdnet  man  jedoch  die  Gl.  (12)  nach  der  Gr 
man: 

tgqp« ^—tg(p  —  1=0, 

Icher  sich 


Aj^-A±nÄ:-Ar  +  . 

^  ^  ~  2B 

Diese  Gleichung,   welche  (sowie  (14))  für  t 
Ferthe    darbietet,    zeigt   nun,   dass   die  Liniei 
einen  zwei  Hauptrichtungen  und  somit  £ 
messer  zulassen, 
(zeichnet  man  mit  g)j,  (f^  die  beiden  aus  (16' 

so  sind  tgg)p  tgfp^  die  Wurzeln  der  Gl.  (15) 
bekannten  Satze  aus  der  Theorie  der  Gleichu 
tg^^i  .tgqpj^  =  —  1, 

folgt ,    dass    die  beiden  Hauptdurchr 

senkrecht  stehen, 
•iese  Ergebnisse  erleiden  unter  Umständen  ein 
che  wir  schon  durch  den  Widerspruch  aufme 
1  dieselben  mit  dem  in  §.  194  erhaltenen  R< 
1,  dass  in  dem  Falle,  wenn  B^  —  AA'  =  0, 
zu  einander  parallel  werden.  Um  hierüber  ins 
wir  zur  Bestimmung  der  Hauptrichtung  aus  G 

Weg  einschlagen.    Setzen  wir  den  Nenner  J 
i  wir  statt  (12)  das  System  der  beiden  Gleic 

A'm  +  B  =  ms^     oder     {A'  —  s)  m  -\-  B 

A  +  ^w»  =  s  7  A   —  s  +  Bm 
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1  von  m  erhält  man  zunächst: 

—  s){A'  ~  s)  —  B^  =  0, 

i  +  A)  s  —  {B^       AA)  =  0,  (18) 

'^-^±lV(Ä'  -Ay  +  ^B'  (19) 

liese  beiden  immer  reellen  Wurzeln  der  Gl.  (18) 
nan  durch  Substitution  derselben  in  eine  der  Glgn. 
rthe  von  m,  m^   und  m^,  für  die  beiden  Haupt- 
ion  in  (16)  dargestellt  haben, 
flfenbar  nur  folgende  drei  Fälle  eintreten: 

Wurzeln  s,  unds^  sind  sowohl  unter 
fülle  verschieden.     Bedingung  hiefür  ist: 

B^    --  AA'  ^  0,  also  die  Curve  mit  einem 

sehen.  Mit  Sj  und  s^  erhalten  wir  aus  (17)  zwei 
'ür  w,  somit  zwei  Hauptrichtungen,  welchen  zwei 
krechte,  im  Centrum  der  Curve  sich 
ptdurchmesser  entsprechen. 
Wurzeln  §1  undSg  sind  gleich,  aber  von 
Hiezu  wird  erfordert,  dass  in  (19)  das  Radikal 

A  =  A\     B  =  0 
=  A  =  Ä  wird.    Die  Gl.  (12)    oder  jene  (17) 
Ir  jeden  Werth  von  m  erfüllt,  d.  h.  jede  belle- 
,   eine  Hauptrichtung,  somit  jede  durch 

wegen  B^  —  AA'  =  --  A^  <C0  existirenden) 
>gene  Gerade  ein  Hauptdurchmesser, 
ig,  dass  alle  Punkte  der  Curve  vom  Mittelpunkte 
.  Denn  es  sei  (Fig.  23)  C  der  Mittelpunkt,  AB  ein 
•,  welcher  die  Curve  in  A  Fig.  23. 

AC  =  Bö,   endlich  M  M 

er  Curve.  Man  ziehe  die  ^"--^  A>  \ 

den  Mittelpunkt  C  eine         /^"^^^^^ ß 

mf  AM,  Nun  ist  PQ,  so       A  ^  "^\^ 

[ittelpunkt   gezogene  Ge-  ^d 

lesser;   folglich   halbirt  PQ  die  Sehne  AM,   also 
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ist  ÄD  =  MD,    woraus  MC  =  AC  folgt.    Die  ( 
in  diesem   besonderen  Falle,    wenn    dieQuadr 
gleiche  Coefficienten   haben   und    das 
einen    Kreis,    was   mit   früheren    Ergebnissen 
übereinstimmt. 

111.    Es  ist  eine  der  beiden  Wurzeln 
dingung  hiefür  ist,    dass  in  (18)  das    absolute  Gl 

^Ä  _  AA'  =  0 
sei.  Für  die  2^  Wurzel  folgt  aus  (18):   s^  =A 

Mit  diesen  Werthen   von  s  erhalten    wir   nu 
zwei  bestimmte  Hauptrichtungen: 

AB  Ä 

m,  =--  =  --.,     fn,  =  ^ 

allein  nur  der  zweiten  entspricht  ein  bestimmt 
Setzen  wir  nämlich  in  der  Gl.  (10)  eines  beliebig 
A  +  -ß^w  ^^^  -^'*w  +  ^  diß  Werthe  s  und  ms  i 
wir  als  Gleichung  eines  Hauptdurchmesi 

s(§  +  mtj)  +  C  +  Cm  =  Q 

Diese  Gleichung  gehört  nun  offenbar  einer  vc 

Geraden  —  dem  einen  bestimmten  Hauptdurchmess( 

obige  Werthe   s  =  s^  und  w  =  m^    substituiren. 

Hauptdurchmesser  erhält  man  aus  (20)  für: 

s  =  s,  =  0  ,     und     t»  =  Wj  =  - 

I  0.{§  +  m,r^)  +  C+  Cm,  = 

^'  wo  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden  sind. 

I  1)  Ist  C  +  Cm,  =  {ÜÄ  —  BC)  '.A  =  0, 

*;.,  =  BC  oder  C  =  C  =  0  erfordert  wird,  in  wel 

;%  unendlich  viele  Mittelpunkte  dem  Orte  der  Gl.  (1) 

^:  Gl.  (21)  identisch  fü.  .  .des  f  und  ly  erfüllt,  d.  h 

%  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  senkrecht  auf  die 

J'.  Sehnenrichtung  ziehen."  ist  ein  Hauptdurchmesser. 

::  möglich,    wenn  jeder  Punkt  irgend  einer  von    dies 

rungspunkt  derselben  angesehen  werden  kann,  die 
"^i  lieh  lang  sind  und    weder  auf  der   einen  noch  an 

metrischen  Ort  der  Gl.  (1)  treffen,    was   nur  Statt 

dieser  ein  System  zweier   parallelen  Geraden   ist. 

Ergebnissen  in   §.   192,    c,    vollkommen    im  Einkli 
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ten  Hauptdarchmesser  und  unendlich  viele  darauf 

-  C'w,  von  Null  verschieden,  in  welchem  Falle 
ceinen  Mittelpunkt  hat,  so  lässt  sich  der  Gl.  (21) 
e  von  i'  und  r]  nicht  Genüge  leisten.  Schreiben 
i: 

1  .        C+  Cm 

'  m  ms 

und  lassen  s  immer  kleiner    werden,    so   drückt 

welche  parallel  zu  sich  selbst  immer  weiter  vom 
nt;  für  s  =  s,  =0  geht  sie  in  den  2*^®"  Haupt- 
reicher   aber   nun    in  unendliche  Entfernung  fällt. 

In  diesem  Falle,  dem  einzigen,  haben  wir  daher 
iurchmesser,  welcher  mit  der  Axe  einen  Win- 
ist,  dessen  trigonometrische  Tangente  =  m,,  also: 

lide  Wurzeln  der  Gl.  (18)  können  nicht  -0  sein;  denn 
0  und  JB  =  0  erfordert,  wodurch  aber  die  Gl.  (1)  auf 
ikeu  würde. 

gen  Untersuchungen  bieten  nun  hinreichende  Mittel 

)    durch  Transformation    der   Coordinaten    auf   die 

ormen  zurückzuführen. 

vor.  §.  gesehen  haben,  wenigstens  e  i  n  Hauptdurch- 

,  so  können  wir  diesen  als  Axe  der  x  annehmen ; 

sformation  aus ,    zu  welchem  Zwecke  das  Axensy- 

Gl.    (16)    bestimmten  Winkel    cf    gedreht   werden 

5]  die  Gl.  (l)  die  Glieder  mit  den   1«*«"  Potenzen 

somit  die  Form  : 

Ta;-  +  N^/''  +  2Rx  +  F=0  (23) 

r  somit  noch  sämmtliche  i^^nien  der  2*®"  Ordnung 

1. 

lun    in  Folge  dieser  1**^"  Transformation  M,    der 

m  0  verschieden  sein,  oder  es  wird  auch  itf'=0. 

ann  man   die  Gl.  (23)    von    dem  Gliede   mit   der 

►efreien,  indem  man  x  =  x  —  -—  setzt,   d.  h.  den 

I.  3.  Anfl.  22 
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Ursprung  auf  der  x-Axe  um  das  Stück  Ü  :  M  zurückschiebt,    wodurch 
die  Gl.  {'23)  die  Form  erhält: 

Mx""  +  Ny'  =  K.  (I) 

Im  2*«"  Falle  geht  (23)  wegen  M^-.-.O  über  in  Ny- -{'2Bx-^F  =  0^ 

aus    welcher    Gleichung    das    constante    Glied    F   weggeschafft    werden 

F 

kann,  indem  man  o?  =  ä' —  -       setzt,    d.    h.    den   Ursprung   auf   der 
,  2Ji 

X'knQ  um  das  Stück   -  -  F  \  ^R  zurückschiebt,  wodurch  man : 

Ny""  +  2Ilx  r--rr  0  (IT) 

erhält. 

Wie  aus  der  Form  der  Gl.  (I)  erhellt,  ist  der  Ursprung  Mittel- 
punkt der  Curve,  dessen  Coordinaten  durch  die  GIgn.  (7)  gegeben  sind, 
und  die  beiden  Coordinatenaxen  sind  Hauptdurchmesser.  Diese 
Gleichung  umfasst  daher  jene  geometrischen  Oerter  der  Gl.  (1),  welche 
einen  Mittelpunkt,  oder  auch  deren  unendlich  viele  besitzen. 

Aus  der  Form  der  Gl.  (II)  ersieht  man,  dass  der  Ursprung  kein 
Mittelpunkt  und  nur  die  Axe  der  x  ein  Hauptdurchmesser  ist;  und  da 
aus  dieser  Gleichung  das  lineare  Glied  2Rx  nicht  weggeschafft  werden 
kann,  so  begreift  diese  Gleichung  jene  geometrischen  Oerter  der  Gl.  (l). 
welchen  kein  Mittelpunkt  zukommt. 

Schreiten  wir  nun  zur  Discussiou  dieser  Gleichungen. 

198.  Discussion  der  Gleichung: 

Mx^  +  Ny^  =.  K,  (I) 

Da  die  von  0  verschiedene  Grösse  M  immer  positiv  vorausgesetzt 
werden  kann,  so  haben  wir  folgende  Fälle  zu  betrachten: 

1)  -AT  positiv. 
a)  /f  positiv.  Der  geometrische  Ort  der  Gl.  I.  ist  in  diesem  Falle 
eine  Curve,  deren  Gestalt  sich  leicht  durch  folgende  Discussion  ergibt. 

±.  1/  ^ ;    die   Curve   schneidet  daher   die    Axe 

der  X  in  zwei  Punkten  A,  A\  (Fig.  24), 
deren  Entfernung  vom  Ursprünge  (Mittel- 
punkt der  Curve)  -—  ±_\/    -   ist.  Eben 
^    M 

so  findet  man  für  a;  :^  0,   y  =  ±^l/~ 

als  Ordinalen  der  zwei  Durchschnitts- 
punkte ß,  Ji'  der  Curve  mit  der  Axe 
der  y.  Aus  I.  folgt  ferner: 


Für  y  =  0  folgt  x 
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dass  y  imaginär  wird  für  Werthe  von  x, 
nd ;  eben  so  entspricht  jedem  Werthe  von  y  ] 

Ih  von  x\  es  liegt  daher  kein  Punkt  de 
die  vier  Geraden  gebildeten  Rechteckes, 
Ä\  B,  B"  parallel  zu  den  zwei  coordinirte 

Ingegen  entsprechen  jedem  positiven  oder  n 

h  die  Grösse  1/  -  -  nicht  überschreitet,  zwe 

igesetzte  Werthe    von   y\    unsere  Curve    is 
ch  allen  Richtungen  begrenzte.  Ihren  grösstei 
e   y    iüT  X  =  0 ,    in  den  Punkten  B  und 
md  negativ)  wachsende   x    fort   und    fort   i 


±Vl- 


M 

im    sich    eine    deutliche    Vorstellung    dieser 
lannt  wird,  bilden  zu  können, 
iurve    begrenzten  Stücke  ÄÄ'  und  BB"  dei 
jissen  die  A  x  e  n  der  Ellipse,  die  eine  die  { 
iine.     Setzen    wir  die  Hälften  derselben  0 

=  1/  -— ,     6  =  1/^-,     durch     deren    Eii 
^   M  ^   N 

le: 

2 

2=1,     oder     a^^^  _^  ^2^2  ^  ^2^2 

unkte  der  beiden  Axen:    A,  Ä^  J5,  B'  hei 

)se. 

jren  Falle ,    dass  M  =  N  sich    ergibt ,    wi 

a.  I.  und  (24)  gehen  über  in : 

'  +  ^'=1^'   ^'  +  y'  =  «% 

e  vom  Halbmesser  a=l/  —  apgehören.  E 

ecieller  Fall  der  Ellipse  zu  betrachten. 
.  Da  die  Summe  zweier  wesentlich  positiver 
negativ  sein  kann,  so  kommt  in  diesem  F 
•ische  Bedeutung  zu.  (Imaginäre  Curve.) 

22* 
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:  0.  Die  Gl.  I.  reducirt  sich  in  diesem  Falle  auf: 

r  durch  die  Werthe   x  =  0,   y  =  0   erfüllt.    Diese  Glei- 
auch  jene  (1)  bedeutet  daher  in  diesem  Falle  einen  Punkt, 
Ursprung,  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  ursprüng- 
stem  durch  die  Gleichungen  (7)  gegeben  sind. 

2)  N  negativ, 
wir,    um    das  Zeichen  des  Coefficienten  von  y^  ersichtlich 
V  =     -  N\  so  haben  wir  es  mit  der  Gleichung: 

Mx'  —  NY  =  K  (25) 

velcher  N'  eine  wesentlich  positive  Grösse, 
ositiv.  Aus  (25)  findet  man: 

a;  =  (),  y  imaginär  ausfällt,  so  wird  die  Axe  der  y  von 
cht  geschnitten,  wohl  aber  die  Abscissenaxe  in  zwei  Punk- 
g.  25),  für  deren  Abscissen  OA  und  OÄ'  man  die  Werthe 

et.    Weil  ferner  für  jeden  positiven  oder  negativen  Werth 

er  numerisch  <C  r    ^r^:  ist,  y  imaginär  wird,  so  liegt  kein 

'    M 

Fig.  25  Punkt  der  Curve  zwischen    den 

r  zwei  Geraden,  welche  durch  die 

j  /        zwei  Punkte  A,  Ä  senkrecht  auf 

[^               /  die  oj-Axe  gezogen  werden.  Hin- 

!             ./  gegen  entsprechen  jedem  positi- 

jj  y-  ven  oder  negativen  Werthe  von 

:\  ic,  welcher  absolut  >  1/  ^^7  ist, 

\  '   M 

lg»  :      \ 

j  \  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte 

I  \        Werthe  von  y,  welche  mit  x  fort 

ins  Unendliche  zunehmen.     Die  durch  die  Gl.  (25)  dar- 

B  besteht  daher  aus  zwei  getreu  n  ten,  auf  beiden  Seiten 

laxe  liegenden  Aesten,  deren  jeder  wieder  symmetrisch  zu 

der  ic-Axe  sich  ins  Unendliche  erstreckt. 

urve    führt   den  Namen  Hyperbel.     Sie    wird   nur    von 

iden  Hauptdurchmesser  in  den  Punkten  A  ,    Ä   getroffen, 

h  e  i  t  e  1  der  Hyperbel  genannt  werden.  Das  zwischen  beiden 
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Scheiteln  liegende  Stück  .4.4'  des  einen  Uauptdurchmessers  heisst  die 
erste    Axe   (auch    Queraxe,   reelle    Axe);    bezeichnet    man    die 

Hälfte  OA=^OÄ  derselben  mit  a,  so  ist  «  =  |/^,-.;  setzt  man  öber- 

dies  noch  6=  ^-~,  so  nimmt  die  Gl.  (25)  der  Hyperbel  die  Form  an: 

1^  —  p  =  1 '     oder     a ^2  _  ^2^2  ^  _  ^2^2  ^  (26) 

welche  Gleichungen,  wie  man  sieht,  aus  jenen  der  Ellipse  (24)  her- 
vorgehen, wenn  man  dort  —  h^  statt  h'^  oder  h  V —  1  statt  b  setzt. 
Da  aus  (26)  fürar  =  0,  y-"±.ftV — 1  als  Ordinate  des  (imaginftren) 
Durchschnittspunktes  der  Hyperbel  mit  der  Axe  der  y  sich  ergibt,  so 
nennt  man  der  Analogie  mit  der  Ellipse  zufolge  bei  der  Hyperbel  die 
Grösse  2b  die  zweite  oder  imaginäre  Axe,  deren  halbe  Länge 
h  =  OB  =  OB'  zu  beiden  Seiten  des  Mittelpunktes  auf  dem  zweiten 
Hauptdurchmesser  aufgetragen  wird. 

Für  M=  I^'  =       iV  wird  a  =  b  und  die  Hyperbel  heisst  dann 
eine  gleichseitige. 

ff)  /{"negativ.    Durch  Aenderung    sämmtlicher  Zeichen    geht   in 
diesem  Falle  die  Gl.  (25)  in  folgende  über: 
NY  —  Mx^  =  K, 
welche  von  derselben  Form  ist,  wie  (25)  und  folglich  wieder  eine  Hy- 
perbel bedeutet,  mit  dem  Unterschiede,  dass  im  jetzigen  Falle  die  erste 
Axe  derselben  auf  der  Axe  der  y  liegt. 

^  — ,  eine  Glei- 
chung, deren  geometrischer  Ort  ein  System  zweier  sich  im  Ur- 
sprünge schneidenden  Geraden  ist. 

3)  N=0. 
In  diesem  Falle  folgt  aus  (l): 

eine  Gleichung,  deren  geometrischer  Ort  ein  System  zweier  paral- 
len  Geraden  ist,  welche  reell  oder  imaginär  sind,  je  nachdem  K 
sitiv  oder  negativ  ist,  und  sich  zu  einer  einzigen  reellen  Geraden 
reinigen,  wenn  /C  =  0  sich  ergibt. 

199.  Discussion  der  Gleichung: 

2V2^^ -f  2i2a;  =  0.  (H) 
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Diese  Gleichung  bietet  zu  keiner  Uuterscheidi 
N  immer  positiv  angenommen  werden  kann    und  < 
deren  Gliedes  von  keinem  Einflüsse  ist;  denn  wäre 
dürfte  man  nur  —  x  mit  +  o; ,    d.  i.    die  beiden 
einander  vertauschen,    um  die  obige  Form  wieder 

man    — —  =_p,  so  erhält  obige  Gleichung  die  ( 

y^  =px, 
woraus  y  =  ±^  ^px  folgt.  Diese  Gleichung  lie] 
Werthe  von  x,  welche  mit  p  gleiches  Zeichen  habe 
y,  daher  die  durch  dieselbe  dargestellte  Curve  nui 
y-Axe  liegt.  Für  x  =  0  wird  ^  =  0,  die  Curve 
Ursprung.  Für  jeden  mit  p  gleiches  Zeichen  ha 
folgen  aus  (27)  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  > 
mit  X  bis  ins  Unendliche  zunehmen.  Die  Curve  (Fi] 
aus  swei  vom  Ursprünge  ai 
oder  negativen  Seite  der  x-A 
sitiv  oder  negativ)  sich  erstn 
Axe  symmetrisch  liegenden  i 
mer  mehr  und  mehr  entfe 
Aesten,  und  wird  Parabe 
Der  Punkt  A,  in  welcl 
ihrem  Hauptdurchmesser  ges 
der  Scheitel,  der  Haupti 
Axe,  die  Constante  p,  w< 
Hauptdurchmesser  als  Abscissenaxe  und  den  Scheil 
beziehenden  Gleichung  (27)  als  Coefficient  von  x  € 
meter  der  Parabel. 

Fasst  man  die  Ergebnisse  der  beiden  letzten 
men,  so  gelangt  man  zu  dem  Schlüsse,  dass  aus 
zweiten  Grades  zwischen  zwei  veränderlichen  Gross 
schiedene  krumme  Linien  hervorgehen:  die 
bei  und  Parabel,  welche  somit  die  einzigen  kru 
Ordnung  sind,  wobei  der  Kreis  als  specieller  Fall 
geschlossen  ist. 

Uebrigens  kann  die  Gleichung  auch  jeder  g 
tung  ermangeln ,  sie  kann  einen  Punkt ,  eine  gen 
rallele  Gerade,  oder  endlich  zwei  sich  durchschnei 
zum  geometrischen  Orte  haben. 
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[)urven    heisseii    bekanntlich   auch    Kegels 
durch  den  Durchschnitt  eines  Kegels  mit  eir 


antwortung  der  Frage,  welche  von  den  dn 
(ebenen  Gleichung  des  2^®°  Grades  mit  h 
lässt  sich  auf  sehr  einfache  Merkmale  zurti 
1)  einer  Parabel  angehören,  so  muss  B 
nerseits  nur  unter  dieser  Bedingung  der  Or 
unkt  zulässt  [§.   192,  6],    anderseits  die  Pj 

Ordnung  ist,  welche  keinen  Mittelpunkt  be 
1  ÄC=BC,  oder  C—C'  =  o,  so  bec 
jle,  oder  eine  einzige  Gerade  [§.  192,  c],  da 
arietäten  der  Parabel  betrachtet  werden,  i 
geometrisch  leicht  übergeführt  werden  kann 

(1)  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  ange 
fOü  0  verschieden  sein,  weil  nur  unter  diesi 
;r  Mittelpunkt  existirt.  Beide  Curven  unte 
5  erstere  zwei  reelle  Axen,    letztere   n 

wollen  daher  diese  Axen  durch  die  Coeffici 
r  ausdrücken. 

Qg  nimmt  bekanntlich  [§.  193],  wenn  wir  den 
,  versetzen,  die  Form  an  : 

Ax"^  +  A'y^  +  2Bxy  =  K, 
=C  mittelst  der  Glgn.  (9)  und  (7)  berechnet  wer 
n  diese  Gl.  mit  der  Gleichung  y  =  mx  ein 
ttelpunkt)  gezogenen  Geraden,  so  erhält  ma 
urchschnittspunkte  die  Ausdrücke: 

K 2  _  _        _  ^^^ 

Am'  +  2Bm'     ^^    ~  Ä  +  Äm^+  2Bf 

ifernung  vom  Mittelpunkte : 

,    .      ,  K(m^  +  1) 

X^    _L.   yi  ^1^  _  ^L    _    -L     _  A      , 

^  ^  A  +  Äm^  +  2Bm  ' 

nun  R  zu  einer  der  Halbaxen,  wenn  wir  d 
n  der  Hauptdurchmesser  zusammenfallen  las 
welcher  die  Richtung  von  B  abhängt,  so  b 
(17): 
Ä'm  -{-  B  =  ms,     A  -[-  Bm  =  .s 
onüge  leiste.  Multiplicirt  man  aber  die  1*®  dieser  Gleichunge 
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und  addirt  sie  zur  zweiten,  so  erhält  man : 

A  +  ^V  +  2Bm  =  s[m^  +1), 
womit  aus  («) 

folgt.     Diese  Gleichung   liefert    sofort   die  Werthe   der 
wenn  man  die  aus  (17)  durch  Elimination  von  m  sich 
Werthe  der  Hilfsgrösse  s: 

s=i  (^  +  ^')  +■  I  Vu-^T  +  4 

substituirt;  und  zwar,  wie  man  sieht,  in  reeller  oder  i 
je  nachdem  der  Quotient  K :  s  positiv  oder  negativ  ist 
nun  sogleich,  dass  für  die  Ellipse  beide  Werthe  von  ; 
für  die  Hyperbel  mit  entgegengesetzten  Vor 
sein  müssen;  da  ferner  der  dem  oberen  Zeichen  entsi 
von  s  nothwendig  positiv  ist,  so  muss  für  die  Ellipse: 
V(^  —  "Z^^flß^ ^A+  A\  d.  i.  B^  — 
oder  negativ,  für  die  Hyperbel  aber  B^  —  AÄ'  ^ 
tiv  sein. 

Die  Ellipse  wird  übrigens  imaginär,  wenn  K  negat 
beide  Werthe  von  B  imaginär  ausfallen;  sie  degenerirl 
wenn  beide  Werthe  von  s  gleich,  also  A  =  A'  und  J 
lieh  in  einen  Punkt,  wenn  ^"=0.  Kreis  und  Punkt  s 
täten  der  Ellipse. 

Ist  B^  —  AA'  >  0,   so  ist,  K  mag  positiv  oder 
Ort  der  Gl.  (1)  eine  Hyperbel,  welche  jedoch  für  K  = 
zweier  sich  schneidenden  Geraden  übergeht. 

Wir  werden  das  Binom  B^  ~  AÄ'  das  chan 
Binom  einer  Gleichung  des  2*®"  Grades  nennen. 

201.    Die  Gleichungen  der  Ellipse  und  Hyperbel 
merkenswerthe  Form    an,    wenn    man    dieselben   auf  ( 
Ursprung  bezieht,  und  den  durch  diesen  Scheitel  gehei 
als  Abscissenaxe    annimmt,    wie    dies   bei    der  Gleicht 
y'^  =  px,  der  Fall  ist 

Für  die  Ellipse  hatten  wir  als  Mittelpunktsgle 
aV  +  bV  =  a^b''; 
legen    wir    nun    den    Ursprung    in    den    linken   Scheil 
S.  338),    so  haben  wir  in  dieser  Gleichung,    x  —  a 
und  erhalten  dadurch  als  Scheitelgleichung  der 


"^  -  "—  • 
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,-^  =  'i'  ^  -  ^  x^  (29) 

a  a 

rbel  versetzen  wir  den  Ursprung  in  den  rechten 
,  S.  340),  zu  welchem  Zwecke  wir  in  der  Mittel- 
jelben:  b^^x^  —  a^y^  =  a^b^,  x  +  a  m  die  Stelle 
n,    und    finden    als    Scheitelgleichung    der 

y'=--x  +  -,xl  (30) 

=  p,  so  nehmen  beide  Gleichungen  die  Form  an : 

v'=pxT^^^\  ^31) 

)n  der  Ellipse,  das  untere  der  Hyperbel  entspricht, 
lieser  Gleichung,  während  p  unverändert  bleibt,  a 
ien  (wodurch,  wegen  6  i^^V^nj?,  auch  b  unendlich 
idelt  sich  dieselbe  in  y^=.px,  d.  i.  in  die  Scheitel- 
il,  woraus  folgt,  dass  die  Parabel  als  cineEl- 
)erbel  betrachtet  werden  kann,  deren 
ngsweise  reelle  Axe  unendlich  gross  ge- 

y^        _  p 
2  =  -f  -    =  (/  gesetzt,  so  sieht  man,  dass  alle  drei 

md  dieselbe  Gleichung: 

y^  z=  px  -f  qx^  (32) 

und   dass   diese  Gleichung   einer  Parabel ,    Ellipse 

bort ,   je  nachdem  q^=^  0,   negativ  oder  positiv  ist. 

=     -     führt  auch  in  der  Ellipse  und  Hyperbel,  der 

rabel  gemäss,  den  Namen  Parameter;  er  ist  die 
Proportionale  zu  2a  und  26,  da: 
_  26^  _  46*^  _  26.  26 
a  2a  2a 

nan  aus  der  Gl.  (31  j  der  Ellipse  und  Hyperbel  noch 
ese  beiden  Curven  in  der  Nähe  ihres  Scheitels  mit 
gleichem  Parameter  p  um  so  mehr  zusammenfallen, 
i.  je  gestreckter  sie  sind,  indem  für  kleine  Werthe 

.2 

--  gegen  px  um  so  unmerklicher  wird,  je  grösser  a  ist. 
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202.  Eine  krumme  Linie  der  zweiten  Ordnung  kann  bekanntlich 
von  einer  Geraden  in  nicht  mehr  als  zwei  Punkten  geschnitten  werden. 
Hieraus  folgt,  dass  man  sich  eine  solche  Curve  durch  den  Durchschnitt 
einer  beweglichen  Geraden  mit  einem  Kreise  entstanden  denken 
kann,  dessen  Halbmesser  sich  stetig  ändert.  Versuchen  wir,  auf  Grund 
dieser  Erzeugungsart  der  Linien  zweiter  Ordnung,  diese  analytisch  aus- 
zudrücken. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  die  Curve  (1)  construirt,  und 
aus  einem  beliebigen  Punkte  o,  /^  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  vom 
Halbmesser  i?, 

[y  -  ßY  +  (-^  -  «)'  =  ^'  (»'' ' 

beschrieben ;  dieser  wird  die  Curve  im  allgemeinen  in  vier  Punkten 
schneiden,  von  welchen  jedoch  nur  jene  zwei  in  Betracht  kommen,  durch 
welche  wir  die  schneidende  Gerade 

y  r=:  ax  -^  e  («) 

legen.  Es  ist  klar,  dass  jedem  mit  einem  bestimmten  Halbmesser 
beschriebenen  Kreise  eine  bestimmte  Lage  der  beweglichen  Geraden 
entspricht ,  woraus  folgt ,  dass  a  und  c  Funktionen  dieses  Halbmessers 
B  sein  müssen. 

Da  die  Coordinaten  a,  ß  des  Kreismittelpunktes  willkürlich  sind, 
so  wollen  wir  die  Lage  dieses  Punktes  so  annehmen  (dass  dies  möglieb, 
wird  aus  dem  Folgenden  von  selbst  hervorgehen),  dass  die  bewegliche 
Gerade  immer  zu  sich  selbst  parallel  bleibe,  wodurch  einerseits  der 
Punkt  a,  ß  eine  gegen  die  Curve  vollkommen  bestimmte  Lage  erhält, 
anderseits  in  der  Gl.  der  Geraden  in)  blos  c  veränderlich  und  von  B 
abhängig  wird.  Setzen  wir  also  c  ^=  »/'(-R),  so  wird  die  Gleichung  der 
Geraden:  y  =  ax  -\-  iHB),  und  wenn  wir  aus  dieser  Gleichung  und 
jener  (m)  des  Kreises  R  eliminiren,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung 
y  —  ax  =  ijf  ('}/ y     -  ß)"^  4-  (x  —  aj^)   oder: 

(f  {y  -  ax)  =  ^/(y  17^^)'^  ^-r^;"-:'«)"«  [p^ 

zwischen  x  und  y,  welche  offenbar  den  Dui chschnittspunkten  aller 
aus  «,  ß  beschriebenen  Kreise  mit  der  beweglichen  Geraden    angehört. 

Zur '  Kenntniss  der  Form  der  Funktion  (p  führt  die  Bedingung, 
dass  der  geometrische  Ort  dieser  Durchschnittspunkte  eine  Linie  der 
2*«"  Ordnung,  folglich  die  Gl.  {p)  algebraisch  vom  S*-*"  Grade  sein  muss, 
woraus  folgt,  dass  (p  nur  eine  algebraische  lineare  Funktion  von  y  —  ax 
sein  kann,  und  somit  die  Form : 

(f  {y  —  ax)  =  m  [y    -  ax)  +  n 
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haben  mnss,  wo  m  und  n  zwei  willkürliche  Constanten  bedeuten.  Führen 
wir  statt  derselben  zwei  andere  Constanlen  h,  k  ein,  welche  mit  m  und 
n  durch  die  Gleichungen : 

m  =     , :    ,     n  =  —  mh 

verbunden  sind,  so  verwandelt  sich  {p)  in: 

k  .  ^-^;.^^^  =  VW-'ßy  +lx  ~a)\  (33) 

Dies  ist  eine  Gleichung  vom  2*®"  Grade  mit  5  willkürlichen  Con- 
stanten, folglich  die  allgemeinste  Gleichung  des  2**"  Grades  •  zwischen 
zwei  veränderlichen  Grössen;  denn  auch  die  Gl.  (1)  enthalt  nur  fünf 
willkürliche  Constanten,  wie  sogleich  erhellt,  wenn  man  die  ganze  Glei- 
chung durch  einen  der  Coefficienten,  etwa  durch  F,  dividirt. 

Hieraus  geht  nun  einerseits  hervor,  dass  sämmtliche  Linien  der 
zweiten  Ordnung  auf  die  angenommene  Weise  wirklich  erzeugt  werden 
können;  anderseits  spricht  sich  durch  die  Form  der  Gl.  (33)  eine  merk- 
würdige EigCRSchaft  dieser  Linien  aus.     Setzt  man  nämlich : 

VI  +  a^ 
so  folgt  aus  (33): 

kd  =  i%     d.  i.     r  :  d  =  k  :  \\ 
nun  ist  r  die  Entfernung  des  Punktes  x,  y  der  Curve  vom  festen  Punkte 
«,  /?;  d  der  senkrechte  Abstand  desselben  Punktes  x,  y  der  Curve  von 
einer  festen  Geraden,  deren  Gleichung  y  -—  ax  -{'  b\  es  folgt  demnach 
aus  obiger  Proportion  der  Satz: 

Die  Linien  der  zweiten  Ordnung  haben  die  Eigen- 
schaft, dass  die  Enfernungen  eines  jeden  Punktes  der- 
selben von  einem  festen  Punkte  und  einer  festen  Gera- 
den in  einem  constanten  Verhältnisse  k  :  1  stehen. 

Man  nennt  die  feste  Gerade  Richtlinie  (Directrix),  den  festen 
Punkt  den  Brennpunkt  der  Curve ;  die  Entfernung  r  eines  beliebigen 
Punktes  M  der  Curve  vom  Brennpunkte  heisst  der  Radiusvektor 
oder  Leitstrahl  dieses  Punktes. 

Entwickelt  man  die  Gl.  (33)  und  bringt  sie  auf  die  Form  der  Ol- 
(1),  so  findet  man  das  charakteristische  Binom: 

B'    -   AÄ  ^{k''    -  l)  («^  +  l)^ 
ein  Ausdruck,  dessen  Zeichen  bloss  von  jenem  des  Faktors  k'^  —  1  ab- 
hängt; hieraus  folgt,  dass  die  GL  (33)  einer  Ellipse,  Hyperbel 
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rabel  angehört,  je  nachdem  d 
>  1   oder  =^1  ist. 

rl.  (33)  gestattet  eine  sehr  einfache  Cor 

die  Coordinatenaxen,    so  construire   n 

(y  z=r.  ax  +  h)  und  den  Brennpunkt  F 

Fig   27.  man  2)7 

,  ij^  den  Abst 

1^^  /^  tes  von  ( 

'      jD^y^  A  so,  da 

1/"^  \A  ist  A  eil 

vJ'  \xl       noch  and 

-        -'     ;^'  y ziehe  ma 


>^' 


-"f/  Punkt  a 

--■■^\  senkrech  I 

\r  k  und  Vi 

portional 
r  als  Halbmesser  einen  Kreis,  welche 
V  der  Curve  schneidet, 
der  Symmetrie  der  Ellipse  und  Hype 
ii  folgt  übrigens,  dass  diese  Curven  z  \ 
ennpunkte  besitzen,  welche  zu  b( 
i^mmetrisch  liegen. 

Die  Gl.  (33)  wird  einfacher,  wenn  r 
atenaxe  und  die  durch  den  Breunpun] 
srade  BV  zur  Abscissenaxe   nimmt,    ^ 

a  r=^  cfj  wird;  hiedurch  verwandelt  s 
bdrirt,  in  folgende: 

k^x^  =y^  ^[x  -  af 

Abstand  des  Brennpunktes  von  der  ] 

kann  diese  Gleichung  dazu  benützen, 
1  und  Brennpunkte  Aufschluss  zu  erhal 
otenz  von  y  fehlt,  so  ist  die  Absei« 
lie  Richtlinien  stehen  demn 
lauptdurchmesser  derCurv 
lie  Brennpunkte  liegen.  Dies 
irabel  selbstverständlich  die  Axe 
aber  deren  erste  Axe,  weil  derse 
ten,  den  Scheiteln,  geschnitten  wi 
=  0  setzend,  die  reellen  Absoissenwert 
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1  +  Ä  *         1  —  Ä 
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k 

findet.  Was  die  Ellipse  betrifft,  so  ist  \{x^ — ^i)=:j p   die   Lange 

der  einen  Halbaxe,  welche  auf  dem  die  Brennpunkte  enthaltenden  Haupt- 
durchmesser liegt ;  ferner  ist  \{Xy  -\-  x^)  = -^j   die  Abscisse  des 

MitteFpunktes,  welche  statt  x  in  (34)  substituirt,  für  die  andere  Halb- 

ah 
axe  den  Werth  —r—  -r-  darbietet:  dieser  ist  aber,    weil  1 — h'^<i\. 


offenbar  < ^2  •     D^®    Brennpunkte   liegen  daher   auf  der  grossen 


ak 
1  --1;2 

Axe  der  Ellipse. 

Für  a;  =  0,  folgt  aus  (34):  y  ==  V —  of,  zum  Beweise,  dass  die 
Richtlinien  von  der  Curve  nicht  geschnitten  werden;  sie  liegen  also 
bei  der  Ellipse  ausserhalb  derselben,  bei  der  Hyperbel  zwischen  den 
Scheiteln  und  zwar  je  eine  Richtlinie  mit  dem  zugehörigen  Brennpunkte 
auf  jeder  Seite  des  Mittelpunktes. 

204.    Verlegen   wir   den   Ursprung   in   den    einen  Scheitel  A  und 

setzen  zu  diesem  Zwecke  in  (34)  x  4-  x,  =^  x  A statt   x,    so 

^     ^        '      *  ^   1  -|-  ^ 

erhalten  wir  als  Scheitelgleichung  der  Curven  2**"  Ordnung: 

y^  =  2akx  +  (Ä;2_  1^^»^  (35) 

welche  genau  dieselbe  Form  hat,  wie  die  Gleichungen  (29)  bis  (32j 
[§.  201],  und  sich,  w^ie  wir  im  vor.  §.  gesehon  haben,  auf  dasselbe 
Coordinatensystem  bezieht.  Diese  Gleichungen  sind  daher  unmittelbar 
mit  einander  vergleichbar  und  man  hat: 

"*-  a-2'     ^        *   -^^' 
wo  p  der  Parameter  ist,    und  das  obere  Zeichen  (so  wie  im  folgenden 
immer)  auf  die  Ellipse,  das  untere  auf  die  Hyperbel  sich  bezieht.  Hier- 
aus findet  man : 

far  die  Ellipse,  Kürze  halber  Va'^  —  h^  tz~  e  setzend: 

6*       ,         ^         ,  ak  ,  ak 

«  =  —  ,     Ä=        und   a=- -^,     6  =  -      ._--^; 

e  a  1  —  Ä;*  yi  __  ^5.2 ' 

für  die  Hyperbel,   Kürze  halber  Va^-|-6*  =  e  setzend: 

&^       ,         ^         ,  ak  ,  ak 

a  =  — ,     *  =  -   und   a  ==  --„ .     fc  = ^ . 

€  a  k^  —  i  yit*—  1 
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1)  Sowohl  für  die  Ellipse  als  Hyperbel  (Fig. 
ÄF=:k.AD=k{a  —  ÄF),   somit  AF=~ 

Werth  für  x  in  (35),  so  kommt  i/  =  ak  =     ; 
Fig.  28. 


unter  dem  Namen  Parameter  eingeführte  Gros 


±  («  -  e). 


der  im  Brennpunkte  errichteten  Doppelor 

2)  Man  hat  ferner  CF  =  AC  ^  ÄF  =  a  ' 
ak     _     ^'      __    ,    («'   i:^') 

1+*       a  +  <?  a  -\-  e 

oben  eingeführte  Grösse  e  =  Va^  T  ^^  ist  dah( 
der  Brennpunkte  vom  Mittelpunkten! 
cität.  Sie  ist,  wie  man  sieht,  in  der  Ellipse  i 
Hyperbel  grösser  als  a,  die  halbe  grosse  oder 
Axe.  In  Folge  der  Relation  e^  z^.  a^  "^  b^  bilden 
und  die  Excentricität  ein  rechtwinkeliges  Dreieck 
Grössen  leicht  coiistruirt  werden  kann ,  wenn  die 
ben  sind. 

3)  Es  ist  CD:r==:  CF  ±DF=e  ±a  =  e 

stand  der  Richtlinie  vom  Centrum    ist   daher    in 
geometrische  Proportionale  zu  e  und  a, 

4)  Sei  M  ein  beliebiger  Punkt  der  Ellipse  od 
dessen  Abscisse,  vom  Mittelpunkte  C  aus  gezählt, 
seine  Radien vektoren,  so  ist  FM  =  k  .  PD,  F'3i 

r  =  k[x±  CD),     r  =k{CI)  '■ 

c  ci 

Setzt  man  für  Ä;  und  CD  die  Werthe        und  —  , 

a  e 
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e 
a  —     x; 
a 

(3G) 

x  +  a; 

(37) 

;e :       r  =  a  4-      x.     r 
a 

rbel  *  r  =      x  —  «,     r 
a 

he  die  Leitstrahlen  eines  Punktes  der  Curve 
inkte    gezählte  Abscisse    desselben   rational  aus- 

der  Glgn.  (36)    folgt  r  +  /  =  2a;  d.  h.  die 
ahlen  eines  jeden  Punktes  der  Ellipse 
5r  grossen  Axe  gleich, 
ipteigenschaft  ist  daher  die  Ellipse  der  geo- 
Sch  eitel  punkte  sämmtlicher  Dreiecke, 

gegebenen  Grundlinie  =  2e  so  con- 
ass  die  Summe  der  beiden  anderen 
nte  Grösse  ==2a  ist. 

m  der  Glgn.  (37)  erhält  man  r       r^=^2a\  d.  h. 
^eitstrahlen  eines  beliebigen  Punktes 
onstant  und  der  ersten  Axe  gleich, 
undeigenschaft  ist  daher   die  Hyperbel  der 
er  Scheitelpunkte  sämmtlicherDrei- 

einer  gegebenen  Grundlinie  =2e  so 

dass  die  Differenz  der  beiden  ande- 

istante  Grösse  =2a  ist. 

aus  diesen  beiden  Haupteigenschaften  die  Glei- 

ven  abzuleiten. 

e 
■-.       ist,  wie  man  sieht,    nichts  anderes,   als  das 
a 

mtricität  e  zur  halben  grossen  oder  ersten  Axe, 

Excentricität  selbst ,    wenn   a  =  l  angenommen 

erische  Excentricität  heissen,  im  Gegensatze 

st  6«  =  ±  (a^  -     c')  ^  ±  a'{\        k^) ;  führt 

b^  in  die  Mittelpunktsgleichungen  (24)  und  (26) 

jl  ein,    in    die  erstere  mit  dem  oberen,    in  die 

n  Zeichen,  so  kommt: 

'  ==(1  ■^-  k^)  {a^  —  x')  (38) 

g  der  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  k<^l 

sl  folgt  aus  (35)  wegen  ^'=r=  1,  die  Gl.  i/'^=z2ax, 
)  g  =  0  zu  setzen  ist,  verglichen,  die  Relation 
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p  =  2a  darbietet.  Der  Parameter  j;  der 
dem  doppelten  Abstände  des  Brenn 
linie,  oder  auch  gleich  dem  vierfachen  Absl 

Scheitel,  weil,  wegen  ä:  :=:  1  ,  AF  =  ÄD=-.  ^a  =i  ^p  ist.  (Fig.  30] 
Setzt  man  in  y^  =  2a.r,  x  =::  AF  =  ^a^  so  kommt: 

woraus  folgt,  dass  auch  in  der  Parabel  der  Parameter  glei 
Fig.  30.  der     im    Brennpunkte     errich 

Doppelordinate  EE\ 

Endlich  hat  man  fflr  den  Leitstrs 

=  r   irgend    eines  Punktes  M  der  P 

FM  =  FD  =  AB  +  AP,  d.  i 

Die  Parabel  ist  der  geon 
sehe  Ort  sämmtlicher  Punkte 
che  von  einer  festen  Gerader 
Richtlinie,  und  einem  festen  P 
dem  Brennpunkte,  gleich  weit  entfernt  sind,  i 
welcher  Eigenschaft  sich  die  Gleichung  der  Curve  sehr  leic 
leiten  lässt. 


FÜNFTES  KAPITEL. 


ÜBKR  KINIOK  DKR  VORZÜiHilCH.-^TEX  EIGENSCHAFTEN  1)E1{  LINIEN  ZWEITER  0} 


1.    Die    Ellipse. 

205.    Zur   Entwickelung    der   Eigenschaften    dieser  Curve 
wir  uns  im  Folgenden  ihrer  Mittelpunktsgleichung: 

bedienen,  wo  a  und  b  die  halbe  grosse  und  kleine  Axe  bedeute 
auf  ersterer  die  Abscissen  gezählt  sind. 
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Bezeichnet  man  die  lineare  Excentricität,  d.  i.  den  Abstand  der 
Brennpunkte  vom  Mittelpunkte,  OF=OF'  (Fig.  31),  mit  e,  das  Ver- 
h&ltniss   derselben   zur   grossen  Axe,    die  Flg.  31. 

numerische  Excentricität  mit  «,  so  ist  be- 
kanntlich : 


e^  =  a*  —  6*,     e  =  -  = 


Vö 


b*  =  a^ 


=  a»(l  -«*), 


und  man  hat  für  die  Leitstrahlen  FM 
=  r,  F'M=r  eines  Ellipsenpunktes  M, 
dessen  Abscisse  OP=x,  die  Ausdrücke: 


a  —     X, 
a 


r'  =  a  +      x^ 
a 


deren  Summe  =  2a  d.  i.  der  grossen  Axe  gleich  ist.  Auf  diese  Eigen- 
schaft gründet  sich  das  bekannte  Verfahren,  die  Ellipse  durch  Punkte 
zu  beschreiben. 

Schreibt  man  die  Gl.  (1)  in  der  Form  a*y^  =  b''{a^  —  «*),  oder: 

{a  —  x){a  +  x)  a^' 
und  beachtet,  dass  a  —  x  =  AP  und  a  -|-  a?  =  ÄP  die  Segmente 
sind,  in  welche  die  grosse  Axe  durch  die  Ordinate  y  getheilt  wird,  so 
spricht  selbe  den  Satz  aus:  das  Quadrat  der  Ordinate  eines 
Punktes  der  Ellipse  steht  zu  dem  Rechtecke  aus  den  Ab- 
ständen des  Fusspunktes  derselben  von  den  Endpunkten 
der  grossen  Axe  in  einem  con- 
stauten  Verhältnisse 
=  6«:a^ 
Von  den  beiden  Kreisen,  welche 
über  der  grossen  und  kleinen  Axe  der 
Ellipse  als  Durchmessern  beschrieben 
werden  können,  wollen  wir  den  ersteren 
den  umschriebenen,  letzteren  den 
eingeschriebenen  Kreis  nennen. 
Sind  (Fig.  32)  y  =  MF  y  y'^M'P 
die  zu  einer  beliebigen  Abscisse  OP=x 
gehörigen  Ordinaten  der  Ellipse  und  des  umschriebenen  Kreises,  so  ist 

y=-\/a^  —  3o^,yz=Yä*  —  x\  somit  y:y=b:a;  d.h.  die  zu  der- 
a 

selben   Abscisse  gehörigen   Ordinaten   der  Ellipse   und 

Hbrr,  Höh.  MatheTDatik,  I.  3.  AuO.  23 
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iriebenen   Kreises   stehen 
s  s  e  =  &  :  a. 

)  findet  man,  dass  die  zu  gleic 
iv  Ellipse  und  des  eingeschriebe 
iältnisse  a  :  b  stehen. 

folgt,  dass  man  Punkte  der  Ellii 
es  umschriebenen  Kreises  in  der 
die  Abscissen  des  eingeschriebenen 
vorauf  sich  folgende  Construction 
3m  beliebigen  Punkte  M'  des  u 
0M\  welcher  den  eingeschriebe 
nd  durch  diesen  Punkt  eine  Paral 
5se  die  Ordinate  des  Punktes  M' 


ufgabe.  Eine  gerade  Linie  DE 
ye  sich  so ,    dass    ihre  Endpunkte 
£els  XOY  fortrücken;  man  suche 
unkt  M  der  Geraden  beschreibt, 
man   die  Schenkel    des   rechten 
die  Constanten  Entfernungen  DJk 
=  X,  MP  =  y ,  so  ist  für  jede  I 
=  GD^ :  DM}  ,     d.  i.     3^^  ö^  = 

mkt  M  beschreibt   daher   eine  E 

Es  bedarf  kaum  der  Erinnerung 

te   in    der  Verlängerung   der  DE 

■  gründet  sich  folgendes  Verfahren 
en.  Aus  einem,  in  einer  der  bei 
ikte  B  beschreibe  man  mit  einem 
welcher  die  andere  Axe  in  zwei 
IE  und  DE!,  und  macht  DM=. 
Ellipse. 

st  hiedurch    ein  Mittel    geboten , 
;  zu  beschreiben.    Lassen   wir  ein 
3ste  Punkte  D   und  E  desselben 
ikels  fortgleiten,    so   beschreibt   ii 
sr  Punkt  des  Lineals,  in  welchem 
,  eine  Ellipse  (Eilipsograph). 
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VON  DER  TANGENTE  AN  DER  ELLIPSE. 

207.    Verbinden  wir  die  Gleichung  einer  Geraden : 

y  z=  tnx  +  w  (1) 

mit  der  Gl.  der  Ellipse:  a^y'*  +  b^x^^=^  a^h^ ,  so  erhalten  wir  darch 
Elimination  von  y  die  Gleichung: 

{ahn^  +  b^)  x^  +  2ahnnx  +  .a\n^-  -  &^)  =  0, 
aus  welcher  für  die  Abscissen  der  Durchschnittspunkte  die  Werthe : 

—  a  (amn  -f  b  Vä^fn^+  b'^  —  n-) 
a^-m^  +  b^ 
folgen.  Die  Ellipse  wird  daher  von  der  Geraden  in  zwei  Punkten  oder 
gar  nicht  geschnitten ,    je  nachdem  a^iw*  +  6-  —  w^  >•  oder  -<  0  ist. 
Die  Sekante  wird  zur  Taugente,    wenn  die  beiden  Durchschnittspunkte 
in  einen  einzigen  zusammenfallen,  wozu  erfordert  wird,  dass  in  obigem 
Ausdrucke  von  x  das  Radikal  verschwinde. 
Es  ist  demnach : 

a%^  _|.  2,^  _  ^2  ^  0  (2) 

die  Bedingungsgleichung  für  die  Berührung  der  Geraden  (1)  und  der 
Ellipse.  Mit  Rücksicht  hierauf  erhalten  wir  als  Coordinaten  des  Be- 
rührungspunktes : 

a^mn  b^n 

^"~~"  a*m^+b^'     '""  a%^  +  b^' 
Bestimmt  man  aber  aus  diesen  Gleichungen  m  und  n,   so   erhält   man 

als  diejenigen  Werthe,  welche  die  Constanten  in  und  n  haben  müssen, 
damit  die  Gerade  (1)  die  Ellipse  in  einem  gegebenen  Punkte  §,  rj  be- 
rühre.    Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  (J)  erhält  man: 

b'^       .    fc« 

a'7]  7] 

b^B  ,       b^    ^ 
oder,   wenn  man  von  dieser  Gleichung  jene:    rj  = -— f  4 ab- 

lieht,  welche  ausdrückt,  dass  ^,  rj  ein  Punkt  der  Ellipse  ist: 

y-'?  =  -^(^-?)  (3) 

is  Gleichung  der  Tangente  an  der  Ellipse  im  Punkte  §,  ?;.  Ver- 
)indet  man  diese  Gleichung  (nach  Wegschaffung  des  Nenners  a^t])  mit 

23* 
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leichung  ahf  +  &''*^^  =  a^ö^,  welche  ausdrückt,    dass  ^,   j;   ein 
der  Ellipse  ist,  so  erhält  man: 

a%  +  })^^x  =  a^V',  (4) 

lehr  symmetrische  Form  der  Gleichung  der  Tangente,  welche  sich 
^r  Gl.  der  Ellipse  nur  dadurch  unterscheidet ,  dass  die  Quadrate 
l  y^  durch  die  Rechtecke  ^x  und  'qy  ersetzt  sind.  Der  Winkel  r, 
n  die  Tangente  am  Punkte  §*,  r}  mit  der  Abscissenaxe  einschliesst, 
oit  sich  durch  die  Gleichung : 

ie  im  Berührungspunkte  M  senkrecht  auf  die  Tangente  errichtete 
(  heisst  Normale  der  Curve  im  Punkte  M.  Mit  Rücksicht  auf 
rd  die  Gleichung  der  Normale  der  Ellipse  im  Punkte  §,  i;- : 


tgr  = 


(5) 


(6) 


)S.  Es  seien  (Fig.  33)  MT  und  MN  die  Tangente  und  Normale 

nkte  M{^^  rj);  die  Stücke  PT  und  PN  der  Abscissenaxe,  welche 
Fig.  33.  zwischen  dem  Fusspunkte  der  Ordi- 

nate des  Berührungspunktes  und  ihren 
Dnrchschnittspunkten  mit  der  Tan- 
gente und  Normale  liegen,  werden 
Subtangente  und  Sulxnormale 
genannt.  Die  Stücke  MT  und  MN 
der  Tangente  und  Normale  zwischen 
dem  Berührungspunkte  und  den 
Durchschnittspunkten  dieser  Geraden 
mit  der  Axe  der  x,   pflegt  man  im 

I  Sinne  Tangente  und  Normale  zu  nennen. 

m  Ausdrücke  für  die  Längen  dieser  4  Stücke  zu  erhalten,  setzen 
den  Glgn.  (3)  und  (6)  der  Tangente  und  Normale  [§.  207] 
wodurch  x  die  Abscisse  beziehungsweise  der  Punkte  T  und  N 

nd  erhalten,  da  ^  =  OP: 

X  —  ^  =  PT=  Subtangente 


£  =  PN=  Subnormale    = 


a^  —  ^2 


entgegengesetzten  Zeichen  dieser  Ausdrücke  daher  rühren,  dass 
btangente  und  Subnormale   immer   auf   entgegengesetzten   Seit^ 
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der  Ordinate  liegen,  von  welcher  aus  sie  gezählt  werden.  Mit  Hilfe 
dieser  Ausdrücke  findet  man  ferner  aus  den  rechtwinkeligen  Dreiecken 
MPT  und  MPN: 

MT  =  Tangente  =  ^  V^^^  +  a  V  =  ^  V^ä^^^l^f' , 

3fJV^=  Normale  =    \:  V^V  +  aV  =  -  V^^^'^e'f^. 

Aus  der  Bemerkung,  dass .  der  Ausdruck  der  Subtangente  von  b 
und  Tj  unabhängig  ist  und  somit  fGr  einerlei  £  denselben  Werth  er- 
hält in  allen  über  derselben  grossen  Axe  beschriebenen  Ellipsen ,  folgt 
eine  einfache  Construction  der  Tangente.  Man  beschreibe  über  der 
grossen  Axe  einen  Kreis,  verlängere  die  Ordinate  des  Berührungs- 
punktes M  bis  zum  Durchschnitte  M'  mit  dem  Kreise,  und  ziehe  an 
diesen  in  M'  eine  Tangente;  der  Durchschnittspunkt  T  derselben  mit 
der  Abscissenaxe,  mit  dem  Punkte  M  verbunden,  gibt  die  Tangente  an 
der  Ellipse  im  Punkte  31, 

Während  die  Subtangente,  wie  aus  ihrem  Ausdrucke  leicht  erhellt, 

aller  Werthe  von  0  bis   Hh  <x  fähig  ist,  findet  dies  bei  der  Subnormale 

nicht  Statt;  ihr  Ausdruck  wird  Null  für  f  =  0,    weil  in  diesem  Falle 

die   Normale   mit   der   kleinen  Axe,    die   Punkte   P  und  N  somit   im 

Mittelpunkte  zusammenfallen ;  mit  zunehmendem  ^  wird  die  Subnormale 

b^ 
immer   grösser,    erreicht   aber  für   f  =  a  ihren  grössten  Werth   —  = 

a 

|^=  dem  halben  Parameter,  als  Grenze,  welche  sie  nicht  überschreitet. 

209.  Es  sei  nun  ausserhalb  der  Ellipse  ein  Punkt  K  {x\  y'), 
(Fig.  34,  S.  3Ö8)  gegeben;  es  soll  durch  diesen  Punkt  eine  Tangente 
an  die  Ellipse  gezogen  werden.  —  Bezeichnen  wir  die  noch  unbekannten 
Coordinaten  des  Berührungspunktes  mit  |,  17,  so  ist: 

a^riy  -f  b^^x  =  a^&^ 
die  Gleichung  der  Tangente,  und  wir  erhalten  zur  Bestimmung  von  ^,  rj 
die  beiden  Bedingungsgleichungen: 

aY  +  ^>V=ö'&^  (1) 

aV  +  ^V  =  a'2^',  (2) 

von  welchen  die  erste  ausdrückt,  dass  der  Punkt  ^,  1;  in  der  Ellipse 
liegen,  die  zweite,  dass  x\  y  ein  Punkt  der  Tangente  sein  soll.  Aus 
beiden  folgt  durch  successive  Elimination: 

_  a'(bH'  ±y'^/N)  _  b^a^y'T  ^yW) 

wo  Kürze  halber  ^=aV^  +  &'*^'* — ^^^^^  gesetzt  ist,  und  die  oberen 
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ieren  Zeichen  zusaramengehören.  Voraus^ 
b.  dass  der  Punkt  a;',  \J  ausserhalb  d 
der  doppelten  Zeichen  wegen,  durch  der 
ten  an  die  Ellipse  gezogen  werden.  Füi 
jn  gegen  die  Abscissenaxe  findet  man : 

^'^  =  _  ^v  ±  v^y  + 

=  0  reduciren  sich  obige  Werthe  i*  und 

sein  muss,    weil  in  diesem  Falle  der  ge 

Fig.  34  der  Ellipse  liei 

Berührangspur 

Zur   Con{ 

bedient  man  s 

geometrischen 

und  (2),  derer 

K.  eben  die  BerC 

Nun  ist  d 

Gl.  (1)  die   g 

w     jener  der  Gl. 

deren  Durchsc 

1  beiden  Axen  leicht  zu  construiren  sind 

,    für    1  = 


ür    j;  =  0  :  f  =  OD  = 


a" 


X 


zieht  man  sodann  durch  die  Punkte  D 
et  diese  die  Ellipse  in  den  gesuchten  Be 
ie  Gerade  6r6r',   welche   durch   die    beid 

geht,  heisst  Berührungssehne.    Ai 
Brth  von  OD  von  der  Ordinate  "RK  =  i 

ist,  folgt  der  Satz: 

'^enn  man  von  beliebigen  Punkte 
ie  Richtung  der  grossen  Axe  sei 
'angenten  an  die  Ellipse  zieht, 
tliche  Berührungssehnen  in  ein 
te  D  der  grossen  Axe. 
er  Punkt  D  und  die  Gerade  JVJV'  heisse 
Ziehung  auf  einander  Pol  und  Polare, 
uf  dieselbe  Weise  folgt  aus  dem  Ausdrui 
IE  der  Pol  ist  in  Bezug  auf  die  durch 
I  kleine  Axe  gezogene  Gerade  Q<^  als  F 
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umgekehrt  werden  kaun,    ist   von  selbst  einleuchtend;    zu  einer  Verall- 
gemeinerung desselben  werden  wir  später  [§.  219]  gelangen. 

210.  Zieht  man  (Fig.  33.  S.  356)  den  Halbmesser  OM  des  Berüh- 
rungspunktes M{^,  tj),  80  ist,  wenn  sein  Neigungswinkel  gegen  die  Axe 

der  X  mit  i//  bezeichnet  wird,  tg  i/j  =  ^  ,  welche  Gleichung  mit  Gl.  (5) 

s 
[§.  207]  verglichen  : 

tgxl)Agz  = 


n~2 


gibt,  woraus  folgt,  dass  das  Produkt  tgi/;tgT  eine  constantc  Grösse 
ist.  —  Ist  ^  =  OMT  der  Winkel,  unter  welchem  der  Halbmesser  des 
Berührungspunktes  die  Tangente  schneidet,  so  hat  man,  wegen  1  =  t  —  i//: 


tgA  = 


tgx  —  igip 


a'V 


—  _  ^1(^  ^  ^') 


h-) 


l  +  tgl/-^tgx:  ^;f(ö^ 

Wie  man  sieht,  wird  tg^  =  oo,  d.  i.  A  =  90^  nur  in  dem  Falle, 
wenn  entweder  £  oder  r^  Null  ist ;  die  Endpunkte  der  Axen  sind  daher 
die  einzigen  Punkte,  in  welchen  die  Tangente  auf  dem  zugehörigen 
Halbmesser  senkrecht  steht. 

211.  Es  seien  an  einen  Punkt  M  der  Ellipse  (Fig.  35)  die  Tan- 
gente, Normale  und  die  beiden  Leitstrahlen  gezogen.  Für  die  Abscisse 
ON  des  Durchschnittspunktes  N  der 
Normale  mit  der  Axe  der  x  findet  man, 
in  der  Gleichung  derselben,  [(6),  §.  207] 
^  =  0  setzend : 

Lässt  man  in  diesem  Ausdrucke  ^ 
von  0  bis  a  zunehmen,  so  wächst  x  = 

ON  von  0  bis  —  -<  e,  woraus  erhellt, 
a 

dass  die  grosse  Axe  von  der  Normale  immer  zwischen  den  Brennpunkten 

geschnitten  wird.  Nun  ist: 

a*  *        n  \  a  V        a 

rN=  or+ON=e  +  %  ^  =  ~  (a  +  -  §)  =  — , 

folglich :  FN  :  F'N  =  r  :  r  =  FM  :  F'M ; 

bringt  man  diese  Proportion  in  Verbindung  mit  dem  A  FMF',  so  folgt 

daraus  nach  einem  bekannten  Satze  der  Elementargeometrie,  dass  der 


FN- 
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1   beiden    Leitstrahlen    eines   Pankti 

durch   die  Normale   dieses  Punktes 
aus  ergeben  sich  sogleich  noch  folgende  Sätze; 
ie  Tangente  bildet  mit   den  beiden  I 
ührungspunktesgleiche  Winkel. 
)ie  Tangente  halbirt  den  von   einem 
f  und  der  Verlängerung  des  anderen 

FME. 
''erlängert  man  einen  Radiusvektor,  z.  B.  F 
Qgerung  ME  =  FM  =  dem  anderen  Leitstral 
lichschenkeliges  Dreieck  EMF,  dei 
F  durch  die  Tangente  im  Punkte  K  s 
en  und  halbirt  wird. 
Verbindet  man  den  Punkt  K  mit  dem  Mittelpu 
KO  die  EF  und  FF'  in  den  Punkten  K  und 
u  FE;  somit  KO :  EF s=  OF :  FF\  d.  i.  wegei 
a,  KO  =  a  \  ebenso  beweist  man,   dass  K*0  = 

auf  die   Tangente   gezogen   wird.    Daraus  fol 
lung  der  Fusspunkte   der   aus  den  Bi 
e   Tangente    gefällten    Perpendikel 
constant  und  der   halben  grossen  A: 
inderen  Worten :  dergeometrischeOrtde 

den  Brenhpunkten  auf  die  Tangent 
dikel  ist  der  umschriebene  Kreis, 
letzt  man  /_  FTK  =  t,  so  ist  FK=FT.  sin 
r'  =  (2e  +  FT)  siuT.   Nun   folgt   aus   der  G 

2  2 

0  :  OT  =  y ,  folglich  FT  =  y  —  e  und  I 
,  wegen  tgr'  =  tg(180'' —  r)  =  —  tgT : 

Vi   +  tgT'^         y«*!?*  +  &*!'' 

1/0*»;*  + ö*^«'  VoY +  «>*$*' 

s  Produkt  der  aus  den  beiden  Brenn 
mgente  gefällten  Perpendikel  ist  c 
adrate  der  halben  kleinen  Axe  glei( 
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Aus  dem  Satze  Nr.  3  folgt  ein  bequemes  Verfahren  zor  Construk- 
tion  der  Tangente: 

a)  Wenn  der  Berührungspunkt  M  gegeben  ist.  Man 
verlängere  (Fig.  35)  den  einen  Radiusvektor  F'M  des  Berührungspunktes 
um  das  Stack  ME^=  MF  und  beschreibe  aus  den  zwei  Punkten  E  und 
F  Kreisbogen,  welche  sich  in  einem  Punkte  L  der  Tangente  schneiden. 

b)  Durch  einen  ausserhalb  der  Ellipse  gegebenen 
Punkt  L  eine  Tangente  zu  ziehen.  Denkt  man  sich  (Fig.  35) 
die  Tangente  MLT  construirt,  so  bemerkt  man  sogleich,  dass  der  Be- 
rührungspunkt M  bekannt  wird ,  wenn 
sich  der  Punkt  E  finden  lässt,  indem  die 
EF  die  Ellipse  im  Punkte  21/  schneidet. 
Der  Punkt  E  ist  aber  durch  die  bekann- 
ten Entfernungen  EL  =  FL  und  EF'  = 
MF  +  MF'  =  2a  bestimmt.  Man  be- 
schreibe daher  (Fig.  36)  aus  einem  der 
Brennpunkte,  z.  B.  F  mit  dem  Halb- 
messer =  2a  einen  Kreisbogen  oo\  und 
aus  dem  gegebenen  Punkte  L  mit  dem 
Abstände  desselben  vom  anderen  Brennpunkte  als  Halbmesser  einen 
zweiten  Kreisbogen  nn\  welcher  den  ersteren  in  zwei  Punkten  E^  E' 
schneiden  wird;  verbindet  man  diese  Punkte  mit  F'  durch  Gerade,  so 
schneiden  diese  die  Ellipse  in  den  gesuchten  Berührungspunkten  M  und  M\ 


VON  DBN  DUKCUMESSERN  DER  ELLIPSE. 

812.  Ans  den  Untersuchungen  des  vorigen  Kapitels  ist  bekannt, 
dass  in  der  Ellipse,  als  einer  Curve  der  zweiten  Ordnung,  a)  für  jedes 
System  paralleler  Sehnen  ein  Durchmesser  existirt,  welcher  sie  sämmt- 
lich  halbirt ;  b)  dass  alle  Durchmesser  gerade  Linien  sind,  welche  durch 
den  Mittelpunkt  gehen ;  c)  dass  umgekehrt  jede  durch  den  Mittelpunkt 
gezogene  Gerade  ein  Durchmesser  ist,  welchem  ein  System  paralleler 
Chorden  entspricht,  das  von  ihm  halbirt  wird. 

Ist  die  Ellipse  mit  ihrem  Mittelpunkte  gegeben,  so  lässt  sich  der 
zu  einer  bestimmten  Sehnenrichtung  gehörige  Durchmesser  leicht  con- 
Btruiren.  Man  halbire  eine  der  gegebenen  Sehnen  und  ziehe  durch  den 
Halbirungspunkt  und  den  Mittelpunkt  eine  Gerade,  welche  der  gesuchte 
Durchmesser  ist. 

Sei  nun  <f  der  Neigungswinkel  einer  der  parallelen  Sehnen  giegen 
die  Axe  der  x^  so  ist  ^  =  a;  tg  (p  -(-  n  die  Gleichung  derselben,  welche 
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jleichung  der  Ellipse :  a^y^  +  ^^^^  =  ^^^^^  verbunden,  durch 
[)n  von  y  die  Gleichung: 

'^  {%(f  +  b^)  x^  +  2a^w  \%if,x  4-  a'[n^  —  6^)  =  0 
deren  Wurzeln  iCj ,  x^  die  Abscissen  der  Durchschnittspunkte 
3  und  der  Ellipse  sind.    Bezeichnet  man  daher  mit  a,    /?  die 
en  des  Halbirungspunktes  der  Sehne,  so  hat  man: 

=  ~     > .     -2    I    1.2 ;     /^  =  «  tg  (/)  -f  w  =     .         .,     -  ^ . 
«   tgr/)^4-6^  a^tg(jp^  +  6^ 

hung  des  zugehörigen  Durchmessers,  als  einer  durch  den  Ur- 
id  den  Punkt  a,  ß  gehenden  Geraden,  ist  y=  x,  d.  h.  wena 
a  und  ß  obige  Werthe  substituirt: 

/;  der  Neigungswinkel  dieses  Durchmessers  gegen  die  Axe  der 

ig  ilf  = „     —  ,  woraus : 

a^  tgcp 

tg(/^.tgl/'  =  --2  (2) 

as  Produkt  der  Tangenten  der  Winkel,  welche 
chmesser  und  das  zugehörige  Sehnensystem  mit 
ssen  Axe  einschliessen,  ist  somit  eine  constante 

und   = TT. 

der  Symmetrie  der  Gl.  (2)  in  Bezug  auf  die  Winkel  (p  und  i^' 
gleich,  dass,  wenn  man  einen  zweiten  Durchmesser  unter  dem 
'  gegen  die  grosse  Axe  zieht,  das  zu  diesem  gehörige  Sehnen- 
ese  Axe  unter  dem  Winkel  i/^  schneiden  werde. 
;  zwei  Durchmesser  haben  somit  die  Eigenschaft,  dass  jeder 
i  das  zu  dem  anderen  parallele  Sehnensystem  halbirt.  Zwei 
irchmesser  werden  conjugirte  Durchmesser  genannt, 
erkt  von  selbst,  wie  diese  Eigenschaft  benützt  werden  kann, 
lem  gegebenen  Durchmesser  den  conjugirten  zu  construiren. 
Gl.  (2)  drückt  offenbar  die  Bedingung  aus,  welcher  die  Nei- 
:el  (p  und  ilf  zweier  Durchmesser  gegen  die  grosse  Axe  Ge- 
en  müssen,  damit  dieselben  ein  System  conjugirter  Durchmesser 

ermöge  der  Gl.  (2)  das  Produkt  igq>  tgi/^  immer  negativ  ist, 
dass  von  den  beiden  Winkeln  (p  und  i// ,    welche  zwei  conju- 


Digitized  by  VjOOQIC 


363 

girte  Durchmesser  mit  der  grossen  Axe  einschliessen ,  der  eine  immer 
spitz,  der  andere  stumpf  ist  und  folglich  jeder  der  beiden  Durchmesser 
in  zwei  anderen  elliptischen  Quadranten  liegt.  Lassen  wir  q)  den  spitzen 
Winkel  bedeuten,  so  ist  i/'  -  q)  =:=z  u  der  von  der  kleinen  Axe  durch- 
schnittene Winkel  der  beiden  Durchmesser  und  man  hat: 
_    ^^_Jt.~  ^9    _  __  «'^  '«jT  +y  cotgf/) 

woraus  erhellt,  dass  dieser  Winkel  immer  stumpf  und  folglich  der  von 
der  grossen  Axe  durchschnittene  Nebenwinkel  immer  spitzig  ist.  Letz- 
terer wird  gewöhnlich  der  Conjugationswinkel  genannt. 

Sollen  die  beiden  Durchmesser  auf  einander  senkrecht  stehen,  so 
muss  tt  =  90^,  somit  tgw  =  qo  sein,  welchen  Werth  tgt*  vermöge 
des  obigen  Ausdruckes  nur  für  qp  =  0  oder  cp  =  90^  erhält,  da  in  der 
Ellipse  a^  —  b^  von  0  verschieden  ist.  Die  Axen  der  Ellipse  bilden 
daher  das  einzige  System  rechtwinkeliger  conjugirter  Durchmesser  (Haupt- 
durchmesser). Für  den  Kreis  folgt  jedoch  aus  obiger  Gleichung,  wegen 
a  =  b,  für  jeden  Werth  von  y,  u  ==  90^  Fig.  37. 

daher  im  Kreise  jedes  System  conjugirter  f 

Durchmesser  ein  rechtwinkeliges  ist. 

213.  Verbindet  man  die  Endpunkte 
eines  Durchmessers  BD'  (Fig.  37)  mit 
einem  beliebigen  Punkte  M  der  Ellipse, 
so  heissen  die  so  entstehenden  Sehnen 
MD  und  MD'  Supplementarsehnen. 
Bezeichnet  man  mit  x\  y  die  Coordinaten  des  Punktes  ili,  mit  x\  y' 
jene  des  Punktes  J>,  so  sind  —  x\  —  y''  jene  von  D\  und  man  hat 
als  Gleichungen  der  beiden  Sehnen  MD  und  MD' \ 

y  —  y"  (         r.  ^     y  +  y" ,        »^ 

y"y=  -^-z:-^ (^ - ^ );  y-y=^ 4. v (^ - ^ )• 

Sind  nun  if  und  \l^  die  Winkel  derselben  mit  der  als  Abscissenaxe 
angenommenen  grossen  Axe,  $o  folgt  aus  diesen  Gleichungen: 

y^'  -  y"^' 

tg(/>.tgr/'  =  -,^--  ^,,,. 

Da  aber  die  Punkte  />,  7)'  und  M  auf  der  Ellipse  liegen,  so  hat 
man  a V^  +  ft V^  =  a'b'\  aY'  +  ^V*»  =  a^b\  woraus  durch  Sub- 
traktion a^(y^  -  y"')  +  b^'ix"^  —  x"^)  =  0  folgt,  womit  die  obige 
Gleichung  sich  in  folgende  verwandelt: 


Digitized  by  VjOOQIC 


^ 


Das   Produkt   tg<p  .t^ip   ist   also,    wie   man    sieht,    constant,  und 
bloss  von  der  Lage  des  Punktes  M  gegen  den  Durchmesser  DD\ 
TU  auch  von  der  Richtung  des  letzteren  unabhängig.  Hieraus  folgt 
»atz : 

1)  Zieht  mau  durch  die  Endpunkte  eines  beliebigen 
chmessers  Parallele  zu  einem  Paare  Supplementar- 
len,  so  schneiden  sich  dieselben  in  einem  Punkte 
Ellipse  und  bilden  demnach  ebenfalls  einPaarSnp- 
len  tarsehnen. 

A.US  der  üebereinstimmung  obiger  Gl.  (m)  mit  Gl.  (2)  im  vorigen 
raphe  folgt  ferner: 

i)  Zwei  Durchmesser,  welche  zu  zwei  Supplementär- 
en parallel  gezogen  werden,  sind  conjugirt. 
iuch  dieser  Satz  bietet  ein  Mittel  dar,  zu  einem  gegebenen  Durchmes- 
D'  den  conjugirten  zu  construiren.  Durch  den  Endpunkt  eines  beliebi- 
ideren  Durchmessers  z.  B.  AÄ'  (Fig.  37)  ziehe  man  die  Sehne  Ä'N 
parallel  mit  DD\  verbinde  N  mit  Ä^  und 
ziehe  EE^  parallel  zu  AN,  so  ist  EE^  der 
gesuchte,  zu  DD'  conjugirte  Durchmesser. 
Suchen  wir  noch  den  von  zwei  Sup- 
plementarsehnen  Al^,  AN  (Fig.  38)  ein- 
geschlossenen Winkel  ANA  zu  bestimmen, 
wobei  wir  dieselben  über  der  grossen  Axe 
construirt  annehmen.  Sind  x,  y  die  Goor- 
dinaten  des  Punktes  N^  so  hat  man: 


igNAX=-~^L., 
a  —  X 


tgNA'X  = 


wegen  ANA'  =  NAX  —  NÄX\ 


a  -\'  x' 


2a&2 


a*  —  a;"  —  y^  {a^    -^^)y' 

man  für  x^  den  aus  der  Gl.  der  Curve  folgenden  Werth  sub- 
t.  Mit  Rücksicht  auf  den  in  Rede  stehenden  Winkel  kann  y  po- 
mgenommen  werden;  es  ist  somit  tg -4iVL<4.' wesentlich  negativ,  und 
der  von  zwei  über  der  grossen  Axe  construirten  Supplementar- 
i  eingeschlossene  Winkel  immer  stumpf.  Er  erreicht  seinen  gröss- 
/^ertb  für  y  =  b,  wenn  die  beiden  Sehnen  im  Endpunkte  der 
1  Axe  zusammenlaufen,  und  man  hat  für  dieses  Maximum: 


tgABA'  = 


2ab 


(2) 
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im  y  wird  der  Winkel  ANA  immer  klei 
[iten  Winkel  zur  Grenze, 
ndet  man  für  den  von  zwei  über  der  l 
mentarsehnen  gebildeten  Winkel  BNB' , 

ist  somit  immer  spitzig  und  erreicht  füi 
1  BAB\  för  welchen 

2aZ) 


tg^^^  = 


a^  —  h^ 

hmendem  x  wird  /_   BNB'  immer  gros 
liten  Winkel  zur  Grenze. 
i  hiemit  die  obigen  beiden  Sätze  in  Vei 
em  Schlüsse,    dass   der  Winkel,    w 
irsehnen  oder  zwei  conjugirte  I 
r   bilden,    nicht   grösser  als  AI 
BAB'  werden  kann, 
gn.  (1)  und  (3)  erhellt  übrigens,  dass  üb 
jedem  Durchmesser   zwei  Paare  Sup 
;n  können,   welche  gleiche  Winköl  einsc 
mmcr   zwei  Systeme    conjugirter  Durch» 
)nswinkel ,   mit  Ausnahme  des  Systems 
er  oder  Axen. 

gabel.  Es  ist  eine  Ellipse  gegel 
onjugirter  Durchmesser  constri 
inem  gegebenen  Winkel  y  schnei 
zwei  parallele  Sehnen  und  durch  de 
rchmesser  KK',  durch  Halbirung  dessel 
Mittelpunkt  0.  lieber  KK'  als  Sehne 
dass  der  eine  über  KK'  ste-  B 

n  KBK*  den  gegebenen  Win- 
heriewinkel  enthalte.    Verbin- 
en Durchschnittspunkt  B  die-  ^i 
)    und    der    Ellipse    mit    den  ö/ 
i   K' ,    und   zieht    durch   den  "\ 
parallel  zu  BK  und  BIC  die 
D'  und  Et!,  so  sind  dies  die 
imesser. 
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er  Kreis  schneidet  die  Ellipse  noch  in  einem  zweiten  Punkte  -B', 
ist  bekanntlich  KB'K"  =  180''  —  y;  zieht  man  daher  KB^  und 
iid  damit  parallel  die  Durchmesser  FF"  und  GG\  so  bilden  diese 
r  das  zweite  System  conjugirter  Durchmesser,  welche  sich  eben- 
iter  dem  Winkel  y  schneiden. 

iemit  ist  also  zugleich  die  Aufgabe  gelöst,  zu  einem  gegebenen 
e  conjugirter  Durchmesser  das  zweite  von  gleichem  Conjugations- 
zu  construiren. 

ufgabe2.  Esist  eine  Ellipse  gegeben;  man  soll  die 
derselben  construiren. 

lese  Aufgabe  ist  nur  ein  specieller  Fall  der  vorhergehenden,  far 
y.  Der  Kreis  ist,  wie  leicht  einzusehen,  aus  dem  Mittelpunkte 
iipse  über  einem  beliebigen  Durchmesser  derselben  zu  beschrei- 
id  sonst  wie  oben  zu  verfahren. 

[6.    Zieht  man  an  einem  beliebigen  Punkte  Jf(a?,  y)  der  Ellipse 
Dgente  TT ,  (Fig.  40)  und  den  Durchmesser  MN ,    so  hat  man 
Fig.  40.  für  den  Neigungswinkel  r  der  Tangente 

gegen   die   als   Abscissenaxe   angenom- 
mene grosse  Axe: 


tgT  = 


^.^  [Gl.  (6)  §.  207] 


und ,    wenn    y  der  Neigungswinkel  des 
Durchmessers  gegen  die  grosse  Axe  ist, 

y 

tg  cp  =  — ;  folglich,    wenn   beide  Glei- 
te 


1  multiplicirt  werden : 

tg(p  .  tgT  = 


^ 
a^ 


mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2),  §.  212  folgt,  dass  die  Tangente 
le  m  beliebigen  Punkte  der  Ellipse  parallel  liegt 
nem  Durchmesser,  welcher  dem  durch  den  Berüh- 
punkt  gezogenen  conjugirt  ist. 

i  hiernach  die  an  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  gezo- 
Tangenten  parallel  sind,  so  bilden  die  vier  an  den  End- 
en zweier  conjugirter  Durchmesser  MN  und  PQ 
ruirten  Tangenten  ein  Parallelogramm  SS'TT. 
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DIE  ELLIPSE  BEZOGEN  AOF  EIN  SYSTEM  CONJUGIRTER  DURCHMESSER. 

216.    Wir   haben   bisher  die  Gleichung  der  Ellipse  in  der  Form: 
ay  +  b^x^  =  a'b^  (1) 

angewendet,  welche  Form  bekanntlich  davon  herrührt,  dass  der  Coor- 
dinatenanfang  Mittelpunkt  der  Curve  ist,  wodurch  die  Abwesenheit  der 
linearen  Glieder  bedingt  wird,  und  jede  der  Coordinatenaxen  die  zur 
anderen  parallelen  Sehnen  halbirt,  in  Folge  dessen  das  Glied  mit  dem 
Produkte  xy  fehlen  muss.  Hieraus  folgt  aber,  dass  die  Gleichung  der 
Curve  obige  Form  nicht  verändern  wird,  wenn  man  mit  Beibehaltung 
des  Mittelpunktes  als  Ursprung,  irgend 
ein  System  conjugirter  Durchmesser  als 
Coordinatenaxen  wählt. 

Sei  nun  (Fig.  41)  OX,  OF  ein  Sy- 
stem conjugirter  Durchmesser  als  Coor- 
dinatensystem  angenommen ;  a,  a'  die  Win- 
kel, welche  die  neuen  Axen  OX,  OY  mit 

der  grossen  Axe  bilden,  so  haben  wir  zum  j — ^^ jc 

Behufe   der  Transformation  in  (1)  xcosa  -\-  ycosa'  statt  "a?,  a;'sina'+ 

ysina'  statt  y  zu  schreiben  [Gl;  (4),  §.  164.],   und  erhalten  dadurch: 

(a^  sina'^  +  ^^  cosa'^j  y^  +  (a*  sina^  +  b^  cosa*)  x^  + 

+  2(a^  sin«  sin«  +  b^  cos«  cos«)  xy  =  a^b^. 

Es  ist  aber  der  Coefficient  von  xy: 

/  b^\ 

a^sinasina  +  6'^ cos a cos a'  =  a* cos a cos a'  1  tga  tga'  -| — g-l  =  0, 

vermöge  der  zwischen  den  Winkeln  a,  a'  bestehenden  Relation: 

tgatga'=  — — , 

[Gl.  (2),  §.  212],  wodurch  sich  obige  Gleichung  in  folgende  verwandelt: 
(a^sinc/«  +  6^  cosa^)^«  4.  (««  sina»  +  &^  cosa«)^^  =  a«ft2     (2) 
Setzt  man  noch: 


a*  sin  a^  +  b^^  cos  0* 


w* 


a^  sin«'*  +  ft^cosa'^ 


so  erhält  man: 


m^y'^  +  n^x^  =  mV 


(3) 


(4) 


als  Gleichung  der  Ellipse,  bezogen  auf  ein  System  con- 
jugirter Durchmesser. 
Aus  dieser  Gleichung  folgt: 
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för     y  =  0  :     x^  =  OJ)^ 

für     x=0  :     y^  =  OE^  : 
es  sind  also   m    und   n    die  Hälften    der 
welche  die  Ellipse  bezogen  ist. 

217.  Zwischen  den  sechs  Stücken  a,  6,  w,  n,  er,  a'  bestehen  nach 
Obigem  die  drei  Gleichungen : 

a^sina^ +'&^cosa"^~"'"    '^^'         a«  sina'^  +  &^  cosä'^  "  ^      ^^^^ 

a^  sina  sin«  +  &^  cosa  cosa'  =  0,  (3) 

deren  letzte  mit 

tgatga'  =  -^         -  (3') 

identisch  ist. 

1)  Durch  Multiplikation  von  (1)  und  (2)  erhält  man: 
a*6*  =  m^n^ [a^b^  sin a^  cosa^  +  a*  sin a*  sin a^  +  b^  cos a*  cosa  *  + 

+  aV  sina^  cosa'*], 
und  wenn  man  (3)  zum  Quadrate  erhebt: 

a^  sin  a*  sin  a  *  +  ^  cös  a^  cos'a'*  =  —  2a'^b^  sin  a  sin  a'  cos  a  cos  a  , 
womit  die  vorhergehende  Gleichung  Obergeht  in: 

aV  =  w*w^(sin  a  cosa  —  cosa'  sina)*  =  we*w*  sin(a'  —  a)*, 
woraus 

a&  =  ww  sin  {a  —  a)  (4) 

folgt. 

Zieht  man  (Fig.  41)  ED  und  EIX,  ferner  J^F  senkrecht  auf  DD\ 
so  ist  im  A  EFO  :  FF  =  n  sin  (a  —  a),  somit : 

A  J^FD'  =  mn  sin (a'  —  a)  =  ab; 
anderseits   drückt    ab   offenbar   den    Flächeninhalt   des   Dreieckes   aus, 
dessen  Grundlinie    die   grosse  Axe  =  ÄA'  =  2a   und  Höhe   die   halbe 
kleine  Axe  =  b  ist ;  die  Gl.  (4)  spricht  daher  folgenden  Satz  aus : 

Das    Parallelogramm,    welches   entsteht,   wenn   man 
dieEndpunkte  zweier  conj  ugirter  Durchmesser  verbin- 
det,   ist   dem    Rhombus   gleich,    dessen   Ecken    die   End 
punkte  der  beiden  Axen  sind. 

Zieht  man  ferner  an  den  Endpunkten  der  beiden  conjugirtet 
Durchmesser  DJ/,  EE'  die  Tangenten,  so  ist  der  Flächeninhalt  des  von 
denselben  eingeschlossenen  Parallelogrammes  GHIK  offenbar  dem  dop- 
pelten Flächeninhalte  des  Parallelogrammes  DED'E'  gleich,  somit: 
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GHIK  =  2ED'E'D  =  Amn  sin(a  —  a)  =  4ah, 
woraus  sich  noch  folgender  Satz  ergibt : 

Die  Fläche  des  Parallelogrammes,  welches  von  den 
vier  an  den  Endpunkten  zweier  conjugirten  Durchmes- 
ser gezogenen  Tangenten  gebildet  wird,  ist  eine  con- 
staute  Grösse  und  dem  Rechtecke  aus  den  beiden  Axen 
gleich. 

2)  Nach  bekannten  goniometrischen  Formeln  findet  man  aus  (3'): 


b^  3  a*tgö'* 


sina^  =  -n — : — 1 75-1     cosa^  = 


5*  +  a*tga'^'  6*  +  a*tga 

cos  a  ^  — 


2   ' 


v2 


6*  +  a^  tg  «^  '  &*  +  a*  tg  «2  ' 

welche  Werthe,  in  (1)  und  (2)  substituirt: 

2      a*  sina'*  +  ^*  cosa  ^  ^      a*  sina^  +  ^*  cos«*         .   . 

a^sma*  +  ^  cosa*         ^  '  a^  sm a'^  +  ^    ^s a*        ^  ^ 

geben.  Durch  Addition  von  (1)  und  (6)  oder  (2)  und  (5)  erhält  man: 

j         g a*  sin  a*  +  a^b^  +  b^  cos  a* a*  sin  a^  +  ^*^*  +  ^*  cosa'* 

a^sina^  +  ^^  cosa^  a^sina'*  +  6*  cosa^      ' 

woraus,  wenn  die  Division  verrichtet  wird, 

w*  +  n«  =  o«  +  2»*  (7) 

folgt.  DieSumme  derQuadrate  zweier  conjugirter  Durch- 
messer ist  daher  eine  constante  Grösse  und  der  Summe 
der  Quadrate  der  Axen  gleich. 

Wir  bemerken  noch,  dass,  wenn  von  den  6  Grössen  a,  b,  m,  n^  a, 
d  drei  gegeben  sind,  die  anderen  drei  mittelst  der  Gleichungen  (1),  (2), 
(3)  oder  (3')  gefunden  werden  können,  von  welchen  flbrigens  die  beiden 
ersteren  auch  durch  die  Gleichungen  (4)  und  (7)  vertreten  werden 
können.  Hieher  gehören  z.  B.  folgende  Aufgaben:  1)  Zwei  conjugirte 
Durchmesser  und  der  Conjugationswinkel  sind  gegeben,  die  Axen  zu 
berechnen.  2)  Die  Axen  sind  gegeben;  man  sucht  ein  System  conju- 
girter Durchmesser,  welche  einen  gegebenen  Winkel  d  —  a  einschliessen. 

218.  Unter  den  unzähligen  Systemen  conjugirter  Durchmesser  der 
Ellipse  ist  noch  dasjenige  bemerkenswerth ,  dessen  Durchmesser  den 
die  Endpunkte  der  beiden  Axen  verbindenden  Sehnen  parallel  sind, 
und,  wie  aus  der  Symmetrie  der  Ellipse  in  Bezug  auf  ihre  Hauptaxen 
sogleich  erhellt,  gleiche  Längen  haben.  Bezieht  man  die  Ellipse 
auf  dieses  System  conjugirter  Durchmesser,  so  wird  ihre  Gleichung 
(wegen  m  =  w  in  Gl.  (4)  §.  216): 

Herr  ,  H6h.  Kathemfttik,  1.  3.  Aufl.  24 
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+  y*  =  ««*. 


und  hat,  wie  man  sieht,  mit  der  auf  rechtwinke 
Mittel punktsgleichung  des  Kreises  gleiche  Form, 
dieser  Form,  bezogen  auf  ein  schief  winkeliges 
die  Gleichung  einer  auf  das  System  der  gleiche 
messer  bezogenen  Ellipse.  Bezeichnen,  wie  oben,  c 
der  zwei  gleichen  Durchmesser  gegen  die  Abscissei 

b  ,  b 


tg«  = 


tg«  = 


und   vermöge    der  Gl.  (7):    m^ 


2  («"  +  &•-•) 


i- 


r 


*>•; 


?;. 


I,N< 


219.  Aus  der  vollkommenen  Uebereinstimmung 
die  Gl.  der  Ellipse  annimmt,  wenn  dieselbe  auf  di« 
beliebiges  System  conjugirter  Durchmesser  bezogei 
alle  bisher  entwickelten  Eigenschaften  dieser  Cur 
Richtung  der  Durchmesser  unabhängig 
stehen,  wenn  dieselbe  auf  ein  System  conjugirt 
zogen  wird.  So  namentlich  die  Gleichungen  dei 
Formeln  und  Construktionen  des  §.  209  über  die 
ausserhalb  der  Ellipse  gegebenen  Punkte  eine  Tar 
zu  ziehen. 

Was  insbesondere  die  Ergebnisse  des  letztge 
anbelangt,  so  können  wir  jetzt,  wenn  wir  bedenke 
der  Ebene  der  Ellipse  gegebenen  Geraden  ein  pa 
gezogen  werden  kann,  und  die  dort  entwickelter 
ändern,  wenn  statt  der  Axen  irgend  ein  Systen 
messer  als  Coordinatensystem  angenommen  wird  (ni 
verständlich  unter  a  und  b  die  Hälften  dieser  con 
zu  verstehen  sind),  folgenden  Satz  aussprechen : 

Wenn  von  beliebigen  Punkten  irge 
Ebene  der  Ellipse  gezogenen  Geraden  ( 
ten  an  die  Ellipse  gezogen  werden,  so 
sämmtliche  Gerade,  welche  die  zu  je  zwe 
Punkte  ausgehenden  Tangenten  gehörig 
punkte  verbinden,  in  einem  Punkte  (Pc 
jenem  Durchmesser  liegt,  der  zu  dem  de 
raden  parallelen  Durchmesser  conjugir 

Und  umgekehrt: 


I 


Digitized  by  VjOOQIC 


iirch  irgend  einen  in  der  Ebene  der 
gegebenen  Punkt  (Pol)  Sehnen  oder  Sekanten 
je  zwei  Punkten,  in  denen  die  Ellipse  von  jedi 
oder  Sekante  geschnitten  wird,  die  Tangenten,  e 
dieDurchschnittspunkte  je  zweier  zusammenge 
Tangenten  auf  einer  zu  jenem  Durchmesser  pa 
Geraden  (Polare)^  welcher  dem  durch  den  ge 
Punkte  gezogenen  conjugirt  ist. 


II.  Die  Hyperbel. 

220.  Die  Gleichung  der  Hyperbel,  auf  ihren  Mittelpunkt 
Hauptdurchmesser  bezogen,  ist: 

ahf  —  &V=  —  a2ft^ 
wo  2a  die  erste  oder  reelle,  2h  die  zweite  oder  imaginäre  A^ 
net,  und  ersterc  als  Abscissenaxe  angenommen  ist. 

För  a  =b  verwandelt  sich  obige  Gleichung  in  p^  —  x'^ 
and  die  Hyperbel  heisst  in  diesem  Falle  eine  gleichseitige; 
anter  den  Hyperbeln  das,  was  der  Kreis  unter  den  Ellipsen. 

Bezeichnet  man  die  lineare  Excentricität,  d.  i.  de 
der  Brennpunkte  vom  Mittelpunkte  mit  <?,  die  numerische 
cität  mit  £,  so  ist  bekanntlich  [§.  204]  : 

2  2      I      12  ^  Va^  +  fc^  1.2  2  ^  2 

ß^  =  a^  -4-  &%     e  =     = ,     b^  =  e^  —  a^  =  a^ 

a  a 

and  man  hat  für  die  Leitstrahlen  FM=r,  F^M=r  (Fig.  2\ 

eines  beliebigen  Hyperbelpunktes  üf,  dessen  vom  Mittelpunkt 

Abscisse  CP  =  x  ist,  die  Ausdrucke : 

6  € 

r  =  —  X  —  a,     r  =  —X  +  a, 
a  a 

deren  Differenz    constant   und   gleich    ist   der   ersten    Axe    2 

Auf  diese  Eigenschaft  gründet  sich  eine  einfache  Construktio 

perbel  durch  Punkte,  bei  welcher  zu  verweilen  nicht  nöthig 

Die  Gl.  (1)  in  der  Form: 

{x  —  a){x  -\-  a)       a^ 
ichrieben,  spricht  den  Satz  aus,  dass  das  Quadrat  der  0 
demRechtecke  aus  denAbständen  ihresFuss 
n  beiden  Scheiteln  derHyperbel  in  einem  con 
»rhältnisse  =h^  .  a^  stehe. 

2A 
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irt  man  über  der  ersten  Axe  der  Hyperbel  (l)  eine  gleich- 
bel,  und  bezeichnet  mit  y,  y  die  zu  derselben  Abscisse  x 
dinaten  beider  Curven,  so  hat  man: 

h 

a 


=  ±-^/x^  -~a\     y=±^x^ 


=  b  :  a\  der  in  dieser  Proportion  ausgesprochene  Satz 
ler  vorhergehende,  den  beiden  [§.  205]  für  die  Ellipse  be- 
tlog; er  kann  jedoch  zur  Construktion  der  Hyperbel  nicht 
len,  da  eine  gleichseitige  Hyperbel  nicht  leichter  als  irgend 
zu  construiren  ist. 

r  Yergleichung  der  Mittelpunktsgleichungen  der  Hyperbel 
pse  geht  vorher,  dass  diese  in  jene  fibergeht,  wenn  man 
)^,  oder  feV —  1  statt  b  schreibt.  Aus  diesem  Grunde 
aus  der  Gleichung  der  Ellipse  abgeleiteten  Gleichuugen 
durch  Aenderung  des  Zeichens  von  b'^  unmittelbar  in  die 
en  auf  die  Hyperbel  sich  beziehenden  umgewandelt  werden, 
ser  Aehnlichkeit  besitzen  beide  Curven  auch  analöge  Eigen- 
imentlich  ist  die  Ableitung  derselben  häufig  so  fiberein- 
ass  wir  im  Folgenden  in  solchen  Fällen  bloss  die  Resal- 
1,  und  behufs  der  Ableitung  auf  die  entsprechenden  vor- 
Paragraphen verweisen  werden. 

VON  DER  TANGENTE  AN  DER  HYPERBEL. 

erbinden  wir  die  Gleichung  der  Hyperbel :  a^y^  —  b^x^  = 
jener  einer  beliebigen  Geraden: 

y  =  mx  +  n,  (1) 

wir  durch  Elimination  von  y  die  Gleichung: 
'■  {a^m^  —  b^)  +  2a^mnx  +  a\b^  +  n^)  =  0,  (a) 

•t  die  Abscissen  der  Durchschnittspunkte  liefert  und  au- 
lie  Hyperbel  von  der  Geraden  in  zwei  Punkten  geschnitten 

all  ausgenommen,  wenn  a^m^  —  b^  =  0,  d.  i.  m  =  -h  - 

a 

;hem  Falle   die  Gerade  die  Hyperbel  nur  in  einem  Punkte 

eil  dann  (a)  auf  den  V^^  Grad  herabsinkt.   Schliessen  wir 

ju  besonderen  Fall    aus,    so   erhalten    wir   durch  Auflösung 

Abscissen  der  Durchschnittspunkte: 

_  —  ajamn  ±  b  "J/ft^  +  n^  —  aW}  (^. 

X  — — .  \p  ) 

a^wr  —  b^ 
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Damit  die  Sekante  zar  Tangente  werde,  mflssen  die  beiden 
Durchschnittspunkte  in  einen  einzigen  zusammenfallen ;  es  muss  demnach 
in  diesem  Ausdrucke  die  Wurzelgrösse  verschwinden,  wodurch  wir  als 
Bedingungsgleichung  für  die  Berührung: 

a^rn^  _  2,2  _  ^«  ^  q  (2) 

erhalten.     Dem    bei  der  Ellipse  betretenen  Wege  folgend ,   finden  wir : 
j. a*twn  b^n 

als  Coordiuaten  des  BerQhrungspunktes,  und: 

y-'?=S(^-^).  (3) 

a  Jj 

oder 

a^riy  —  b^^x  =  -'a^b\  (4) 

als  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  £,  tj.  Bezeichnen  wir  mit 
T  den  Winkel,  welchen  die  Tangente  am  Punkte  $,  i;  der  Hyperbel 
mit  der  Abscissenaxe  einschliesst,  so  ist: 

Als  Gleichung  der  Normale  im  Punkte  ^,  tj  der  Hyperbel 
hat  man  nun: 

Ferner  findet  man  (Fig.  42,  S.  374): 

PT  =  Subtangente  =  —  -^^  =  —  ^ — ^ — , 


PN  =  Subnormale  = 


&2^ 


a 


2  ' 


MT=    Tangente    =  :^Vay  +  b^^\ 

MN=    Normale     =  ^VaY  +  ^^- 

Wie  man  sieht,  ist  auch  in  der  Hyperbel,  wie  in  der  Ellipse,  die 
Subtangente  von  i;  und  b  unabhängig;  beschreibt  man  daher  über  der- 
selben ersten  Axe  eine  Reihe  von  Hyperbeln,  und  zieht  an  dieselben 
in  Punkten,  denen  derselbe  Werth  der  Abscisse  £  entspricht,  Tangenten, 
so  schneiden  sich  diese  in  einem  und  demselben  Punkte  der  ersten  Axe. 

Die  Subnormale  erhält  für  ^  =  o,  d.  i.  im  Scheitel  der  Hyperbel 

ihren   kleinsten  Werth  —  =  dem  halben  Parameter,   und  wächst  mit 
a 
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zunehmendem  ^  bis  ins  Unendliche.     Während  also  in  der 
Werth    der  Subnormale   immer  zwischen  den  Grenzen  0  uni 
schlössen   ist,   liegt   derselbe   in   der   Hyperbel   zwischen    ( 
Ip  und  00 . 

222.  Der  Ausdruck  (5)  für  tgr  verdient  noch  eine  n 
terung.  In  der  Ellipse  kann  die  Tangente  alle  mögliche: 
gegen   die  Axe   der   x  annehmen;    dies  ist  bei  der  Hyperb 

Fall.    Denn  e 
^'8-  ^-  mit  Hilfe    de 

der  Curve  rj 

erhält  man: 

h 


tgT  =  ± 


a 


Es  ist 
der  (numeris" 
mögliche  Wer 
welchen  tg  t 
somit  T  =  dO 
in   den   Scheiteln   steht   die   Tangente   senkrecht  auf  der 

Lässt  man  nun  ^  grösser  und   grösser  werden,   so  wird,   < 

während  abnimmt ,  tg  r  immer  kleiner  und  hat  für  ^  =  oc 

±_      zur  Grenze,  unter  welche  sie  nicht  herabsinken  kann. 
a 

Errichtet  man  daher  im  Scheitel  Ä  (Fig.  42)  eine  Sei 

macht  ÄH  =  —  AH'  =  h ,   zieht   durch   den  Mittelpunkt 

Punkte  H  und  W  die  Geraden  YV\  WW  so  ist: 

tgFOX=  +  -,     tgTrOX  =  -^, 
a  a 

woraus   in  Verbindung   mit   dem   oben  Gesagten    hervorgefa 

Tangente  an  der  Hyperbel  mit  der  ;c- Axe  keinen  kleiner 

Winkel   als  FOX,    keinen   grösseren   stumpfen  als   WOX 

Setzt  man  ferner  in  Gl,  (4)  der  Tangente  y  =  0,  so 

a2 


x  =  OT  = 


hieraus  folgt,  dass  der  Durchschnittspunkt  der  Tangente  m 
immer  zwischen  dem  Mittelpunkte  und  einem  der  beiden  £ 
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und  ersterem  um  so  näher  kommt,  je  grösser  §   v^ird;   rückt   nun  der 
Berährungspunkt  in  unendliche  Entfernung,  d.  i.  wird  §  =  oo  ^  so   hat 

man  gleichzeitig:    tgT=  +  -,    OT  =  0,    Je   weiter  sich   daher  der 

a 

Berührungspunkt  entfernt,   desto   mehr   nähert   sich   die  Tangente  MT 

einer  der  beiden  Geraden   VV\  WW\  deren  Gleichung: 

y=  ±-30 
öt . 

ist,  und  fällt  för  £  ==  oo  mit  einer  derselben  zusammen. 

t  Bezeichnet  man  mit  y  und  y   die  zu   derselben  Abscisse  OP  =  x 

!        gehörigen  Ordinaten  der  Hyperbel  und  der  Geraden  YV,  so  ist: 

\       durch  Subtraktion  dieser  Gleichungen  erhält  man: 

[y'  -  y)  W  +  y)  =  ^^' 

Das  Produkt  [y  —  y)  [y  +  y)  ==  MQ  .  M!Q  ist  demnach  eine  con- 
i.  staute  Grösse  und  es  folgt  hieraus,  dass^  wenn  x,  und  somit  auch  y 
\  und  y'  grösser  und  grösser  werden,  die  Differenz  y  —  y  =  MQ  fort- 
[  wfthrend^  abnehmen  und  unendlich  klein  werden  muss,  wenn  x  unendlich 
I  gross  wird.  Die  Hyperbel  nähert  sich  daher  immer  mehr  und  mehr  den 
I  Geraden  7F',  WW\  ohne  jemals  mit  ihnen  völlig  zusammenfallen. 
'  Man  nennt  eine  gerade  oder  krumme  Linie,   an   welche   sich  ein 

\.       unendlicher  Gurvenast  immer  mehr  und  mehr  anschmiegt,   ohne  jedoch 

imit  ihr  je  zusammenzufallen,  eine  Asymptote  der  Curve.  Die  Hy- 
.  perbel  besitzt  daher  zwei  geradlinige  Asymptoten,  welche 
I       sich  im  Mittelpunkte  schneiden,  und  deren  Gleichungen: 

sind. 

Es  ergibt  sich  nun  auch  leicht  die  geometrische  Bedeutung  des 
im  Eingange  des  §.  221  erwähnten  besonderen  Falles,  dass  eine  Ge- 
rade y  =zmx  -\'  n  eine  Hyperbel  nur  in  einem  Punkte  schneidet,  wenn 

=  ±.      Jst ;  die  Gerade  ist  nämlich   dann   einer  Asymptote  parallel. 
a 

jraus  folgt   zugleich,    dass  es  unmöglich  ist,   in   einer  Hyperbel  eine 

einer  Asymptote  parallele  Sehne  zu  ziehen. 

Für  die  Durchschnittspunkte  einer  durch  den  Mittelpunkt  gehenden 

iraden  y  =  mx  mit  der  Hyperbel  findet  man,  (in  (a)  n  =  0  setzend:) 
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ab  .  abm 

woraus  folgt,   dass  ein  Durchschnitt  stattfindet  oder  nicht,  je  nachdem 

m  numerisch  kleiner  oder  grösser  ist  als  -,  d.  h.  je  nachdem  die  Ge- 

a 

rade  zwischen  einer  Asymptote  und   der   ersten,   oder    beziehungsweise 

zweiten  Axe  der  Hyperbel  liegt. 

223r  Die  Aufgabe,  von  einem  ausserhalb  der  Hyperbel  liegenden 
Punkte  x\  t/  eine  Tangente  an  dieselbe  zu  ziehen,  wird  auf  dieselbe 
Weise  zur  Lösung  gebracht,  wie  bei  der  Ellipse  [§.  209.].  In  sämmt- 
lichen  dort  entwickelten  Formeln  hat  man  nur  das  Zeichen  von  b*  zu 
verändern,  um  sie  für  die  Hyperbel  umzugestalten,  und  die  daraus  ge- 
zogenenen  Folgerungen  und  Sätze  gelten  unverändert  auch  für  diese 
Curve. 

224.  Da  der  Durchschnittspunkt  T  einer  Tangente  MT  (Fig.  43) 

mit  der  ersten  Axe  immer  zwischen  den  Scheiteln,  folglich  um  so  mehr 

a^ 
zwischen  den  Brennpunkten  liegt,   und  OT  =^  -^  ist  [§.  222] ,   so  hat 

man,  wenn  r  =  FM,  r  =  F'M  die  Leitstrahlen  des  Berührungspunktes 
M  sind: 

•=«-f=f  (!-")■=?■ 

woraus : 

FT  :  F'T  =^r  \r' 
folgt.   Diese  Proportion,   auf  das  Dreieck  JF'i^^/  bezogen,   spricht   den 
ans:   die  Tangente  halbirt  den  von  den  Leitstrahlen 
Fig.  43.  des    Berührungspunk- 

tes   eingeschlossenen 
Winkel. 

Dieses  stimmt  voll- 
kommen mit  der  analogen 
Eigenschaft  der  Ellipse 
überein,  daher  auch  alle 
dort  [§.  211]  gezogenen 
Folgerungen,  so  wie  die 
daraus  abgeleiteten  Constructionen  unmittelbar  auf  die  Hyperbel  über- 
tragen werden  können.  In  Bezug  auf  letztere,  welche  in  Fig.  43  ausgeführt 


FT 
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sind,  entstehen  aus  dem  Umstände,  dass  in  der  Hyperbel  die  Tangente 
zwischeifden  beiden  Leitstrahlen,  in  der  Ellipse  ausserhalb  der- 
selben liegt,  ganz  geringe  Modificatiouen,  welche  sogleich  in  die  Augen 
fallen. 


VON  DEN  DUKCHME3SERN  DER  HYPERBEL. 

226.  Schliesst  man  die  Richtung  der  Asymptoten  aus,  zu  welchen 
bekanntlich  keine  parallelen  Sehnen  existiren,  so  entspricht  auch  in 
der  Hyperbel  jedem  Systeme  paralleler  Sehnen  ein  geradliniger  durch 
den  Mittelpunkt  gehender  Durchmesser.  Bezeichnen  wir  daher,  wie 
§.  212,  mit  (f  den  Neigungswinkel  der  parallelen  Sehnen  gegen  die  als 
Abscissenaxe  angenommene  erste  Axe,  so  linden  wir  als  Gleichung  des 
zugehörigen  Durchmessers : 

folglich,  wenn  \p  der  Winkel  ist,  welchen  der  Durchmesser  mit  der 
:r-Axe  einschliesst: 

tg<p.tgi/;  =  -2.  (1) 

Hieraus  folgt,  dass  ~  wie  in  der  Ellipse  —  jedem  Durchmesser 
ein  conjugirter  entspricht,  deren  jeder  die  zu  dem  anderen  parallel 
gezogenen  Sehnen  halblrt. 

Weil  das  Produkt  tg  qp  .  tg  i//  stets  positiv  ist,  so  sind  beide  Win- 
kel qp  und  \p  gleichzeitig  spitz  oder  stumpf;  in  der  Hyperbel  liegen 
demnach  zwei  conjugirte  Durchmesser  immer  in  demselben  Quadranten, 

und  zwar,  weil,  wenn  tgö)<C~,     tgcp'  >>-  sein  muss,   auf  entgegen- 

a  a 

gesetzten  Seiten  der  Asymptote,  so  dass  der  eine  Durchmesser  zwischen 
der  ersten  Axe  und  der  Asymptote,  der  conjugirte  zwischen  der  Asymp- 
tote und  der  zweiten  Axe  liegt. 

Nach  dem  am  Schlüsse  des  §.  222  Gesagten  trifft  nur  der  erste 
dieser  beiden  Durchmesser,  nicht  aber  der  zweite,  die  Hyperbel,  welche 
Eigenschaft  daher  jedes  System  conjugirter  Durchmesser  mit  dem  Axen- 
systeme  gemein  hat.  Analog  mit  Letzterem  wollen  wir  jenen  von  zwei 
conjugirten  Durchmessern  den  ersten  nennen,  welcher  die  Hyperbel 
schneidet,  den  anderen  den  zweiten. 
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Auch  geht  aus  dem  Gesagten  hervor,  dass 
kels  (f  die  Abnahme  von  i/'  zur  Folge  hat  ,  i 
Durchmesser  sich  immer  näher  rücken,  je  meh 
ersten  Axe  entfernt,  und  endlich  in  der  Asymj 

In  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist  wegen  c 
d.  h.  die  Winkel,  welche  zwei  conjugirte  Dm 
Axe  einschliessen,  ergänzen  einander  zu  90°. 


r 


226.  Verbindet  man  die  Endpunkte  eines  ( 
(Fig.   44)  mit  einem  beliebigen  Punkte  M  der 
ein  Paar  Suppleraentarsehnen ,   för  welche  mau 
treteneu  Wege  die  Relation: 

tgqp  .  tgi/;  =^^ 

findet,  wenn  (p ,  ?/'  die  von  denselben  mit  der 
senen  Winkel  bedeuten      Die  Uebereinstimmunj 


Fig.  44. 


ein  Systei 
ser  sich  b 
im  vorig( 
Folgerunf 
für  die 
Um  dahc 
Durchmes 
des  conj 
ziehe  mai 
und  verbi 
durch    de 

parallel  gezogen,  die  Richtung  des  conjugirtei 
werden  die  Aufgaben:  Ein  System  conjugirte 
struiren,  welche  einen  gegebenen  Winkel  einsch] 
einer  gegebenen  Hyperbel  zu  construiren,  in  i 
der  Ellipse  [§.  214]  aufgelöst. 

Eben  so,  wie  für  die  Ellipse,  wird  auch  ft 
bewiesen,  dass  eine  an  die  Curve  gezogene  1 
jenem  Durchmesser,  welcher  dem  durch  den  Ber 
conjugirt  ist. 
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DIE  IIYPEKMEL  BKZÜUEN  AUF  EIN  SYSTEM  CONJUüIRTEK  DURCllMESSEll. 

227.   Nehmen  wir  ein  System  conjugirter  Durclimesser,    OX,    OY 
(Fig.  45)  der  Hyperbel  als  Coordinatenaxen,   und  sind  a,   a'  die  Win- 
kel, welche  beziehungsweise  der  Fig.  45. 
erste  als  Axe  der  x  angenom- 
mene  und   der   zweite  Durch- 
messer mit  der  ersten  Axe  bil- 
den, so  haben  wir  in  der  Mit- 
telpnnktsgleichnng  der  Hyperbel 
;c  cos  a  +  ^  cos  a   statt  x  und 
a;  sin  a  +  ^  sio  «'    ß^^t    &   zu 
substituiren  und  erhalten  dadurch  als  transformirte  Gleichung: 
y'^  {a^  sin  a^  ^—  b^  cos a'^)  +  2xy  {a^  sin  a  sin  a  —  b^  cos  a  cos  a)  — 

x^  {b^  cosa^  —  a*  sina^)  ==  —  a^b^, 
aus  welcher  zunächst  in  Folge  der  zwischen   den  Winkeln  a,    «'  statt- 
findenden Bediugungsgleichung : 

tgatga=-^ 


oder 

a^  sin  «  sin  a'  —  b^  cos  a  cos  a  =  0 

b^ 
das  Glied  mit  xy  verschwindet.  Da  ferner  tga^  <^  -^ 


(1) 


und   tg  a^  > 


C-ä) 


ist,   so  sind  die  beiden  Coefficicnten  von  x^  und  i/^  wesentlich  positiv; 
setzen  wir  daher: 

b^  cos  a^  —  a^  sin  a*^ '  a'^  sin  a^  —  b^  cos  a'^ ' 

so  erhalten   wir   als  Gleichung  der   Hyperbel,    bezogen    auf 
ein  System  conjugirter  Durchmesser: 

m^y"^  —  n^x^  =  —  w^n'^,  (3) 

welche,    wie  man  sieht,    mit  der  Mittelpunktsgleichung  der  Form   nach 
vollkommen  übereinstimmt. 

Aus  (3)  folgt  für  y  z^  0  :  x^  ^  OD-  =  OD"'  =-  w^  so  dass  m 
die  Hälfte  des  ersten  Durchmessers  darstellt.  Für  a?  =  0  erhält  man 
y  ^1^  ±_n  y —  l :  der  zweite  Durchmesser  wird  also ,  wie  ohnehin 
bekannt,  von  der  Hyperbel  nicht  geschnitten;  der  aus  (2)  folgende 
Werth  von  n  wird,  der  Analogie  nach,  als  Länge  des  zweiten 
Durchmessers  auf  diesem  aufgetragen  [OE  =  OE'  =  n). 
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Die  Gleichung   der    Asymptoten,   bezogen   auf  die  I 

bekanntlich :    ^  =  ±.  -  ^,    und    nimmt   durch  Erhebung 
a 

die  Form  a^y^  —  bV  =^  0   an.    Transformiren    wir   diei 
obige  System  conjugirter  Durchmesser  OD,  OE,  so  erhalt 
y^{a^  sin«'*  —  6*  cosa*)  —  x^(h^  cosa*  —  a*  sine 
woraus  mit  Rticksicht  auf  (2): 

^  =-■  ±  -  ^ 
m 

folgt.    Also  behält  auch    die  Gl.    der  Asymptoten    diesell 
mag  was  immer  für  ein  System  conjugirter  Durchmesser 
tenaxen  wählen. 

Setzt  man  in  (4)  o;  =  w  =  OB,  so  wird  y  =  «  = 
folgt,  dass  die  Asymptoten  mit  den  Diagonal 
zwei  beliebigen  conjugirten  Durchmessern  cc 
Parallelogrammes  zusammenfallen;  und  umgekeh 
punkte  des  aus  zwei  beliebigen  Durchmessei 
irten  Parallelogrammes  liegen  auf  den  Asym 

Sind  daher  die  Hyperbel  und  ihre  Asymptoten  gegel 
mit  Hilfe  dieses  Satzes  leicht,  die  Länge  des  zu  ein 
ersten  Durchmesser  conjugirten  zweiten  Durchmessers  zi 
oder  die  Asymptoten  zu  construiren,  wenn  ein  Paar  conji 
messer  der  Richtung  und  Länge  nach  gegeben  sind;  odi 
selben  Voraussetzung  die  Richtung  der  beiden  Axen  der 
construiren,  wenn  man  noch  beachtet,  dass  diese  die  voi 
toten  gebildeten  Winkel  halbiren. 

Die  sechs  Stücke  a,  6,  m,  n,  a,  a*  sind  durch  die 
(1)   und   (2)   verbunden,    mit   deren  Hilfe   daher    aus    d 
Stocken  die  anderen  gefunden  werden  können.  Auf  dem 
tretenen  Wege  erhalten  wir  aus  diesen  Gleichungen. 
ab  =  mn  sin  («'  —  a) , 
m^  —  w^  =  a^  —  &*. 

Es  ist  somit  in  der  Hyperbel:  1)  das  aus  zwei 
Durchmessern  construirte  Parallelogramm  c 
dem  Rechtecke  der  Axen  gleich  (wie  in  der  Ell 
Differenz  der  Quadrate  zweier  conjugirter 
sor  ist  eine  constante  Grösse  und  gleich  dei 
der  Quadrate  der  beiden  Axen. 
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]ass  m  nicht  =  n  werden  kann,  wenn  a 
ir   Hyperbel    existirt   also   kein    System 
leicher  Länge;   ist  hingegen  a=:^h,   so 
^r  gleichseitigen  Hyperbel   haben  je  zwei 
gleiche  Länge. 
Gesagte  gilt  unverändert   auch    von   dei 


YPERBEL  BEZOGEN  AUF  IHEE  ASYMPTOTEN. 

lan  die  Mittelpunktsgleichung  der  Hyperl 


'■=:■'■(■-:-:)• 


leich,    dass   derselben   zwei    geradlinige  1 
n  der  Gleichung: 

ar 
I  beim  fortwährenden  Wachsen  von  x  i 
3  Werth  von  y  immer  mehr  und  mehr 
rade  der  Genauigkeit  dem  aus  (2)  n 
h.  mit  anderen  Worten,  die  Hyperbel  i 
ihr  den  durch  (2)  dargestellten  Geraden, 
imenzufallen ;    letztere   sind   daher  Asym 

st  die  Gleichung  der  Hyperbel,  auf  ihre  i 
bezogen,    aufsuchen.    Bezeichnen    wir   m 
kel,   d.  h.  jenen  von  beiden  Asymptoten 
die  erste  Axe  liegt,  so  haben  wir  zum 
Mittelpunktsgleichung  von  den  Formeln  | 
m   und   daselbst  a  =  —  A,    a'  =  -f-  A 
)unktsgleichung  statt  x  und  y  die  Ausdr 
a;  cos  A  +  y  cos  A  =  (y  +  x)  cos  A , 
-  a;  sin  A  +  y  sin  Ä  =  (y  —  a:)  sin  X , 

1  ist  tgA  =  — ,  somit  cosA'  =  -IT,     SU 
a  e^ 

)^   die   lineare  Excentricität   bedeutet.    I 
;hung  über  in: 
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acli  einfacher  Reduktion : 


G)" 


mptoten  gleich  ung  der  Hyperbel  folgt. 
;ekehrt  gehört  jede    auf  recht-  oder    schiefwinkelige    Coordina- 
;ene  Gleichung  von  der  Form  xy  r—  k'^  einer  (bei  rechtwinke- 
rdinaten  gleichseitigen)  Hyperbel  an,  deren  Excentricität  c  =2A: 

c^       a'^  4.  ft2 
jrrösse  /c- =       ■■=        ^    -     heisst  die  Potenz  der  Hyperbel. 

4  4 

(:5)  folgt,  dass  das  Rechteck  aus  den  zu  den  Asyrap- 
arallelen  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
perbel  constant  und  dem  Quadrate  der  halben 
ricität  gleich,    somit  letztere  die  mittlere  geome- 

Proportionale  zwischen    beiden  Coordinaten  ist. 

daher  die  Asymptoten  und  ein  Punkt  der  Hyperbel  gegeben, 

Excentricität  r?  r^zr  2  \  xy  leicht  zu  construiren,  wodurch,  da 
ung  der  ersten  Axe  den  Asymptotenwinkel  halbirt,  die  Brenn- 
id  mit  diesem  die  Längen  der  beiden  Axen  gefunden  werden 
la  (Fig.  42,  S.  374)  OII  =  On^-\a'  + b^  =  e=  OF  h\. 
Aufgabe,  wenn  ein  System  conjugirter  Durchmesser  der  Rich- 

Grösse  nach  gegeben  ist,  die  Axen  zu  construiren,  lässt  sich 
falls  leicht  auflösen,  indem  man  die  Asymptoten  und  die  Rich- 
Axen  nach  dem  vorigen  §.  construirt  und  beachtet,  dass  man 
[idpunkten  des  ersten  Durchmessers  zwei  der  Hyperbel  ange- 
inkte  hat. 

Zieht  man  eine  beliebige  Sekante  CtH  (Fig.  46),  welche  auf 
n  als  Coordinatenaxen  angenommenen  Asymptoten  die  Stücke 
OH  =  ß  abschneidet,  so  ist  die  Gleichung  derselben : 

i+f='- .  (■) 

inirt  man  aus  dieser  und  der  Asymptotengleichung  der  Hyper- 
erhält  man: 

^'  -  «^  +  4^  =  0,  (2) 

hung,  deren  Wurzeln  x^,  x^  die  Abscissen  der  Durchschnitts- 
,  M'  der  Hyperbel  und  Sekante  sind.  Ist  nun  L  der  Halbi- 
t  der  Sehne  MM'  und   sind  i',    ?;  dessen  Coordinaten,   so  hat 
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^1+.^.^^      ^omit  aus  (1)   r^  =  ^ 


iraus  folgt,  dass  der  Punkt  L  auch  die  Gll  hfilbirt. 
IL  und  LM=zLM\  so  ist  HM  =  GM\  d.  h.  die 
r.  4<;  zwischen    der  Hyperbel    nnd 

den  Asymptoten  liegenden  Ab- 
schnitte einer  beliebigen  Se- 
kante oder  Sehne  sind  gleich. 
Es  bedarf  kaum  der  Erinnerung, 
dass  der  Satz  auch  für  eine  solche 
Sehne  (wie  z.  B.  RS)  gelte,  welche 
zwei  Punkte  der  beiden  Hyperbel- 
äste verbindet. 
X  Hierauf  gründet    sich  ein  sehr 

X  einfaches  Verfahren  zur  Construction 

der  Hyperbel,  wenn  ein  Punkt' der- 
selben und  die  Asymptoten  gegeben 
sind.  Sei  M  der  gegebene  Punkt 
kU  ziehe  durch  denselben  eine  beliebige  Sekante,  welche 
in  G  und  H  schneidet  und  mache  GM'  =  HM,  so 
der  Hyperbel.  Jede  andere  durch  M  gezogene  Sekante 
m  Punkt;  jeder  so  erhaltene  Punkt  kann  wieder  als 
mommen  werden,  wodurch  die  vier  Zweige  der  Curve 
erden. 


GH  zur  Tangente  TT  werden,  so  müssen  die  beiden 
cte  3f,  M'  in  einem  einzigen  Punkt  J  zusammenfallen, 
ird,  dass  die  Wurzelgrösse  verschwinde ;    es   ist   also : 

;sgleichung  für  die  Berührung,  und  für  die 
=  g,  PJ=7]  des  Berührungspunktes  J  erhält  man: 

r=  2i",  ß  =-.  Or  =  2?/,  mit  welchen  Werthen  die 
symptotengleichung  der  Tangente: 

21J  ^  2§ 
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.  Aus  den  so  eben  erhaltenen  Wert 
Asymptoten  abgeschnittenen  Strecke 

JT  =  JT'\  d  h.  der  Berßhrungsj 
mptoten  enthaltene  Stuck  der  Tange 
obigen  von  einer  Sekante  bewiesem 
;t. 

Ein   einfaches   Verfahren    zur   Cons 
jgebenen  Punkt  der  Hyperbel.     Ist 

parallel  zu  einer  Asymptote,  und  r 
chte  Tangente. 

itiplicirt  man  die  AsymptotengleichuD 
rie  oben  den  Asymptotenwinkel  beze 

xy  sin  2l  =        sin  2 
sin  2A  =:^  2  sin  k  cos  k  = 


xy  sin  2A  =  -  äb\ 

Imck  xy  sin  2X  stellt  aber  die  Fl; 
^or,  welches  über  den  zu  den  As] 
l',  OP  eines  beliebigen  Hyperbelpi 
st  also  constant  und  dem  8*®"  Theih 
26  construirten  Rechteckes  gleich. 


III.   Die   Parabe 

•.  Diese  Curve  unterscheidet  sich  voi 
h  dadurch,  dass  sie  keinen  Mittel] 
rchmesser  und  nur  einen  Brennpunk 
rchmesser,  die  A  x  e  der  Parabel,  ah 
unkt  derselben  mit  der  Curve  (den 
ikanntlich  die  Gleichung  der  Parabe 

konstante  p  der  Parameter  der  Para 
1   definirt    die    Parabel   gewöhnlich 
Eigenschaft  derselben,  dass  jeder  ihi 
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htlinie)  und  einem  festen  Punkte  (dem  Brenn- 
punkte) gleichweit  entfernt  ist.  Der  Parameter  ist  bekanntlich  das 
Doppelte  des  Abstandes  des  Brennpunktes  von  der  Richtlinie  und  folglich 
gleich  der  im  Brennpunkte  errichteten  Doppelordinate. 

Wie  mit  Hilfe  obiger  Eigenschaft;  die  Parabel  durch  Punkte  con- 
strnirt  werden  kann,  wenn  Brennpunkt  und  Richtlinie  gegeben  sind, 
fällt  sogleich  in  die  Augen.  *  Aus  der  Gleichung  der  Curve  erhellt 
übrigens,  dass  die  Ordinate  jedes  Punktes  derselben  die  mittlere  geo- 
metrische Proportionale  ist  zwischen  seiner  Abscisse  und  dem  Para- 
meter, woraus  folgt,  dass  jedes  Verfahren  der  Elementar-Geometrie,  zu 
zwei  gegebenen  Strecken  die  3^  geometrische  Proportionale  zu  finden, 
zur  Construktion  der  Parabel  benützt  werden  kann. 


VON  DEB  TANGENTE  AN  DER  PARABEL. 

231.  Verbinden  wir  die  Gleichung  der  Parabel  y*  =  px  mit  der 
Gleichung  y  =  ax'\-b  einer  Geraden,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung 
der  Durchschnittspunkte  die  Gleichungen : 

aV  —  {p  —  2ab)  x  +  b^  =  0,  (a) 

y  =  ax  +  ^  • 
Ist  ö  =  0,  d.  h.  die  Gerade  parallel  zur  a:-Axe,  so  sinkt  die  Gl.  (a) 
auf  den   !*•"  Grad  herab,   woraus  folgt,  dass  eine  zur  x-kxe  parallele 
Gerade  die  Parabel  nur  in  einem  Punkte  schneidet.     Ist  aber  a  von 
Null  verschieden,  so  zieht  man  aus  (a)  den  Werth: 

_  p  —  2ah  ±  l/p(i?  —  iah) 

woraus  erhellt,  dass  die  Gerade  die  Parabel  nicht  trifft,  wenn  iab^p, 
und  in  zwei  Punkten  schneidet,  wenn  Aab  <C  P-  Sollen  die  beiden 
Durchschnittspunkte  in  einen  einzigen  zusammenfallen,  die  Sekante  also 
zur  Tangente  werden,  so  muss  die  Bedingung 

p  =  4a6  (ß) 

erfüllt  werden,  und  man  erhält  als  Coordinaten  des  Berfihrungspunktes : 
j. p  —  2ab         p 

woraus,  da  if  =  p£  ist,  a  =  -— ,  b=  '    folgt.   Substituirt  man  diese 
'  '  2ry  2 

Werthe  in  die  Gleichung  der  Geraden,  so  erhält  man  als  Gleichung 

der  Tangente  am  Punkte  §,  rj: 

Hgaa,  H6h.  Hathemstik«  I.  3.  Aufl.  25 


^  Digitizedby  VjOOQ IC 


386 

P       ,    V 
^=2,^^  +  2' 

welche,  indem  man  beiderseits  7]   abzieht   und  j 

P 
den  Faktor  -  -  heraushebt ,    mit    Rücksicht   auf 
2r; 

bequemeren  Formen : 


v  =  §A^-^\ 


oder 


yv  =  2-  (^  +  ^) 

annimmt.     Der  Winkel  t,    welchen  die  Tangen 
der  x-Axe  einschliesst,  ist  durch  die  Gleichung 

bestimmt.  För  rj  =z  0  wird  t  =  90®,  d.  h.  di 
steht  auf  der  Axe  senkrecht ;  je  grösser  rj  oder 
sich  der  Berührungspunkt  vom  Scheitel  entfernt 
und  folglich  die  Tangente  immer  mehr  und  meb 
Für  die  Gleichung  der  Normale  im 
aus  (1): 


y 


P 


^) 


Setzt  man  in  der  Gl.  (1)  der  Tangente  und 
y  =  0,  so  stellt  x  —  ^  beziehungsweise  die  Sul 
Fig.  47.  und  Subnormale 

daher : 

Subtange 

Subnor 

In    der    I 

die    Subtang 

doppelten  vo 

zählten  Abscis 

Punktes,    die 

stant   und    gl 

Parameter. 

Wie  diese  beiden  Eigenschaften  zu  einer  se 

tion   der  Tangente   oder   Normale   an   einem   ge 

benützt  werden  können,  fällt  sogleich  in  die  Au] 
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Da  PT  =  2^,   so  ist  auch  AT  =  g,  somit  FT  =  §  +  "^  =FM, 

4 

und  das  Dreieck  MFT  gleichschenkelig ;    zieht  man   daher  noch  durch 

den    Berührungspunkt    M  die  BD  senkrecht   auf  die   Richtlinie  UlT^ 

so  ist: 

/_  FMT  =  MTF  =  BMT  =  RMTx 

beachtet  man   nun    noch,    dass    wegen  MF  =  MB    das  Dreieck  MDF 

gleichschenkelig  ist,  so  ergeben  sich  folgende  Sätze: 

1)  Die  Winkel,  welche  die  Tangente  mit  dem  Radius- 
vektor des  Berührungspunktes  und  einer  durch  letzte- 
ren parallel  zur  Axe  gezogenen  Geraden  bildet,  sind 
gleich;  folglich  wird  auch  der  von  dieser  Geraden  und 
dem  Leitstrahle  gebildete  Winkel  durch  die  Normale 
halbirt. 

2)  Die  Gerade,  welche  den  Brennpunkt  mit  dem  Fuss- 
punkte  des  vom  Berührungspunkte  auf  die  Richtlinie 
gefällten  Perpendikels  verbindet,  wird  von  der  Tan- 
gente senkrecht  geschnitten  und  halbirt. 

Man  sieht  von  selbst,  wie  auch  diese  Eigenschaften  in  mehr  als 
einer  Weise  zur  Gonstruktion  der  Tangente  oder  Normale  an  einem 
gegebenen  Punkte  der  Parabel  benützt  werden  können. 

Da  die  FB  im  Punkte  K,  die  BF  im  Scheitelpunkte  Ä  halbirt 
wird,  so  ist  AK  parallel  zu  UlT,  somit  senkrecht  auf  die  Axe;  bemerkt 
man  nun,  dass  K  der  Fusspunkt  des  aus  dem  Brennpunkte  auf  die 
Tangente  gefällten  Pei*pendikels  ist,  so  ergibt  sich  der  Satz:  der  geo- 
metrische Ort  der  Fusspunkte  der  aus  dem  Brennpunkte 
auf  die  Tangente  gefällten  Perpendikel  ist  die  durch 
den  Scheitel   senkrecht   auf  die   Axe   gezogene   Gerade. 

232.  Um  von  einem  ausserhalb  der  Parabel  gelegenen  Punkte  G 
(Fig.  48,  siehe  S.  388)  eine  Tangente  an  die  Parabel  zu  ziehen,  be- 
achte man,  dass  nach  Obigem  jeder  Punkt  der  Tangente  GM  von  den 
beiden  Punkten  F  und  B  gleichweit  entfernt  ist  und  folglich  auch  die 
Tangente  die  FB  senkrecht  durchschneidet.  Beschreibt  man  daher  aus 
G  mit  dem  Halbmesser  GF  einen  Kreis,  welcher  die  Richtlinie  in 
zwei  Punkten  B  und  2X  schneidet,  so  sind  die  aus  G  auf  BF  und 
B^F  gefällten  Perpendikel  die  gesuchten  Tangenten.  Oder  man  ziehe 
durch  B  und  B'  Parallele  zur  Axe,  deren  Durchschnittspunkte  mit 
der  Parabel  die  Berührungspunkte  M,  M'  geben. 

25* 
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'^tisch  aufzulösen,  seien  x^  y   die  CoQrdiuaten 
haben  wir  zur  Bestimmung  der  Coordinaten 
s  die  beiden  Gleichungen: 

•    (a:'  +  g)   und   ly^^i^',  (m) 

5  die  Tangente  durch  den  Punkt  x\  y  geht, 
iihrnngspunkt  auf  der  Parabel  liegt  Durch 
nan  : 

=  y  ±  Vy^  —  px\ 

in  Punkt  x\  y  zwei  Tangenten  gezogen  werden 
können,  oder  eine  oder  gar  keine,  je  nach- 
dem y^^  > ,  =  oder  <:^  j^rr'  ist ,  d.  h.  je 
nachdem  der  Punkt  x\  y  ausserhalb,  auf 
oder  innerhalb  der  Parabel  liegt.  Zur  Con- 
struktion  der  Berührungspunkte  bedient  man 
sich  am  einfachsten  der  geometrischen  t)erter 
der  Gleichungen  (w).  Der  Ort  der  zweiten 
Gleichung  ist  die  gegebene  Parabel  selbst; 
jener  der  ersten  eine  Gerade,  die  Berüh- 
rungssehne, welche  die  Coordinatenaxen 
in  den  Punkten  E  und  H  schneidet,  für  wel- 
che man,    einmal  ?;,    dann  ^  =  0    setzend : 

=  -.',    n  =  An=-^ 

ler  leicht  construirt  werden  können.  Zieht 
meidet  diese   die  Parabel   in    den   gesuchten 

=  —  x  des  Punktes,  in  welchem  die  Be- 
lineidet,   von   der  Ordinate  y'  des    gegebenen 

gilt  auch  in  der  Parabel  der  Satz:  Wenn 
ten  einer  auf  der  Axe  der  Parabel 
n    Geraden    (Polare)    Tangenten    an 

erden,  so  schneiden  sich  sämmtli^ 
in  in  einem  und  demselben  auf  der 
te  (Pol);  und  umgekehrt. 

Resultat  ergibt  sich  noch,  wenn  man  den 
trix  annimmt,  wodurch  a?'  =  -:-  ji>  und  die 
ipunkte. 

=  y  ±Yy'  +  lP^ 
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man   nun    mit    r,  i'  die  Neigungswinkel  der 
c  Axe  der  x^  so  hat  man  [Gl.  (3),  §.  231]: 

=  —  1    folgt,    d.    h.    die    beiden    Tange 
Inder  senkrecht, 
der  Beröhrungssehne  wird: 


'=^■(5-1). 


'2y 

:^  =  l2)    folgt;    d.  h.  die  Berührungss 

Brennpunkt. 
l    der    Geraden,    w^elche    den  Brennpunkt   mil 
p,  y   verbindet,  ist  endlich: 


,-,.-^(.+1), 


[^ht  auf  Gl.  (n)  folgt,    dass    diese   Geradi 
ssehne  senkrecht  steht. 


VON  DEN  DIJKCHMESSERN  DER  PARABEL. 

'8  (Fig.  49)  eine  unter  dem  Winkel  (f  gegen  d 
olglich  y  =  a;  tg^  +  ö  ihre  Gleichung,  so  ei 
idung  derselben  mit  der  Gleichung  der  P 
timmung  der  Ordinaten    der  Durchschnittspunl 


'  —  ^  cotgif  .  y  +  j^&  cotg^)  =  0 , 

)  verschieden  voraussetzen,   weil   sonst   [§.  23 


nur  in  einem  Punkte 
keine  Sehne  darstel- 
aun  ^1 ,  y^  die  Ordi- 
chnittspunkte  /S^  S', 
j>cotg9),  und,  wenn 
ite  des  Halbirungs- 
ine  bezeichnet  wird: 

JUCOtgf/).  (1) 

Da  dieser  Werth  von  ß  bloss  von 

dem  Neigungswinkel  (f  der  Sehne   ab- 

angig  ist,  so  folgt,  dass  in  der  Pa- 


Fig.  49. 
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der  georaetrische  Ort  der  Halbirungspunkte  eines 
ms  paralleler  Sehnen,  d.  h.  der  zu  diesem  Sehnen' 
me  gehörige  Durchmesser  eine  zur  Axe  parallele 
le  ist,  wie  aus  den  allgemeinen  Untersuchungen  des  vorigen 
5  bereits  bekannt  ist.  Mit  Hilfe  der  Gl.  (1)  findet  man  den  zu 
gegebenen  Chordensysteme  zugehörigen  Durchmesser  und  umge- 
indem,  wenn  /?,  d.  i.  der  Abstand  des  Durchmessers  -4'X'  von  der 
igeben  ist,  aus  (1): 

gibt.  Zieht  man  in  dem  Punkte  A\  in  welchem  der  Durchmesser 
abel  schneidet,  eine  Tangente  an  dieselbe,  so  hat  man,  da  ß  die 
te  von  Ä,    für  den  Neigungswinkel  t   derselben    gegen    die  Axe 

usdruck    tgr  =  ^^  [Gl.  (3),  §.  231],  somit  wegen  (2):  r  =  y. 

s  ist  somit  die  Tangente  parallel  zu  jenen  Sehnen, 
le  von  dem  durch  den  Berührungspunkt  gezogenen 
hmesser  halbirt  werden. 

iese  Eigenschaft  hat  also  die  Parabel  mit  der  Ellipse  und  Hy- 
gemein ;  in  den  zwei  letztgenannten  Curven  existirt  aber  ein  zur 
ite  paralleler,  dem  Durchmesser  des  Berührungspunktes  conjugir- 
rchmesser,  welcher  in  der  Parabel,  da  dieselbe  keinen  Mittel- 
hat, fehlt.  Der  Analogie  nach  wird  in  der  Parabel  eine  Tangente 
er  Durchmesser  des  Berührungspunktes  ein  System  conjugir- 
urchmesser  oder  besser  conjugirter  Axen  genannt.  Die  Schei- 
ente  und  die  Axe  der  Parabel,  welche  beide  der  Gleichung 
px  als  Coordinatenaxen  zu  Grunde  liegen,  bilden,  >vie  man  sieht, 
lls  ein  solches  System  conjugirter  Axen  und  zwar  das  einzige 
inkelige,  weil  nur  für  /?  =  0  aus  (2)  q>  =  90^  sich  ergibt. 

DIE  PARABEL  BEZOGEN  AUF  EIN  SYSTEM  CONJUGIRTER  AXEN. 

34.  Sei  ÄX\  ÄY'  (Fig.  49,  S.  389),  ein  System  conjugirter 
auf  welche  wir  nun  die  Parabel  beziehen  wolle»;  l_  'SlÄY*  =  (f\ 
lie  Coordinaten  des  neuen  Ursprunges  A\  bezogen  auf  die  Haupt- 
IX,  AY,  Um  die  Gleichung  y^  =  j^x  auf  das  neue  Coordinaten- 
zu  transformiren,  haben  wir  von  den  Formeln  (4),  §.  164,  Ge- 
i  zu  machen  und  statt  a,  &,  a,  a  beziehungsweise  a,  /?,  0,  qp  zu 
,  wodurch  dieselben  in  a;  =  a  -f  :c'  +  ^'  cos  rp,  ?/  =  /?  +  y  siny 
ihen.  Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gleichung  y^  =px 
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y^  siuqp'-*  -f  ^  (2/S  sin<jp  —  p  cos(p)  +  ß^  —  i>«  =  Ifx. 
Es  ist  aber  in  Folge  der  Gl.  (2)  des  vorigen  §. : 
2ß  sing)  — j?  cohq)  =  0; 
ferner,   da  der  Punkt  a,  ß  in  der  Parabel  liegt,  /?^=j?a;   hiedurch 
verwandelt  sich  die  letzte  Gleichung  in:  - 

y^  =jp  cosecqp*  .  a?,  (1) 

und  diese  ist  die  Gleichung  der  Parabel  vom  Parameter 
=  p,  bezogen  auf  ein  System  conjngirter  Axen,  welche 
den  Winkel  (p  einschliessen.    Setzt  man: 

p  cosecqp*'*  =  tw,  (2) 

so  nimmt  sie  die  mit  der  Scheitelgleichnng  der  Parabel  vollkommen 
übereinstimmende  Form: 

y'^  =  mx  (3) 

an.  Jede  Gleichung  von  dieser  Form,  welche  sich  auf  ein  schief- 
winkeliges Coordiuatensystem  vom  Coordinatenwinkel  q)  bezieht,  gehört 
demnach  einer  Parabel  an,  deren  Parameter  p  =  m  Hincp^  ist. 

Aus   (2)    [§.    233]    folgt:    sin  qp^  = 


L — £_ weil 

Aß^  +  p'^  —  ^a  +  p' 

ß*  =z  ap;  hiemit  wird  in=^p-\-Aa.    Nun  ist  aber  der  Radiusvektor  r 

des  Punktes  A'  :r  =  (x-\'  Ip,  somit  m  =  4r,  woraus  die  geometrische 

Bedeutung  der  Constante  m  in  (3)  erhellt.  Dieselbe  ist,  wie  man  sieht, 

das  Vierfache  des  Abstandes  des  Ursprunges  A  vom  Brennpunkte. 

Aus  der  Uebereinstimmung  der  Form  der  Gl.  (3)  der  Parabel, 
bezogen  auf  ein  System  conjngirter  Axen,  mit  der  Scheitelgleichung 
folgt,  dass  alle  frfiher  entwickelten  Eigenschaften,  welche  von  dem 
Coordinatenwinkel  unabhängig  sind,  auf  das  neue  System  übertragen 
werden  können. 

So  erkennt  man  aus  (3),  dass  Fig.  50. 

in  jedem  Systeme   conjngirter  Axen  T 

die  Ordinaten  die  mittleren  geome- 
trischen Proportionalen  sind  zwischen 
den  Abscissen  und  dem  Parameter 
m.  Hieraus  ergibt  sich  folgendes  Vor- 
fahren zur  Construction  der  Parabel 
y'^  =  mx,  wenn  die  Axen  OX,  OY, 
(Fig.  50)  und  m  gegeben  sind.  Man 
errichte  in  0  das  Perpendikel  OY 
auf  OX  und  construire  mit  dem 
Parameter  m  über  OX,  als  Axe,  die 
Parabel  SOC,  Zieht  man  sodann  aus 


r 

/ 

^ 

^^ 

,^ 

Ä 

/m 

^ 

^ 

y 

/ 

Y 

n 

/> 

^ 
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A 
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verschiedenen  Punkten  P,   P', .  .  .  .  der  OX  Parallele 
von  welchen  die  ersteren  die  Parabel  BOO  in  den  Pu 
schneiden,   und  macht  PM  =  Pm,    PM'  =  P'm'   u. 
man  Punkte  M,   M\  .  ,  .  .   welche   der   Parabel  y^  = 
Uebrigens  kann   man    auch   zuerst  Brennpunkt   u 
Parabel  construiren.   Sind   nämlich  OX,    OY  (Fig.  5] 
conjugirten  Axen  und  zwar  OX  der  Durchmesser,  so 
gente  an  der  Parabel  im  Punkte  0 ;  macht  man  daher 
so  geht  Ou  durch  den  Brennpunkt;   nimmt  man  ferne 


Fig.  51. 


ist  F  der  Brennpunkt,  und 
rallel  zu  OX  gezogene  6en 
Wird  endlich  OX  über  0 
und  OD  =  OF  gemacht,  s 
D  senkrecht  auf  FX'  gezog( 
Durch  ein  ähnliches  Yei 
-—  die   Elemente   einer  Parab< 
constrnirt  gegeben  ist.  Durcli 
parallel  gezogener  Sehnen  ei 
ein  Durchmesser  OX  und 
Tangente   OF,    womit   die   Richtung  Ou   construirt  ^ 
welcher    der    Brennpunkt    liegen    muss.    Wiederholt 
struction  unter  Anwendung  eines  anderen  Paares  pars 
ergibt  sich  der  Brennpunkt  und  hiemit  die  Richtlinie 
Die  auf  die  Tangente   sich   beziehenden  Gleichun 
(3),  [§.  231]  gelten  auch  für  ein  System  conjugirter 
nur  den  Parameter  p  durch  die  Constante  m  der  Gl. 
her  ist  auch  in  einem   schiefwinkeligen  Coordinatensyi 
gente  gleich  der  doppelten  Abscisse  des  Berührungspi 
Da  ferner  auch   die  Formeln   des  §.  232  unverS 
kann  der  letzte  a.  a.  0.  ausgesprochene  Satz   nun   al 
dermassen  ausgedrückt  werden:    Wenn  von  belieb 
irgend  einer  in  der  Ebene  der  Parabel  ge 
den   (Polare)  Tangenten   an   die  Curve   ges 
so   schneiden   sich   sämmtliche  Berührungsse 
Punkte  (Pol),  welcher  auf  jenem  Durchmes 
sen    conjugirter    der    gegebenen    Geraden 
Dieser  Satz  lässt  sich  auf  bekannte  Weise  umkehren 
für  alle  Linien  zweiter  Ordnung. 


'l' 
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SECHSTES  KAPITEL 

OBEE  DIS    POLARGLEICHUNGKN    DER    LINIEN    ZWEITER    ORDNUNi 
BESTIMMUNG  DIESER  CURVEN  NACH  GEGEBENEN  BEDIS 


U  Polargleichungen  der  Linien  zweiter 

235.  Bekanntlich  kann  die  Lage  eines  Punktes 
durch  seinen  Ahstand  von  einem  festen  Punkte,  dem 
Winkel  bestimmt  werden,  welchen  die  Richtung  vom 
Punkte  M  mit  einer  durch  den  Pol  gelegten  festei 
Polaraxe,  einschliesst.  Man  nennt  diese  Bestimmun 
coordinaten;  die  eine  dieser  Coordinaten,  der  Abs! 
Jf  vom  Pole  führt  den  Nam^n  Radiusvektor;  die  j 
erwähnte  Winkel,  kann  Polarwinkel  genannt  werd 
ein  Punkt  einer  nach  einem  bestimmten  Gesetze  geh 
muss  sich  dieses  Gesetz  durch  eine  zwischen  den  Pola 
dieses  Punktes  der  Curve  stattfindende  Gleichung  q>{ 
r  =  f{0)  ebenso  ausdrücken  lassen,  wie  dies  durch  P 
bisher  geschehen  ist.  Die  Gleichung  r  =  /"(O)  hei 
gleichung  der  Curve. 

Ist  die  auf  Parallelcoordinaten  bezogene  Gleicl] 
y  =  f\x)y  gegeben,  so  erhält  man  die  Polargleichung 
der  Gl.  ^  =  /"(a?)  die  Werthe  von  x  und  y,  in  Funkt 
ausgedrückt,  einsetzt,  wozu  die  Formeln  (1)  oder  (3), 
Eben  so  kann  man  umgekehrt  durch  Anwendung  der  1 
(4)  a.  a.  0.  aus  der  Polargleichung  die  Gl.  y  =  f{x) 

Im  Folgenden  wollen  wir  die  Polargleichungen  d( 
Ordnung  entwickeln,  und  zwar  —  was  hier  bequemei 
nötzung  bereits  bekannter  Eigenschaften  derselben,  oh 
erwähnten  Transformation  Gebrauch  zu  machen.  Wi 
einen  Brennpunkt  als  Pol  und  die  durch  denselben  ^ 
Curve  als  Polaraxe  annehmen;  den  Polarwinkel  werde 
Theile  der  Axe  aus  zählen,  in  welchem  bei  der  Paral 
die  Scheitel,   und  bei  der  Ellipse  der  dem  Pole   nähe 

L  Ellipse.  Sei  (Fig.  31,  S.  353)  F  der  Pol,  I 
M  ein  Punkt  der  Curve,  FM  =r,  [__  MFX  =  6,  so 
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ie  vom  Mittelpunkte  gezählte  Abscisse  ( 

e 
tncitat      =  €  setzen,  bekanntlich  r  = 
a 

z  OF  —  PF  =  a€  +  r  cosd  ist :  r  = 
LS  die  gesuchte  Polargleichung  d« 

_  a  (1  —  €^) 
1  +  ^  cos  6 

Durch  Einführung  des  Parameters  p  = 

be  die  Form: 

_  P 

^       2(1  +  ecosö" 

n  der  Ellipse  ist  bekanntlich  £  <[  1 , 
isch  kleiner  als  1 ,  und  r  kann  wec 
n.  Verfolgt  man  die  Werthe,  welche  de 
ad  6  von  0  bis  360^  wächst,  so  findet 
ier  {)i),  indem  r  immer  positiv  bleibt,  < 
man  6  alle  Werthe  von  0  bis  360°  di 
I.  Hyperbel.  Sei  (Fig.  43,  S.  376)  F 
=  r,  /_MFX'=  6,  so  ist  r  =€X  —  a 

—  rcosÖ,  somit  r  =  a(€^  —  1)  —  re 
^hung  der  Hyperbel: 

"^1  +  €  cos  6 

welche  durch  Einführung  des  Paramet( 
orm: 

r= ^ 

2(1   +  €  COSÖ 

mt.  Da  in  der  Hyperbel  « >  1 ,  s 
V  werden.  Verfolgt  man  die  Werthe  vc 
wächst,  und  bezeichnet  mit  6'  jenen 
ien  Werth  von  6,  für  welchen: 

cos 6'=  —  -  ,   also   tgö'  =  —  > 

€ 

id  welcher  r  =  od  macht,  so  findet  mi 
'   den  Hyperbelast   M'ÄM'"  beschreit 

—  6'  wächst,  wenn  man  die  für  diese 
1  negativen  Werthe  von  r  auf  dem  rück 
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^ektor   aufträgt.    Vou  6  ==  0  bis  6 

360^  ist  der  Radiusvektor  r  positiv 

Tvalle  den  Zweig  AM,  in  letzterem 

istes,  dessen  Brennpunkt  der  Pol  i 

Für  diese  Curve  hat  mau: 

5.  362)  /_  AFM=b  ist,  x  =  AP 


^_       _       P 

^~2(1  +  cos 6)       4  cos 46'^  ' 

sich  ohne  Mühe,  dass  diese  Gleicl 
wenn    man  6   alle  Werthe   von  0 
r  immer  positiv  bleibt. 

eichung  der  Gleichungen  (3),  (4)  ui 

r= ? 

2  (1  +  €Cos6) 

mfasst,  und  einer  Ellipse,  Hyperl 
n  B  kleiner,  grösser  oder  gleich  1 
»elten  eine  Veranlassung  ein,  einei 
als  Pol  anzunehmen ;  wohl  kann  al 
?*ülaraxe  nicht  mit  der  durch  die 
raenfällt,  wie  dies  obige  Gleichuni 
n  Winkel  a  gegen  dieselbe  geneij 
it  findet,  nur  6  +  a  an  die  Stelle 
[leiner : 

r=        -     — ^ 

2[1  4.€eos(a  +  e)] 

ng  der  Linien  2^**'  Ordnung  erhält 
iung  der  Hyperbel  gibt  uns  noch  2 
rcoordinaten  überhaupt  Veranlassu 
Bestimmung  der  Lage  einzelne 
a  der  Radiusvektor  immer  als  ein( 
;et  werden,  wenn  man  den  Polan 
ist  nicht  immer  so,  wenn  man  < 
g  darstellen  will.  Die  Hyperbel 
rthe  des  Radiusvektor  zulassen  mu 
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eselbe  Gleichung  beide  Aeste  der  Hyperbel  gebe.  Um  för  den 
iegenden  Ast  der  Hyperbel  ebenfalls  positive  Werthe  von  r  zu 
n,  müssten  wir  die  Gleichung: 

r= l 

2  (1  —  «cosÖ) 

ien,   welche  aus  der  frühereu   hervorgeht,   wenn   man  180°  +8 

►  schreibt,    unter  6  wieder  den  Winkel  verstsmden,   welcher  von 

zu  dem  in  Rede  stehenden  Aste  gezogenen  Radiusvektor  mit  dem 

die  Scheitel   gehenden  Theile  der  Polaraxe   eingeschlossen  wird. 

ei   den   bisher   betrachteten  Polargleichungen  genügte   es  ferner, 

)larwinkel   6   zwischen   den    Grenzen   0   und  360^   sich   bewegen 

sen.    Auch   dies   ist  bei   manchen   Curven   (z.  B.   den  Spiralen) 

jsig;   offenbar  immer  dann,   wenn   die  Polargleichung  nicht  bloss 

dische  Funktionen  von  6,  wie  sin.,  cos.  etc.,  sondern  den  Bogen 

5t  enthält,  welcher  dann  im  Allgemeinen  aller  Werthe  von  — od 

00  fähig  betrachtet  werden  muss.  Es  ist  dann  überhaupt  der 
der  Sache  angemessen,  beide  Polarcoordinaten  r  und  6  (gleich 
arallelcoordinaten)  als  lineare  Coordinaten  aufzufassen;  mit 
nterschiede,  dass  r  eine  geradlinige  Länge,  6  aber  die  LÄbge 
Cogens  bezeichnet,  welcher  auf  einem  mit  dem  Halbmesser  =  1 
m  Pole  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreise  aufgetragen  wird, 
ar  von  einem  der  beiden  Punkte  aus,  in  welchen  der  Kreis  von 
laraxe  geschnitten  wird,  nach  der  einen  oder  anderen  Richtung, 
idem  6  positiv  oder  negativ  genommen  wird. 

Ueber  die  Bestimmung  der  Linien  des  zweiten 
Grades  nach  gegebenen  Bedingungen. 

(7.  Man  kann  die  Aufgabe  stellen,  eine  Linie  der  zweiten  Ord- 

1  suchen,  sei  es  auf  dem  Wege  der  Analyse  oder  durch  Con- 
n,  welche  gewissen  Bedingungen  Genüge  leistet;  z.  B.  durch 
izahl  gegebener  Punkte  geht,  oder  gegebene  Gerade  berührt,  u. 
e  allgemeine  Gleichung  dieser  Liüien  ist  bekanntlich: 

Ax^  +  Äy^  +  2Bxy  +  2Cx  +  Wy  +  F  =  0 
nmt  durch  Division  mit  F  die  Form  : 

öw;^  +  «V^  +  2&a;y  +  2cx  +  2cV  +  1  =  0  (1) 

welcher  dieselbe  noch  fünf  unbestimmte  Constanten  enthält,  za 
Bestimmung  daher  im  Allgemeinen  fünf  von  einander  unabhftih 
dingungen  erfordert  werden  und  hinreichend  sind. 
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Soll  die  gesuchte  Cnrve  eine  Parabel  sein,  so  ger 
dingungen  zu  deren  Bestimmung,  da  für  diesen  Fall  n( 
gungsgleichung  b^  —  aa  =  0  erfüllt  werden  muss. 

Ob  die  Aufgabe  nun  eine  oder  mehrere  Auflösungen 
ob  es  nur  eine  oder  mehrere  Curven  2^^  Ordnung  gil 
gegebenen  Bedingungen  Genüge  leisten,  hängt  von  der  I 
teren  ab,  je  nachdem  sie  auf  Gleichungen  fahren,  welche 
d,  €  Yom  ersten  oder  von  höherem  Grade  sind. 

Eine  der  einfachsten  Aufgaben  ist  jene,  durch  füi 
Punkte  eine  Linie  der  2^®"  Ordnung  zu  legen.  Sind  x^ 
dinaten  eines  dieser  Punkte,  so  müssea  dieselben  der  ( 
leiste»,  wodurch  sich  die  Bedingungsgleichung: 

axl  +  dy\  +  "llx.y^  +  2cx^  +  2c>j  +  1 
ergibt;  jeder  der  vier  anderen  Punkte  liefert  eine  Gleic 
selben  Form;   die  so  erhaltenen  fünf  Bedingungsgleichui 
man  sieht,    in  Bezug  auf  die  Unbekannten  a,  a\   u.  s. 
Grade  und  geben  daher  für  jede   derselben  nur  einen 
daher  auch  die  Aufgabe  nur  eine  Auflösung  zulässt.     y\ 
fandenen  Werthe  von  a,  a,  u.  s.  w.  in  (1)  substituirt,  s< 
Gleichung  der  gesuchten  Curve,  welche  durch  die  gegeben 
gebt,  und  eine  Ellipse,   Hyperbel  oder  Parabel  sein  wir 
6^  —  aa  <C0,  >0  oder  =  0  sich  ergibt.  Hieraus  folgt 
zwei  Linien  zweiter   Ordnung,    ohne  zusammenzufallen,   i 
vier  Punkte  gemeinschaftlich  haben  können. 

Soll  die  gesuchte  Curve  eine  Parabel  sein,  so  sind  ni 
zur  Bestimmung  derselben  erforderlich,  weil  zu  den  dun 
ferten  vier  Bedingungsgleichungen  noch  die  Gleichung 
hinzutritt,  deren  quadratische  Form  übrigens  zur  Folge  h 
vier  Punkte  im  Allgemeinen  zwei  Parabeln  gelegt  werden 
unter  Umständen  auch  gar  keine,  wenn  die  Auflösung 
Resultate  führt. 

Da  übrigens  eine  Curve  2*®'  Ordnung  von  einer  Gei 
mehr  als  zwei  Punkten  geschnitten  werden  kann,  so  ist  \ 
leuchtend,  dass  von  den  gegebenen  Punkten  nicht  drei  in 
legen  dürfen.  Wäre  diese  Voraussetzung  nicht  erfüllt,  s 
iurch  die  Auflösung  wohl  eine  Gleichung  2*«°  Grades 
jedoch  keiner  Curve,  sondern  zweien  oder  einer  Gera 
auch  wohl  unbestimmt  werden  kann. 

Die  analytische  Auflösung  ist  auf  dem  oben  anged 
in  Folge  der  auszuführenden  Eliminationen,    ziemlich   we 
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wenn  man  die  Coordinatenaxen  so  legt,  dass  v 
der  fönf  Punkte  =  0  werden.  Einfacher 
Wege  zum  Ziele,  wobei  man  von  der  in  de 
machten  Bemerkung  Gebrauch  macht.  Seien 
gegebenen  Punkte.  Lassen  wir  vorläufig  < 
ganz  beiseite;  durch  die  vier  übrigen  las3< 
ziehen,  aus  welchen  wir  vier  wählen,  mit 
drei  derselben  durch  einen  und  denselben 
(1,  2),  (3,  4),  (1,  4),  (2,  3)  die  gewählte 
gen  durch: 

(1,  2)  =  0,  (3,  4)==0,  (1,  4) 
dargestellt  werden  mögen.  Man  bilde  dui 
chungen  2*®**  Grades  nach  x^  y : 

(1,  2)  .  (3,  4)  =  0,  (1,  4) 
so  stellt  die  erste  derselben  das  System  de 
(3,  4)  vor,  und  wird  daher  durch  die  Coor 
M^,  Jfg,  Mj^  befriediget;  die  zweite  hat  die 
(2,  3)  zum  geometrischen  Orte,  daher  ihr  c 
leisten.  Multipliciren  wir  daher  eine  diesei 
bestimmten  Constanten  A,  und  addiren  wir  i 
wir  die   Gleichung: 

(1,  2).  (3,  4)  +  ^-(l,  4). 
welche  offenbar  durch  die  Coordinaten  d< 
tisch  wird,  und  daher,  weil  sie  vom  2*®"  Gr 
chung  aller  Linien  der  zweiten  Ordnung  se 
vier  Punkte  itfj,  M^,  üfg,  M^,  gelegt  werd 

Damit  nun  die  Curve  auch  noch  den  Pi 
die  Coordinaten  dieses  Punktes  statt  x  und 
durch  sich  eine  Bedingungsgleichung  ergib 
wird.  Soll  die  Curve  eine  Parabel  sein,  s 
selbst  durch  die  Bedingung  &'^  —  ad  =  0. 

Wenn  die  Curve,  statt  durch  den  Punl 
bene  Gerade  berühren  soll,  so  wird  man 
chung  der  gegebenen  Geraden,  y  =  mx  -f- 
miniren  und  ausdrücken,  dass  die  Elimina 
Wurzeln  besitze,  wodurch  sich  wieder  eii 
Bestimmung  von  X  ergibt. 

Befinden  sich  unter  den  gegebenen  Stü( 
den  Linien  zweiter  Ordnung  zukommende  P 
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dadarcfa  die  Anzahl  der  zur  Bestimmung  der ,  Curve  nöthigen  Bedin- 
gungen vermindert.  Ist  z.  B.  der  Mittelpunkt  gegeben,  wenn  es  sich 
um  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  handelt,  so  sind  nur  noch  drei  Bediu-, 
gungen  erforderlich,  da  dann  die  Gleichung,  wenn  der  Mittelpunkt  als 
Ursprung  genommen  wird,  nothwendig  die  Form: 

ax'^  +  26icy  +  a'y^  +1  =  0 
haben  muss,  welche  nur  drei  unbestimmte  Constanten  enthält. 

Eben  so  verhält  es  sich,  wenn  ein  Brennpunkt  gegeben  ist.  Denn 
wird  dieser  als  Pol  und  eine  beliebige  durch  denselben  gelegte  Gerade 
als  Polaraxe  angenommen,  so  ist  die  Polargleichung  der  Linien  2*«' 
Ordnung : 

r  =  ^  — 

2[1  +  €cos(a  +  6)]' 

welche  nur  drei  unbestimmte  Constanten,  p,  s  und  a  enthält.  Die  zur 
Bestizpmung  derselben  erforderlichen  drei  Bedingungen  reduciren  sich 
auf  zwei,  wenn  die  Curve  eine  Parabel  sein  soll,  weil  für  diese  €=1. 
Nehmen  wir  z.  B.  an,  es  seien  nebst  dem  Brennpunkte  drei  Punkte 
gegeben ;  durch  welche  die  Curve  gehen  soll;  bringt  man  die  obige 
Gleichung  auf  die  Form: 

r  +  re  cos(a  +  6)  =  ^p, 
so  nimmt  dieselbe   durch   Auflösung   von   cos(a  -f-  6)  und  Einführung 
zweier  neuen  Constanten: 

Ä  =  ficosa,     k  =  €Üna, 
die  Form  an: 

r  +  h.r  cosG  —  A; . r  sin 6  =  ^^ . 
Es  seien  nun  x^  y  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  eines  der  gege- 
benen Punkte,  bezogen  auf  den  Pol  als  Ursprung  und  die  Polaraxe  als 
Abscissenaxe,  so  ist: 

a?  =  r  cos  6 ,     y  =  r  sin  6 , 
wodurch  sich  die  letzte  Gleichung  in  folgende  verwandelt: 

r  +  ää;  —  %  =  ji?, 
wo  r  =  Va:-  +  ^^.  Jeder  der  drei  Punkte  liefert  nun  eine  solche  Glei- 
chung, aus  welchen  sofort  der  Parameter  p  und  die  beiden  Constanten 
h  und  Ä  gefunden  werden.   Endlich  hat  man: 

e=V7?irp,      tga  =  ^. 

Ist  die  Lage  eines  Systemes  conjugirter  Durchmesser  gegeben, 
so  bedarf  man    zur  Bestimmung    einer  Ellipse  oder  Hyperbel  nur  noch 


Digitized  by  VjOOQIC 


400 

zweier,  einer  Parabel  nur  einer  Bedingung,  wie  aus 
conjugirter  Durchmesser  bezogenen  Gleichungen  die 
bar  erhellt. 

frf  Ist  zur  Bestimmung    einer  Hyperbel    eine  Asy 

g  vertritt  dieses  Datum  die  Stelle  von  zwei  Bedingur 

^-     -  nämlich   mit  gegebenem    (in    unendlicher  Entfernun 

^  rungspunkte.     Sind    beide  Asymptoten   gegeben,    s 

sl'    \  Bedingung  erforderlich,  da  die  Asymptotengleichunj 

^"  enthält. 


^■ 


SIEBENTES  KAPITEL 


ÜBER  EINIGE  ALGEBRAISCHE  LINIEN  HÖHERER  ORDNUNG 

CENDENTE  CURVEN. 


I.  Algebraische  Linien  höherer  ( 

238.  Eine  erschöpfende  Untersuchung  der  i 
von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung,  durch  Ana 
Gleichungen  des  3*«*^,  4^«^,  u.  s.  w.  Grades  zwii 
liehen  Grössen,  ist  in  Folge  der  damit  verbundene 
der  Unzulänglichkeit  der  analytischen  Hilfsmittel 
führbar.  Die  Anzahl  der  in  einer  Gleichung  höhe 
zwei  Veränderlichen  enthaltenen  geometrischen  ( 
dem  Grade  ausserordentlich  rasch.  Schon  Newi 
3**"  Grades  untersucht  und  72  Arten  derselben  in 
schieden,  zu  denen  Stirling  und  Gramer  noch 
haben;  Euler  theilt  sie  in  16  Geschlechter.  Let; 
die  Linien  4*®'  Ordnung  betrachtet  und  146  G 
unterschieden ,  welche  wieder  eine  noch  viel  gröJ 
unter  sich  begreifen.  Bei  der  geringen  praktiscl 
aller  dieser  Curven  hat  man  sich  daher  darauf 
derselben,  welche  sich  bei  Gelegenheit  besonderer 
haben,  näher  zu  untersuchen.  Einige  der  bemerk 
wir  im  folgenden  betrachten. 
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•ven  höherer  Ordnung  gehören  jene  zu 
lie  Ordinate  durch  eine  algebraische,  gai 
üisse   ausgedrückt    ist,    deren   Gleichuni 

h  A^x  +  A^x^  +  A^x^  + +  ^„ 

ise  Curven  überhaupt  parabolische  i 
die  Funktion  rechter  Hand  vom  »»*•"  ( 
X  nur  ein  Werth  von  y  entspricht ,  w( 
:eres  sowohl  positiv  als  negativ  genomm 
en  diese  Curven  aus  einem  ununterbro( 
[Jnendliche  sich  erstreckenden  Zuge.  Wi 
ier  Theorie  der  algebraischen  Gleichuni 
erer  Wichtigkeit  sind, 
[sehe  Curve  des  i»*®°  Grades  enthält  in 
[1  und  erfordert  daher  zu  ihrer  Bestim: 
hängige  Bedingungen.  Die  wichtigste  hi 
)urve  so  zu  bestimmen,  dass  sie  durch 
;  eine  Aufgabe,  welche  mit  derjenigen 
aufgelöst  wurde. 

höherer  Ordnung  nennt  man  insbesc 
die   Form   y'^  =  px"^   haben ;    die    so 
he  oder   apoUonische   Parabel: 
[er  Fall.    Die  Curve,  deren  Gleichung 
3  NeiTsche  oder  cu bische  Parabel, 
ibel  in  einem  nahen  Zusammenhang,  au 
men   werden.     Was  überhaupt   die  Gesi 
mng  betrifft,  so  hängt  diese  wesentlich 
und  w,  welche  immer  ganze  positive  Zahl 
irade,  oder  der  eine  gerade,  der  andere 

ibe.  Eine  Curve  von  der  Bescha 
las  Produkt  der  Entfernungen 

m  2*«n  Grade:  y  ^  A^ -\-  A^x  -{-  A^x^,  bat  ( 
ischen  Orte,  deren  Axe  parallel  liegt  zur  A 

—  ^-  zur  Abscisse,  die  Grösse  — ^-^ — ^ 

ameter  -^  -r—   ist,   wie  man  mit  Hilfe  der 
en  Lehren  leicht  findet. 

matik,  1.  3.  Ajjf' 
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r 


B 


^ 


Punkte   von   zwei   festen  Punkten  ein 
stanten  a^  gleich  sei. 

Nehmen  wir  die  Verbindungslinie  der  festei 
zur  Abscissenaxe,  den  Halbirungspunkt  0  der  J 
so  ist  FM^:^y^ +  {€  —  xy,  F^  =  y^ 
Bedingung  der  Aufgabe  gemäss  FM  .  F'M  = 

[y*  +  (c  -  x)^  [y*  +  {e  +  x] 

woraus  nach  leichter  Reduktion: 

als  Gleichung  der  gesuchten  Curve   gefunden 
Fig.  52. 

T 
B 


sieht,  vom  4**"  Grade  und  führt  den  Namen  C 
Da  die  Gl.  (1)  sich  nicht  ändert,  wenn  i 
y  schreibt,  so  ist  der  Ursprung  ein  Mittelpu 
jede  durch  ihn  gezogene  Sehne  halbirt.  Addirl 
ein  Mal  4^^^;*,  das  andere  Mal  —  4e^y*,  so 
Formen  gebracht  werden : 

3/«  =  --  e^  —  x^±  V~a^~+ 
x^=        e^  —  y'  ±  Va^^"^ 
woraus   zunächst  hervorgeht,   dass   die  Curve 
Hanptdnrchmessern   hat,   daher    von    d( 
Theile  getheilt  wird  und  in   einen   begrenzten 
also  keine  unendlichen  Aeste  besitzt. 

Sind  x\  y   die  Coordinaten  der  Durchschni 
Axen,  so  findet  man: 

rc'  =  +  Ve«  +  a«,     y  =  +1 

Zur  weiteren  Discussion  sind  folgende  Fäl 

1 )  a  >>  e ;  in  diesem  Falle  ist  in  dem  Aus 

Wurzelzeichen  nur  das  Zeichen  +  zulässig,  di 
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beiden  Axen  nur  in  zwei  Punkten  schneidet.  Jedem  Werthe  von  x, 
welcher  numerisch  kleiner  ist  als  x'  =  Vc^  +  ^^*>  entsprechen  zwei 
gleiche  und  entgegengesetzte  reelle  Werthe  von  y ;  für  jeden  grösseren 
Werth  von  x  wird  y  imaginär;  denn,  ist  x^  <^e^  -}•  a^^  so  hat  man 
a*  >  x^  —  c^  a*  >  (ic*  —  e^y  oder  a*  >  ic*  —  2e*x^  +  e* ,  oder 
a*  +  4e^x^  >  {x^  +  e^ ,  d.  i.  Va*  +  Ae^'x^  >  fl;^  +  e*,  somit  in 
(2)  y*  positiv  und  umgekehrt.  Die  Curve  schliesst  daher  einen  läng- 
lichen Raum  ein,  hat  übrigens  eine  ovale  oder  ellipsenförmige  Gestalt 
(Fig.  52),  wenn  a^ey2,  und  eine  an  den  Punkten  JB,  B'  eingedrückte 
(Fig.  53),  wenn  a  zwischen  6^2  und  e  liegt. 

2)  flf  =  e.  Die  Gleichung  der  Curve  ist  in  diesem  Falle : 

{y^  +  ^y  +  2e«  [y^  ^x^)  =  0,  (4) 

oder: 

1/2  =  —  c^  —  a;*  +  e  Vc«  +  4a:% 
aus  welcher  für  y  =  0 : 

a:'  =  0  und  x' =  ±  6^2 
folgt.  Die  Curve  schneidet  daher  die  Abscissenaxe  im  Ursprünge  und 
in  zwei  Punkten,  welche  zu  beiden  Seiten  desselben  im  Abstände  6^2 
liegen.  Für  jeden  Werth  von  x,  welcher  numerisch  >  e-^2^  wird  y 
imaginär,  während  jedem  numerisch  kleineren  Werthe  von  x  zwei  gleiche 
und  entgegengesetzte  reelle  Werthe  von  y  entsprechen.  Hieraus  folgt, 
dass  die  Curve  (Fig.  54)  eine  schleifenförmige  Gestalt  hat,  wovi^n  sie 
den  Namen  Lemniscate  oder  Schleifenlinie  führt.  Der  Punkt 
0  ist  ein  sogenannter  doppelter 
Punkt,  weil  er  yon  der  Curve  zweimal 
geschnitten  wird.  Den  grössten  Werth 
erreicht  die  Ordinate  in  dem  Abstände 
aj  =  ±.  j^ys  und  die  entsprechenden 
Punkte  der  Curve  liegen  in  einem  Kreise, 
welcher  aus  dem  Punkte  0  mit  dem 
Halbmesser  OF=e  beschrieben  wird.  In  der  Figur  ist  OJP=OJP'=e, 
die  halbe  Axe  OA  =  OÄ  =  q/2  und  für  jeden  Punkt  M  der  Curve : 

FM  .  F'M  =.  ÖF^. 

3)  a  <Ce.  In  diesem  Falle  wird  y'  =  ±,  Va^  —  e^  imaginär, 
daher  die  ^-Axe  von  der  Curve  nicht  geschnitten.  Letztere  schneidet 
die  X'kxe  in  4  Punkten,  welchen  die  Abscissen  a:,  =  ±.  Ve^  —  a^  und 
x^=  +  Vc^  +  ö^^  zugehören ;  für  jeden  Werth  von  ic,  welcher  nume- 
risch kleiner  als  rr,  oder  grösser  als  x^  ist,  fällt  y  imaginär  aus,  erhält 

26* 
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r  jedes  x,    dessen  Zahlenwerth  zwischen  x^   und  x^  Hegt,  zwei 
und  entgegengesetzte  reelle  Werthe,  daher  die  Curve  in  diesem 

Falle  aus  zwei  getrennten,  die 
festen  Punkte  F,  F'  umschliessenden 
Theilen  besteht  (Fig.  55). 

Unter  diesen  verschiedenen  For- 
men ist  die  Lemniscate  die  bemer- 
kenswertheste  Curve.  Die  Gleichung 
derselben  wird  sehr  einfach,  wenn 
man  sie  durch  Polarcoordinaten  ans- 
Setzt  man  in  (4)  a-  =  r  cos  6,  y  =  r  sin  6,  so  erhält  man  als 
gleichung  der  Lemniscate: 

r  =  ±  c  V2  coT2e, 
man  zugleich  schliessen    kann ,    dass    die    beiden  Tangenten  im 
0   (wo    r  =  0)    mit    der    x-Axe    die  Winkel    =  +  45^    ein- 
3n. 

e  Lemniscate  erscheint  auch  als  der  geometrische  Ort  der  Fuss- 
der  aus  dem  Mittelpunkte  einer  gleichseitigen  Hyperbel  auf  die 
;en  gefällten  Perpendikel.     Ist  nämlich  überhaupt ; 

aY  —  b^x^  =  -  ««6^ 
ichung    einer   Hyperbel ,    p  =  mx  +  n  .  .  .  {a)    die    Gleichung 
mgente  an  derselben,  so  ist  f§.  221]  a^m'^  —  b^  —n^  =  0 . . .(ß) 

ingungsgleichung  für  die  Berührung,  und  y  =  —    -  x  ,  .  .   ('/\ 

m 

ichung    des    aus    dem    Mittelpunkte   auf  die  Tangente    geftllten 

likels.     Durch  Elimination    von   m   und  n   aus  den  Gleichungen 

I,  (y)  erhält  man: 

chung  der  Fusspunktcurve,  welche  für  a  =  6 ,  d.  i.  für 
abseitige  Hyperbel  in  die  Gleichung  der  Lemniscate: 

t,  deren  halbe  Axe  =  a  =  der  1«*«°  Halbaxe  der  Hyperbel  ist. 

0,  Aufgabe.  Die  Fusspunktcur ve  der  aus  dem  Schei- 
ler   Parabel   y^  :=  px   auf  die  Tangenten   gefällten 
tidikel  zu  finden. 
y  =  mx  '\'  n   die  Gleichung  der  Tangente ,  so  hat  man  p  = 

231,  Gl.  {ß)]  als  Bedingung  der  Berührung  und  y  =  —  —x 

'  i 
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tus  dem  Scheitel  auf  die  Tangente  gefällten  Perpen- 
iination  von  m  und  n  aus  diesen  drei  Gleichungen 
öichung  der  gesuchten  Curve,  welche  den  Namen 
soide  führt: 


r  =  — 


2>  •}-  4x' 


lellt,    dass  y  nur  *für  solche  negative  Werthe  von  x 


zwischen  0  und 


^ 


liegen.    Die  Curve  liegt  daher 


ier  Directrix  UU'  (Fig.  56)   der  Parabel,   und   der 


Fig.  56. 


n  errichteten  Tangente 
OY.  Vertauscht  man  die  beiden  Halb- 
axen  der  x,  schreibt  also  —  x  statt  +  ^» 
so  geht  obige  Gleichung,  wenn  man  Kürze 
halber  p  =z  4q  setzt,  über  in : 

q  —  x 
Jedem  zwischen  0  und  q  liegenden 
Werthe  von  x  entsprechen  zwei  gleiche, 
entgegengesetzte  Werthe  von  y,  daher  die 
Curve  zu  beiden  Seiten  der  x  -  Axe  sym- 
metrisch ist.  Für  x  =  Q  wird  auch  y  =  0, 
die  Curve  geht  daher  durch  den  Ursprung ; 
mit  zunehmendem  x  wächst  auch  y  und 
wird  unendlich  gross  itx  x  =  q.  —  Der 
Nenner  q  —  x  gibt  den  Abstand  eines  Punk- 
tes   der    Cissoide   von   der   Directrix;    da 

nun  (/  —  a;  =  ^ ,  so  sieht  man,   dass  dieser  Abstand  mit  wachsendem 

y 

y  immer  kleiner  wird  und  der  Nulle  sich  unendlich  nähert ;  die  Directrix 
ist  daher  eine  Asymptote  unserer  Curve. 

Beschreibt  man  über  OD  =  q  als  Durchmesser  einen  Kreis,  so 
ist  y^  =  qx  —  x^  dessen  Gleichung ;  zieht  man  nun  durch  den  Ur- 
sprung 0  eine  beliebige  Gerade  OB,  deren  Gleichung  y  =  ax  sein 
mag,  so  schneidet  diese  den  Kreis  und  die  Cissoide  in  den  Punkten  N 
und  M,  und  man  findet  für  die  Abscissen  dieser  Punkte: 


0R  = 


somit  auch  DP  =  OD 


0P  = 


a^q 


1  +  «' 

OP=—^.  =  OR,    folglich   BM^ON 
1  +  <» 
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wodurch  ein  sehr  einfaches  Mittel  gegeben  ist,  die 
Punkte  zu  coQstruiren. 

II.  Transcendente  Curven. 

241.  Im  Allgemeinen  wird  jede  Curve,  deren  Glei 
in  Form  einer  algebraischen  rationalen  Funktion  dei 
naten  x,  y  darstellen  lässt,  eine  transcendente  gena 
daher  auch  solche  Curven  in  diese  Glasse,  in  deren  61e 
y^   oder   beide   Coordinaten   zu   Potenzen   mit  irration; 

y2 

erhoben  vorkommen ,  z.  B.  ^  =  o?  .  Wir  wollen  . 
solche  betrachten,  bei  welchen  die  eine  Coordinate  d 
cendente  Funktion  der  anderen  bestimmt  ist. 

Logarithmische   Linie  (Logistili 

Bezeichnet  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithi 
Gleichung  dieser  Curve  in  ihrer  einfachsten  Gestalt : 


=  ae" 


oder  X  =:  dl 


y 

a 


oder,  wenn  a  als  Längeneinheit  angenommen  wird: 

y  =  f,     x  =  ly, 

so  dass  also  die  Abscissen   die   natürlichen  Logarithme 

darstellen.    Aus  (1)  folgt  y  ^=  a  für  a;  =  0;  die  Cun 

die  Ordinatenaxe  in  dem  Abstände  OA  =  a  vom  ürsp 

Mit  zunehmendem  x  wird  auch  y  immer  grösser  und  v 

Unendliche.   Für  negative  Werthe   von  x  bleibt  y  posi 

um  so  kleiner,   je  grösser  der  Zahlenwerfh  von  x  wird 

klein  für  jj  =  —  x ;   die  a?-Axe  ist  daher  eine  Asymj 

welche   gänzlich   oberhalb   d 

Unterhalb   dieser  Axe   liege 

isolirte  Punkte  in  unendliche 

zwar    obigen    Gleichungen 

aber,  keine   stetige  Folge  bi 

Curve    nicht  angehören.    Eil 

ter  Punkt  ergibt  sich  nämlich 

von   X,    welcher   einen   Bru< 

Nenner  zum  Ausdrucke  hat. 

p 
X  =  -—  =  ly  ^    so  kann    n 
2q 
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Äuf  die  Form: 

P  -  1  /^ 

-^  =  ly\  oder  y*  =  6^  d.  i.  ^  =  +  1/  e« 

bringen;    der    positive    dieser    beiden    Werthe    ist    der   zur    Abscisse 

P 
a;  =  — -  gehörige  Ordinatenwerth  der  Curve,    der  negative  liefert  eiuen 
2q 

isolirten  Punkt. 

Eine  allgemeinere  Form   der  Gleichung   der  logarithmischen  Linie 

ist:    y  =  mb*^,    wo  &  eine  positive   absolute  Zahl,    m  und  n  lineare 
Grössen  von  beliebigem  Zeichen  bedeuten.    Sie  lässt  sich  leicht  auf  die 
Form  (l)  bringen.    Man  setze  zuerst: 
1         1 


■  e^,  somit  a  = 


Ib' 


so  wird  y  =  me^.  Verrückt  man  nun  den  Ursprung  auf  der  Abscissen- 
axe  um  das  noch  unbestimmte  Stück  ^,  setzt  also  a?  +  ^  statt  x,  so 
verwandelt  sich  diese  Gleichung  in: 


I 
woraus,   wenn    man  £  so  bestimmt,   dass  me^  =  a   wird,    d.  i.  wenn 

a  ^ 

man  g  =a2—  setzt,  y  =  ae^  folgt. 
m 

Denkt   man   sich  die   logarithmische  Linie  BÄC  (Fig.  58),  deren 

X 

Gleichung  y=z  ae^^  um  die  Axe  der  y  gedreht,   so  kommt  sie  in  die 

Lage  B*AC  und  hat  zur  Gleichung  y=  ae  ".  Irgend  eine  aur  y-Axe 
in  dem  Abstände  OP=x  parallele  Ge- 
rade schneidet  diese  beiden  Curven  in 
den  Punkten  M  und  M'\  ist  nun  N 
der  Halbirungspunkt  der  MM\  so  hat 
man  PN  =  J  {PM  +  PM'\  und  folg- 
lich ist: 


die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes 
Z).4J5J  dieser  Halbirungspunkte,  welcher 
somit  ebenfalls  eine  transcendente  Curve  ~>-?^ 


/ 
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rt  den  Namen  Kettenlinie,  weil,    wie  in   der  Mechanik 
I,    eine   Kette,    oder   vielmehr   ein   vollkommen   biegsamer, 

Faden,   welcher  in    allen  Punkten  durch   gleiche  Gewichte 

die  Gestalt  dieser  Curve  annimmt. 

Rolllinien.  Wenn  sich  eine  gegebene  Curve  auf  einer 
ten  Curve,  ohne  zu  gleiten,  wftlzt,  so  wird  ein  in  der  Ebene 
Curve  liegender,  mit  ihr  fest  verbundener  Punkt  eine  Carve 
welche  eine  Rolllinie  genannt  wird.  Unter  den  mannig- 
•ven  dieser  Art  wollen  wir  folgende  betrachten. 

1.  Die  gemeine  Cycloide. 

man  einen  Kreis  auf  einer  festen  Geraden  rollen,  so  be- 
end  ein  bestimmter  Punkt  der  Peripherie  des  Kreises  eine 
he  gemeine  Cycloide,  oder  auch  schlechthin  Cycloi  de 
•d.  Um  die  Gleichung  dieser  Curve  zu  erhalten,  sei  (Fig.  59) 
feste  Gerade,  Grundlinie,  MBN  der  w&lzende  Kreis 
Fig.  59. 
F 


ingskreis)  in  irgend  einer  seiner  Lagen;  Jlf  der  beschreib 
ankt,  also  ein  Punkt  der  Cycloide,  und  0  ein  Punkt  in  der 
welchem  der  beschreibende  Punkt  M  in  einer  früheren  Lage 
s  zusammenfiel.    Nehmen  wir  die  XX'  als  Äbscissenaxe,    die 

0  darauf  Senkrechte  OY  als  Ordinatenaxe,  so  ist  OJP  = 
y.  Setzt  man  nun  den  Winkel  .BCilf,  den  sogenannten  Wäl- 
n  k  e  1  =  y ,  so  ist  arc  BM  =  afp,  wenn  a  der  Halbmesser 
IS   und  q)   im    Bogenmaass   für   den  Halbmesser  =  1    aasge- 

Ferner  folgt  aus  der  Natur  der  Wälzung  OB  =  arc  BM  = 

in  OP=x=OB  -  BP=  OB  —  MB,  und  MB  =  a  siny, 

^  =  y  =  OB  —  CR,   und  OB  =  a  cos  (f>   ist,    so   hat   man : 

X  =  a  {(p  —  siiKp),     p  =  a{l  --  cosqp).  (1) 

1  Elimination  von  qp  erhält  man  die  Gleichung  der  Cycloide: 

nämlich    aus    der    2*®"   dieser   Gleichungen:    cosy= , 
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folglich : 


(f)  =  arc  cos ,     sin  cp  =  -  T/2a^  —  y^ , 

a  '        a 


jc  =  a  arc  cos  — \  2ay  —  y^ . 

a 


In  den  meisten  Fällen  bedient  man  sich  jedoch  statt 
chnng  (2)  mit  Vortheil  des  Systems  der  Gleichungen  (1) 
Coordinaten  x,  y  eines  Punktes  der  Cycloide  durch  eim 
änderliche  (f  ausdrüqken ,  welche  aller  Werthe  von  —  c 
fähig  ist. 

Für  jeden  Werth  von  y,  von  der  Form  ±_  2n7r,  wo 
tive  ganze  Zahl ,  wird  ^  =  0 ,  während  die  zugehörigen 
X  durch  den  Ausdruck  +  2na7i  gegeben  sind ;  die  Cycloide 
x-Axe  in  unendlich  vielen  Punkten  ...  0,  (7,  .  .  . ,  welche 
femung  2a7t  auf  einander  folgen,  und  die  Curve  besteht  s 
vielen  congruenten  Bögen,  wie  0A0\  von  welchen  in  de 
einer  in  Betracht  gezogen  wird.  Die  Ordinate  erreicht  il 
Werth  =  2a  für  cos^)  =  —  1 ,  d.  i.  für  cp  =  rt ,  (oc 
y  =  ji(2n-|-  l)7r),  zu  welchem  Werthe  von  qp  die  Absciss 
ajt  =  100'  gehört.  Der  entsprechende  höchste  Punkt  Ä 
heisst  der  Scheitel.  Die  zu  beiden  Seiten  des  Scheit 
Hälften  OÄ  und  AO'  der  Cycloide  sind  congruent,  da 
cos  {tt  —  (/')  =  cos  {n-  +  H^)  ist.  Das  aus  dem  Scheit 
auf  die  feste  Gerade  XX'  gefällte  Perpendikel  AD  hei 
der  Cycloide. 

In   den  Anwendungen   ist   es   meistens  bequemer,    de 
zum  Ursprung  zu  nehmen;    werden   die   neuen  Abscissen 
AB   gezählt,    so    ist   AQ  =  x\    MQ  =  y    und    x  =  0 
an  —  y;  y  =  AD  —  AQ  =  2a  —  x\    wodurch  die  Gl( 
fibergehen  in: 

aj'  =  a  -f-  ö  cos  fjp ,     y  =z  a[7r  —  <p)  +  «  sin  < 

oder,  wenn  man  tt  —  cp  =  \p  setzt : 

x'  =  a{l  —  cosi/^),     y  =  a{xf)  +  sini//), 
aus  welchen  man  noch  durch  Elimination  von  i/^ 


=  a  arc  cos f-  y2ax 


findet. 
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2.   Die  gedehnte  und  die  verkürzte 

3.  Wenn  der  beschreibende  Punkt  M  nie 
sugungskreises,  sondern  innerhalb  oder  auss 
teht  im  ersten  Falle  die  sogenannte  g 
fte  Cycloide  (Fig.  60),  im  zweiten  die  v 
igene  Cycloide  (B'ig.  61).  Wählt  man 
3issenaxe  und  als  Ursprung  einen  Punkt  d 
Fig.  60. 


0        P    B  D 

Erzeugungskreis   berfihrt   bei  einer  jener 
chreibende  Punkt   vertical    unter   dem   Mi 
man  ferner  mit  a  den  Halbmesser  des  E 
Fig.  61. 

r 


\.bstand   des  beschreibenden  Punktes  M  v( 

mit  ff  den  Wälzungswinkel  MOB  (Fig.  6 

MF=yi  so  erhält  man  auf  dem  für  die 

X  =  aq)  —  &  sin  fjp ,     y  =  a  —  h  c 
ch  Elimination  von  y: 


jr  =  a  arc  cos 


(« 


ßhung   der   gedehnten   oder   verkürzten   Cj 
3r  >»  a  ist.     Für  a  =  ft   gehen  diese  Gle 
i  Cycloide  über.    Nimmt  man  den  Scheitel 
I  Abscissen  o?'  auf  der  Axe  AI),  so  erhält 
chere  Form: 
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==  a  arccos  — =- f-  'V2bx  —  x^. 


3.  Die  Epicycloide  und  Hypocycloide. 

244.  Wenn  ein  Kreis  (der  Erzeugungskreis)  auf  der  convexen 
Seite  der  Peripherie  eines  anderen  festen  Kreises,  des  Grundkreises, 
fortrollt,  so  beschreibt  ein  fester  Punkt  in  der  Peripherie  des  Erzeu- 
gungskreises die  Epicycloide. 

Nehmen  wir  zuerst  an,  die  Be- 
rührung der  beiden  Kreise  sei  eine 
Äussere,  und  ABÄ'  (Fig.  62)  der 
Grundkreis ;  BMN  der  Erzeugungs- 
kreis in  einer  beliebigen  Lage;  M 
der  beschreibende  Punkt,  welcher 
in  einer  früheren  Lage  des  letztge- 
nannten Kreises  mit  dem  Punkte  Ä 
des  Grundkreises  zusammenfiel.  Neh- 
men wir  den  Mittelpunkt  0  des 
Grundkreises  zum  Ursprung,  den 
durch  Ä  gehenden  verlängerten  Durch- 
messer desselben  als  Abscissenaxe, 
und  fällen  wir  die  Perpendikel  MP, 
CQ  und  MR,  so  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  M  der  Epicycloide: 

xz=:OP=OQ  +  ME\     y  =  MF=CQ  —  CR\ 
bezeichnen  wir  nun   mit  J?,   r  die  Halbmesser   des  Grund-  und  Erzeu- 
gungskreises, mit  (p  und  (p  die  Winkel  AOB  und  BCM,  so  ist  zun&chst 

p 
axQ  AB  =  arc  BMy  d.  i.  Rrp  =  r(p\    somit  qp'  =  -  (jp ; 

femer  OQ  =  (JR  -f-  r)  cosqp ,     MR  =  r  sin  MCR 

C§  =  (JB  +  r)  sin  gp,      CR  =  r  cos  MCR, 
und,     da     /_  MCR  =  (p  —  (90«  —  (p)  =  —  [90«  —  (<p  +  (p')]  = 

—  [90« 


(p]  ist: 

r      ^ 


.     ,^^^  R  +  r 

sm  MCR  =  —  cos  — : —  cp, 

r       ^ 


cos  MCR  =  sin 


Ä  +  r 


r^ 


durch  Substitution  dieser  Werthe  in  obige  Ausdrücke  von  x  und  y  er- 
hält man  für  die  Epicycloide  das  System  der  Gleichungen: 


7?  -i-    r 

X  =  {R  +  r)  cosy  —  r  cos <p , 

R  +  r. 

y  =  {R  -}•  r)sing)  —  r  sin  — - —  q>. 


(1) 
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Wenn  der  Erzeugungskreis  aus  einer  b 
bei  welcher  M  mit  Ä  in  Berührung  war, 
nachdem  die  Länge  des  auf  dem  Grundk 
ÄEA'  der  Peripherie  des  Erzeugungskreisei 
Punkt  31  wieder  in  A'  auf  den  Grundkreis 
den  epicycloidischen  Bogen  ADA'  beschri 
Bewegung  des  Erzeugungskreises  wird  de 
dem  ersteren  völlig  congruenten  Bogen  b( 
Verhältniss  der  beiden  Halbmesser  JB  :  r  i  r 
dass  keiner  der  folgenden  Bögen  mit  eine 
kann;  in  diesem  Falle  besteht  die  Epicyi 
congruenten  Bögen.  Ist  aber  das  Verhältniss 
der  Punkt  31  nach  einem  oder  mehreren  1 
sammenfallen  und  von  hier  an  die  schon 
fort  und  fort  wieder  durchlaufen.  In  diesen 
cycloide  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Bi 

Im  letzteren  Falle,  wenn  nämlich*  da 
ist,  führt  die  Elimination  von  fp  aus  den  Gh 
braischen  Gleichung  zwischen  x  und  y,  so 
Epicycloide  aufhört  eine  transcendente  Curv 
=  w :  w,  wo  m  und  n  ganze  Zahlen  bedeu 
über  in: 

X  =  [B  -\-  r)cos(p  —  r  cos 


y  =  (iJ  +  r)  sin  qp  —  r  sin 

oder,  wenn  man  (p  =  wr/s  m  -\-  n  =  k  se 

X  =  {E  -\-  r)  cos  nifj  —  » 
y  =  [R  -\-  r)  sin  wi/'  -;-  r 

Nun  lassen  sich  aber  bekanntlich,  wenn 
cos«(/s  sinnip,  coskip,  smki},f  durch  Pot 
rational  ausdrücken  [§.  71];  substituirt  ra 
BO  können  mit  Hilfe  der  Gleichung  sin  ip^ 
cosrp  eliminirt  werden,  wodurch  man  oflfe 
Gleichung  zwischen  x  und  y  gelangt.  \ 
Der  einfachste  Fall  dieser  Art  ist  der 
wird;  die  Gleichungen  der  Epicycloide  wer 
X  =  2r  cosq)  —  r  cos  2(jp ,  «/  =  5 
und  verwandeln  sich  mit  Hilfe  der  bekannt 
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welcher  Werth    in    die  vorige  Glei- 
chnng  sabstituirt: 

x'  +  y^  =  2r  ( V^+l^  -  ^> 
oder 

(^'  +  yy  +  ^rx  (x^  +  y^)  -  ir^y 

als  Gleichung  der  gesuchten  Epicycloide  gibt;  die 
ihrer  herzförmigen  Gestalt  den  Namen  Cardio id( 

X  =  Q  cosb  ^     y  =  ß  sin  6 , 

so  erhält  man  als  Polargleichung  der  Card: 

ß  =  2r  (1  —  cos  6)  =  ir  sin  ^ö' 

Zieht  man  durch  den  Punkt  A  eine  beliebige  G 

den  Grundkreis  in  P  schneidet,  und  setzt   /    MAI 

AM  =  2r  —  2r  cos  6 ,     AM'  =  2r  + 
somit: 

AM  +  2r  cosÖ  =  AM'  —  2r  cos6  = 

aus  dem  /\ABP  folgt  aber  AP=2r  cos  6;  folglich  u 
welche  Eigenschaft  der  Cardioide  ein  sehr  einfach 
struction  derselben  darbietet. 

245.  Wenn  der  Erzeugungskreis  auf  der  inn 
Seite  der  Pheripherie  des  Grundkreises  rollt,  wol 
kleiner  sein  muss,  als  jeuer  des  Grundkreises,  so  1 
Punkt  des  ersteren  Kreises  die  Hypocy  cloide. 
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Die  Gleichungen  dieser  Curve  werden 
leitet,  wie  jene  der  Epicycloide,  wozu  die 
facber  ergeben  sie  sich  ans  jenen  der  £ 
Halbmesser  des  Erzengungskreises  mit  entgej 
Dadurch  erhält  man  für  die  Hypocy 
Gleichungen : 

X  =^  [R  —  r)  cos  y  +  r  cos 


y  =  {R  —  r)  sing)  —  r  sin 

Die    Hypocycloide    besteht    ebenfalls 
Bogen  ÄDÄ  gleichen  Zügen,  wenn  das  Vei 


welche  offenbar  dem  durch  den  Anfangspu 
genen  Durchmesser  des  Grundkreises  auj 
ist  also  in  diesem  Falle  eine  gerade  Linie  i 
messer  des  Grundkreises. 

Ist  der  Halbmesser  r  des  Erzengungsh 
Grnndkreises,  so  erfolgt  offenbar  die  Wälzu 
rung  der  Kreise  —  auf  der  convexen  I 
die  erzeugte  Rolllinie  ist  wieder  eine  E  p  i  c 
in  obigen  Gleichungen  (l)r  =  i2  +  ?»   s( 

Q 


X  =  {R  -\-  q)  cos 
y  =  [R  -{.  q)  sin 


R+Q 

Q 

R  +  Q 


<P 


V 
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und  verwandeln  sich,   wenn  raan  noch: 


Ji  +  ^ 


g)  z=  \p,    also  qp  = ^  xff 


setzt,  in  folgende: 


B  +  Q 

X  =::  [B  +  q)  COSXJJ  —  Q  COS  !— ^  Xf) 

y  ^[B  +  q)  sin  xl'  —  Q  sin  — ^-^  ip^ 

welche  einer  Epicycloide  angehören,    deren  £rzeugungskreis  vom  Halb- 
messer Q  den  Grundkreis  vom  Halbmesser  B  von  aussen  berührt. 

Man  sieht  hieraus,  dass  jede  Epicycloide  auf  zweifache  Weise  er- 
zeugt werden  kann;  entweder,  wenn  auf  dem  Grundkreise  vom  Halb- 
messer B  der  Erzeugungskreis  vom  Halbmesser  r  so  rollt,  dass  die 
Kreise  sich  von  aussen  berühren ;  oder,  wenn  sich  auf  demselben  Grund- 
kreise vom  Halbmesser  B  ein  Erzeugungskreis  vom  Halbmesser  B  -{•  r 
wälzt,  und  dabei  die  Kreise  sich  von  innen  berühren. 


4,   Die  Kreisevolvente. 

246.  Wenn  eine  gerade  Linie,  die  erzeugende  Gerade,  an  der 
Peripherie    eines    Kreises,   des  Grundkreises,   sich,   ohne  zu  gleiten,   so 


Fig.  65. 


bewegt,  dass  sie  mit  dem  Kreise  bestän- 
dig in  Berührung  bleibt,  so  beschreibt  ein 

fester   Punkt   der  Geraden   eine   Curve, 

welche   den  Namen  Kreisevolvente 

führt. 

Sei  (Fig.  65)  ABN  der  Grundkreis, 

UM  die  erzeugende  Gerade  in  einer  be- 
liebigen Lage,    in  welcher  sie  den  Kreis 

im  Punkte  B  berührt,  M  der  beschreibende 

Punkt,   welcher   in  einer    früheren  Lage 

der   Geraden    mit    dem    Punkte    Ä    des 

Kreises  zusammenfiel ;  B  der  Halbmesser 

des  Kreises,  /_  AOB  =  y.  Nimmt  man 

0  als  Ursprung,    und    den   verlängerten 

Durchmesser  OA  als  Abscissenaxe,  so  ist  für  den  Punkt  M  der  Curve : 
OP=x  =  OQ  +  MB;     MP  =  y  =  BQ  —  BB. 
0Q  =  Bcosip,  MB  =  BM  sin y , 

BQ  =  Bsinq),  BB  ^  BM  cos  (p , 

endlich  BM  =  arc  AB  =  Bq^,  Durch  Substitution  dieser  Werthe  erhält 

man  für  die  Kreisevolvente  das  System  der  Gleichungen: 
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X  ^=  E  (cos  (p  +  (f^  fiinq^),     \ 

y  =  B  (sin  cf  —  qp  cos  y) ,  J 
Man  kann  die  Kreisevolvente  als  Epicycloide  betrachten,  bei  wel- 
cher der  Halbmesser  des  Erzeagnngskreises  unendlich  gross  ist,  wo- 
durch dieser  in  eine  gerade  Linie  degenerirt.  In  der  That  gehen  die 
Glgn.  (1)  der  Epicycloide  [§.  244]  in  jene  der  Kreisevolvente  über,  wenn 
man  r  ==  oo  setzt.  Aus  der  ersten  derselben  folgt  nftmlich  durch  Auf- 
lösung des  Cosinus: 

j*  =  12  cos  qp  +  »'  COS  (jp  —  r  cos  —  y  .  cos  g>  -f-  r  sin  —  g) .  sin  (/> , 


r  sm       (jp.sin^), 


=  i?  cos^)  +  »"cosqp  II  —  cos  —  qp  j  -f 

=  Ä  cos  qp  -|-  2r  cos  (jp  I  sin  —  qp  I  +  ^  sin  —  y  .  smqp . 


Setzen  wir  -- 
2r 


a ,     also     r 


_R(p 


so  kommt: 


,>             .    T^               sin  a*    ,    _      .      ■  sin  2a 
a;  =:  i?  cos  qp  +  J^<P  cos  rjp  .    - 1-  Bcf  sm  qp .  -—   -  . 

La3sen  wir  nun  r  unendlich  zunehmen,  so  wird  a  unendlich  klein,  folg- 
lich, weil: 

,.     sino*       ,.     sina     .  ^  ,     ,.     sin  2a 

lim =  hm  .  sm  a  =  0     und     lim  -— —  =  1    ist , 

OL  a  2a 

X  =:  R  (cos  (jp  -f  (p  sinqp) . 

Dieselbe  Behandlung  gestattet  die  Gl.  fflr  y. 

Will  man    die  Curve   durch  Polarcoordinaten   ausdrücken,   so   hat 

man ,   wenn   GM  =  q,    /_  MOP  =  6   gesetzt   wird,    q  =  Vo?*  -|-  y*, 


tgÖ 


somit : 


^  =  i?T7T^,    tge  =  ;??-?-. 


Wie  man  sieht,  nimmt  q  mit  qp  unendlich  zu ;  die  Curve  zieht  sich 
demnach  in  unendlich  vielen  schneckenförmigen,  sich  immer  erweitern- 
den Windungen  um  den  Kreis  herum,  und  schliesst  sich  in  Folge  dieser 
Eigenschaft  an  die  Familie  der  Spirallinien  an,  von  welchen  wir  die 
bemerkenswerthesten  noch  kurz  betrachten  wollen. 

Spirallinien. 

247.  Spirallinie  oder  Spirale  heisst  jede  Curve,  welche  sich 
in  unendlich  vielen,   sich  immer   erweiternden   oder  verengernden  Win- 
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düngen  um  einen  festen  Punkt  herumzieht,  in  welchem  sie  en 
ihren  Anfang  hat,  oder  welchem  sie  sich  ohne  Ende  nähert.  E 
in  der  Natur  dieser  Curven,  dass  ihre  Gleichungen  durch  Anw( 
von  Polarcoordinaten  die  einfachste  Form  erhalten,  wobei  di 
Schlüsse  des  §.  236  Gesagte  zu  berücksichtigen  ist. 

1)  Die  archimedische  Spirale.  (Fig.  66)  Ihre  Gleichu 

wo  r  den  Radiusvektor  OM  eines  beliebigen  Punktes  der  Curve, 
Polarwinkel  MOX  bedeutet,  im  Bogenmaass  für  den  Halbmesser  = 
gedrückt,  (also  den  Bogen  AP  des  mit  dem  Halbmesser  =  1 
beschriebenen  Kreises  APN),  und  a  eine  lineare  Constante.  Di( 
chung  zeigt,  dass  die  Radienvektoren  den  von  denselben  beschri 
Winkeln  proportional  sind.  Man  kann 
sich  daher  diese  Spirale  auf  fol- 
gende Weise  durch  eine  stetige  Be- 
wegung erzeugt  denken.  Eine  beweg- 
h'che  Gerade  OU  von  unbegrenzter 
L&nge  drehe  sich  um  den  Punkt  0, 
und  auf  derselben  bewege  sich  ein 
Punkt  M  dergestalt,  dass  die  von 
demselben  durchlaufenen  Wege  den 
von  dem  beweglichen  Radiusvektor 
beschriebenen  Winkeln  proportional 
sind;  der  Punkt  M  beschreibt  dann  die  archimedische  Spirale. 

Ertheilt  man  in  ( 1 )  dem  Bogen  6  negative  Werthe,  so  drücl 
Gleichung  dieselbe  Spirale,  aber  in  entgegengesetzter  Lage  aus, 
man  erhält,  wenn  man  die  in  der  Figur  gezeichnete  um  OF 
Beide  Spiralzüge  sind  in  derselben  Gleichung  enthalten,  wiev 
der  Regel  blos  der  eine  in  Betracht  gezogen  wird. 

Sind  r,  /  die  Vektoren  zweier  Punkte  Jtf,  M'  der  Spirale, 
zu  zwei  um  3C0®  verschiedenen  Polarwinkeln  gehören,  so  is 
a(Ö  +  2/1 ),  wenn  r  =  a6,  somit  /  —  r  =  2a7i ,  woraus  folg 
der  Abstand  MM'  der  einzelnen  Windungen  von  einander,  a 
Radiusvektor  gezählt,  in  der  archimedischen  Spirale  constant  ist 

2)  Die  hyperbolische  Spirale,  (Fig.  67);  ihre  Gleich 

rb  =  a, 
von  deren  Aehnlichkeit  mit  der  Asymptotengleichung  der  Hypei 

Hkrr,  Höh.  Mathematik,  I.  8.  Anfl.  27 
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Name  dieser  Spirale  herrfllirt.    Für  6  =  0  ist  r  =  oo ;  mit  zunebmea- 
dem  6   wird   r  immer   kleiner,   ohne  je   =  0  zn  werden.     Die  Conrc 

macht   daher   nach  dei 
einen    Seite     nnendKcl 

^ — ^— —    viele  immer  kleiner  iiik 

kleiner  werdende  Win- 
dungen am  den  Pol,  ohn( 
ihn  je  zu  erreichen,  wa 
bei  zugleich  der  Abstan( 
zweier,  auf  einander  fol 
genden  Windungen  im 
mer  kleiner  wird.  Dei 
Pol  bildet  hier  einei 
sogenannten  asymptotischen  Punkt. 

Ist  M  ein  Punkt  der  Curve,    OM  =  r,  ^MOP=d,  MF  =  y 
so  hat  man  r  =  r   und  3/  =  r  sin  6 ,  somit : 


y  =  a 


sin  6 


Für  jedes  6  >  0 ,   ist 


sin  0 
~6" 


<  1 ,  folglich  y  <ia\  je  kleiner  ab« 

6  wird,  desto  mehr  nähert  sich  (weil  lim--^  =  0    die   Ordinate   y 

der  Grösse  a,  wobei  gleichzeitig  r  unendlich  zunimmt.  Hieraus  folgt, 
dass  die  hyperbolische  Spirale  nach  der  anderen  Seite  die  Gerade  UV, 
welche  in  dem  Abstände  =  a  zur  Polaraxe  parallel  läuft,  zur  Asymp- 
tote hat. 

3.  Die  logarithmische  Spirale  geht  aus  der  logarithmischeD 
Linie  hervor,  wenn  man  die  Coordinaten  x,  y  m  der  Gl.  der  letzteren 
Curve  [Gl.  (1),  §.  241]  als  Polarcoordinaten  betrachtet;  die  Gleichung 
der  logarithmischen  Spirale  ist  daher: 


:  ae° 


oder   6  =  aZ  - , 
a 


wo  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  ist.  Für  6  =  0  wird  r  = 
und   für  jeden    positiven  Werth    von  6  ergibt   sich  ein  mit  6  fort  mi 
fort  wachsender  Werth  von    r;    für   6  =  00  wird   auch   r  =  od.    Ffi 
negative  Werthe  von  6  wird  r   (von   r  ^=  a  angefangen  ^ 
6  =  0)   immer    kleiner ,  je  grösser  der  Zahlenwerth  von 
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anendlich  klein  für  6=r  — oc.  Die  logarithmische  Spirale  roacht  daher 
nnendlich  viele  Windungen  um  den  Pol  herum,  welche  nach  der  einen 
Seite  ins  Unendliche  sich  fortsetzen,  dabei  ihren  Abstand  immer  ver- 
grdssemd,  nach  der  anderen  Seite,  sich  immer  mehr  und  mehr  veren- 
gernd, dem  Pole  sich  unendlich  nähern,  ohne  ihn  je  zu  erreichen.  Der 
Pol  ist  daher  auch  hier  ein  asymptotischer  Punkt.  Negative  Werthe 
von  r  sind  nur  für  solche  Werthe  von  6  möglich,  welche  einen  Bruch 
mit  geradem  Nenner  zum  Ausdrucke  haben;  solchen  Werthen  von  6 
entsprechende  Punkte  existiren  daher  wohl  unendlich  viele,  bilden  aber 
keine  stetige  Folge. 


27»  i 
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IL  ABSCHNITT. 

ANALYTISCHE  GEOMETRIE  IM 
ERSTES  KAPITEL. 

DER  LAGE    EINES  PUNKTES   IM  RÄUME.    — 
TRANSFORMATION  DER  COORDINA' 

Denken   wir  uns    durch  einen   festen 
i  unter   beliebigen  Winkeln   gegen   e 
Bnen  gelegt,  welche  sich  in  den  drei  G( 
schneiden.    Der   Raum    wird   durch 
Uy  isomit   durch   die  Gesammtheit   de 

Eörperwinkel  getheilt. 

nun  M  ein  Punkt  in  einem  dieser  E 
ben,  parallel  zu  den  Axeu  OZ,  OY, 
auf  die   genannten  Ebenen,    so   ist   k 

Fig.  68.  Punktes  ilf  in   d 

Z  Körperwinkel   dui 

m —:ß      drei  Geraden  unz 

/  __. J^''      '        Denn  legt  man  di 

/        /  /  zu   den    obigen    f 

/         !^    I  Ebenen,    so  schlic 

oL^""!  l^—X  ®^"    schief  winkelig 

7        ;'  ^-   '  in    welchem   die 

P  genüberliegende  I 

ches  durch  die  dr 
en  Kanten  OK  =  MB,  OL  =  MQ, 
mt  ist,  da  die  von  denselben  einges 
betrachten  sind. 

rallel  zu  den  Axen    genommenen  Abs 
Coordinaten  des  Punktes  M;  die 
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XOZ^  YOZ  werden  Coordinaten-Ebenen  0( 
Ebenen;  ihre  Durchschnittslinien  XX\  YY\  ZZ' d\ 
Axen;  der  gemeinschaftliche  Durchschnittspunkt  0 
Sprung  oder  Anfangspunkt  genannt.  Das  C 
stem  heisst  ein  rechtwinkeliges,  wenn  die  c 
auf  einander  senkrecht  stehen;  in  jedem  anderen  F 
winkeliges. 

Die  drei  Coordinaten  eines  Punktes  M  pflegt  n 
Stäben  x,  y,  z  zu  bezeichnen,  und  nennt  die  A3 
Coordinaten  beziehungsweise  parallel  sind,  Axe  de 
A  X  e  d  e  r  ;?.  In  jeder  der  drei  coordinirten  Ebenen 
von  welchen  diese  Ebenen  die  Namen :  Ebene  der  xy 
Ebene  der  yz  erhalten.  Bei  der  graphischen  Dars 
Coordinaten  des  Punktes  M : 

MIi  =  x,  MQ  =  y,  MP  =  z 
gewöhnlich  durch  die  gleichgeltenden  Strecken  OK  = 
und  MP  zur  Darstellung  gebracht. 

Denkt  man  sich  nun  die  Coordinaten-Ebenen  na 
Unendliche  erweitert,  so  entsprechen  denselben  ni 
then  der  drei  Coordinaten  x,  y,  z  offenbar  acht  Pun 
oben  erwähnten  acht  körperlichen  Ecken  liegen.  Um 
von  einander  zu  unterscheiden,  genügt  es,  die  Coo 
den  gehörigen  Vorzeichen  zu  versehen,  und  positii 
nehmen/  je  nachdem  dieselben  auf  den  zugehörige 
Sprunge  aus  nach  der  einen,  oder  nach  der  anderei 
.Richtung  abgeschnitten  werden.  Der  Ursprung  theill 
Axen  in  zwei  Hälften,  eine  positive  und  eine  negativ 
werden  die  positiven  Halbaxen  durch  OX,  OY,  OZ 
der  Regel  allein  gezeichnet. 

Sind  w,  n,  p  die  numerischen  Werthe  der  Coordin 
so  ergibt  sich  für  die  acht  möglichen  Lagen  desselbeu 
X  =:  -{•  m         X  =  —  m         X  =.  —  m 
y  =  +  n  y  =  +  n  y  =  —  n 

jz  =  -\-  p  s  =  '\-  p  s  =  -\-  p 

X  =  -{•  m        X  =  ' —  m         X  =  —  m 
y=+n  y=+n  y=—n 

Z  =1  —  p  Z  =z  —  p  Z  =  p 

Bezeichnen  wir  daher  mit  a,  6,  c  die  mit  den  g« 
versehenen   Werthe   der   Coordinaten    eines   Punktes 
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desselben  im  Räume  durch  die  drei  Gleichungen: 

vollkommen   bestimmt;    sie   werden    daher    die    Gleichungen    des 
Punktes  genaniit. 

Liegt  der  Punkt  in  einer  der  coordinirten  Ebenen,  so  ist  die  den 
Abstand  desselben  von  dieser  Ebene  ausdrückende  Goordinate  =0; 
zwei  seiner  Coordinaten  werden  ^ull,  wenn  er  in  einer  der  Axe&  liegt; 
endlich  gehöre  die  Gleichungen  a;  =  0,  ^  =  0,  ^0  =  0  dem  Ursprünge 
selbst  an. 

249.  Die  Punkte  P,  Q,  B  (Fig.  68,  S.  420),  in  welchen  die  Coor- 
dinaten des  Punktes  M  die  coordinirten  Ebenen  treffen,  sind  die  — 
parallel  zu  den  Axen  genommenen  —  Projectionen  des  Punktes  JT 
auf  die  genannten  Ebenen.  Bezeichnen  wir,  wie  oben,  mit  a,  b^  c 
die  Coordinaten  des  Punktes  M,  so  sind  offenbar: 

o;  =  a  )  die  Gleichungen  der  Projection  des  Punktes  M 

tf  =ib  j  auf  die  Ebene  der  xtf. 

jd  =  a  1  die  Gleichungen  der  Projection  des  Punktes  M 

£1  =  c  }  SLut  die  Ebene  der  xz. 

y  =  b  )  die  Gleichungen  der  Projection  des  Punktes  M 

jgr  =  c  J  auf  die  Ebene  der  ye. 

Von  diesen  drei  Systemen  von  Gleichungen  ist  jedes  eine  Folge 
der  beiden  anderen  und  kann  aus  diesen  abgeleitet  werden,  woraus 
folgt,  dass  die  Lage  eines  Punktes  im  Räume  durch  zwei  Projectionen 
desselben  vollkommen  bestimmt  ist.  Aus  diesem  Grunde  reicht  die  dar- 
stellende Geometrie  bekanntlich  mit  zwei  Projectionsebenen  aus,  während 
die  analytische  Geometrie  dreier  Coordinaten-Ebenen  bedarf,  weil  awei 
Projectionen  zu  ihrer  analytischen  Bestinmiung  drei  Coordinaten  erfordern. 

In  den  meisten  Fällen  kommen  rechtwinkelige  Coordinatensysteme 
zur  Anwendung;  dann  sind  P,  Q,  R  die  senkrechten  oder  ortho- 
gonalen Projectionen  des  Punktes  JM,  und  wir  wollen,  bevor  wir 
weiter  gehen,  einige  Sätze  über  derlei  Projectionen  voranschicken,  welche 
uns  von  Nutzen  sein  werden. 

1)  Fällt  man  aus  den  Endpunkten  einer  begrenzten  Strecke  =  l 
Senkrechte  auf  eine  Gerade  G  (die  P r o j e c t i o n s a x e),  so  heisst  das 
zwischen  den  Fusspunkten  der  Senkrechten  liegende  Stück  der  Geraden 
G  die  Projection  der  Strecke  l  auf  die  Gerade  Cr.  —  Liegen  die 
projicirte  Gerade  und  die  Projectionsaxe  in  einer  Ebene,  so  ist,  wenn 
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die  Projection   mit  p,   der    Neigungswiükel    beider  Gei 
zeichnet  wird,  offenbar 

p  z=  l  cos  a. 
Diese  Gleichung  gilt  aber  auch  dann,  wenn  die 
nicht  in  derselben  Ebene  liegen.  Man  überzeugt  i 
leicht,  wenn  man  beachtet,  dass  unter  dem  Neigungs 
sich  nicht  schneidenden  Geraden  immer  di 
kel  zu  verstehen  ist,  welchen  zwei  Gerade  e 
die  durch  einen  beliebigen  Punkt  parallel 
benen  Geraden  gezogen  werden.  Legt  man  i 
Endpunkte  A,  B  der  Strecke  AB  =  l  zwei  auf  di 
senkrechte  Ebenen,  welche  die  Axe  in  den  Punkten  . 
ferner  durch  den  einen  Endpunkt  A  eine  zur  Axe 
AC,  welche  die  durch  B  gelegte  Ebene  in  G  trifft, 
p  =  A'B"  =  AC,  und  in  dem  bei  C  rechtwinkeligen  , 
AB  cos BAC;  der  Winkel  BAC  ist  aber  eben  der  ] 
der  Geraden  l  gegen  die  Axe,  somit  p  ==z  l  cos  a,  wie 

2)  Die  Projection  einer  Geraden  l  auf  e 
die  Folge  der  Projectionen  sämratlicher  Punkte  der  G 
Ebene,  folglich  eine  in  dieser  Ebene  liegende  Gerade, 
Projectionen  der  Endpunkte  der  Strecke  l  begrenzt 
Neigungswinkel  der  Geraden  gegen  die  Ebene,  so  h 
wieder  p  ==  l  cos  a. 

3)  Unter  Projection  einer  ebenen  Figur 
versteht  man  die  in  letzterer  Ebene  liegende  Figur, 
Projection  des  Umfanges  der  projicirten  Figur  eingesc 
Ist  die  projicirte  Figur  ein  Dreieck,  F  dessen  FlÄcl 
der  Projection  desselben  auf  eine  Ebene,  welche  geger 
Dreieckes  unter  dem  Winkel  a  geneigt  ist,  so  ist  wiec 

f  =:  F  cos  a. 
Denn  es  sei  ABC  (Fig.  69)  das    auf  die  Ebene 
rende  Dreieck,   und   nehmen   wir   zuerst  an,  i 

dass  eine  Dreiecksseite  BC  in  der  Ebene 
MN  liege ;  fällt  man  von  A  das  Loth  AA 
auf,  die  Ebene,  so  ist  ABC  die  Projection 
des  /\  ABC;  zieht  man  nun  ÄD  senkrecht  .m: 

auf  BC,  so  ist  auch  AD  senkrecht  auf  BC,       /^^ 
somH     ^  ADA'  =  a;      folglich     A'D  ==    / 

AD  cos  a,    und   BC .  A'D  =  BC  .  AD  cos  a,  ^/ 

d.  i.  f=F  cos  a. 
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Liegt  keine  der  Dreiecksseiten  in  der  Projectionsebene,  so  nehme 
man  an,  dass  letztere  durch  eine  der  Dreiecksecken,  etwa  C  (Fig.  70) 
gehe,   was  immer  gestattet  ist,   weil   sich   die  Projection  offenbar  nicht 


Fig.  70. 


ändert,  wenn  man  die  Projectionsebene  pa- 
rallel zu  sich  selbst  verschiebt.  Fällt  man 
sodann  aus  A  und  B  die  Lothe  ÄA'  und 
BB',  verlftngert  AB  bis  zum  Durchschnitts- 
punkte D  mit  der  Frojections-Ebene  und  zieht 
DO,  so  ist  nach  Obigem :  ÄGB=ABC  cosa, 
ffCB=zBCB  cosa,  aus  welchen  Gleichungen 
durch  Subtraktion  wieder^'jB'C=-4JBCcosa, 


d.  i.     f  z=^  F  cos  a 


Da  ferner  jedes  ebene  Polygon  in  Dreiecke  zerlegt  und  jede  von 
einer  krummen  Linie  umschlossene  Figur  als  Polygon  von  unendlich 
vielen  Seiten  betrachtet  werden  kann,  so  gilt  der  durch  die  Gleichung 
f  =z  F  cos  a  ausgesprochene  Satz  für  jede  wie  immer  gestaltete  ebene 
Figur. 

4)  Sei  ABCB  (Fig.  71)  ein  System  von  mehreren  aufeinander 
folgenden   Geraden,    gleichgiltig ,   ob   dieselben   in   einer   JEbene   liegen. 


Fig.  71. 


oder  nicht.  Legen  wii*  durch  die  Eck- 
punkte -4,  B,  C,  D  Ebenen  senkrecht  auf 
eine  beliebige  Axe  MN,  so  sind  die  auf 
letzterer  von  diesen  Ebenen  abgeschnit- 
tenen Strecken  A'B^,  B'C,  GB'  die  Pro- 
jectionen  der  Seiten  AB^  B(\  OB  der 
gebrochenen  Linie.  Bezeichnen  wir  diese 
Seiten  mit  a,,  a»,  a. ;  die  Neigungswinkel 
—  derselben  gegen  die  Projectionsaxe  MN 
mit  a,,  ag,  a^.  Da  für  die  Neigung  zweier 
Geraden  zwei,  einander  zu  180®  ergänzende  Winkel  genommen  werden 
können,  so  ist  im  vorliegenden  Falle,  wo  es  sich  um  die  Verbindung 
mehrerer  Projectionen  handelt,  unzweideutig  zu  bestimmen,  welcher  von 
beiden  Winkeln  zu  wählen  sei.  Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  jenen 
der  beiden  Endpunkte  einer  Seite,  welchen  ein  das  Liniensystem  in 
einem  bestimmten  Sinne  (z.  B.  A^  B,  (7,  etc.)  durchlaufender  Punkt 
zuerst  überschreitet,  als  Anfangspunkt  dieser  Seite  an,  und  ziehen  durch 
den  Anfangspunkt  jeder  Seite  nach  derselben  Richtung  eine  Paral- 
lele zur  Projectionsaxe  {An,  Bn,  Gn^  etc.).  Als  Neigungswinkel  einer 
Seite  gegen  die  Axe   ist   dann  der  180*^  nicht   überschreitende  Winkel 
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m  diese  Seite  mit  der  durch  ihren  Anfangspunkt  ge- 
:ur  Axe  einschliesst. 

}ch  die  das  Polygon  schliessende  Gerade  ÄD^  welche 
•ende  nennen  und  mit  B  bezeichnen  wollen,  so  ist 
tion,  und,  wenn  wir  zunächst  den  Anfangspunkt  Ä 
auch  als  Anfangspunkt  der  Resultirenden  annehmen, 
=  (.1  ihr  Neigungswinkel  gegen  die  Axe  MN,  Sind 
sämmtlich  spitzig,  so  hat  man  offenbar 
A'D'  =  Ä'ir  +  B'C  +  CI)\  {m) 

jjft  =  a^  costtj  +  ^2  ^^sttg  +  ^3  cos «3. 
5r  diesen  Winkeln  stumpfe  vor,  so  werden  die  in  die 
n  multiplicirten  Glieder  dieser  Gleichung  negativ ; 
i  aber  die  diesen  stumpfen  Winkeln  entsprechenden 
;  Summe  {m)  subtraktiv  eingehen,  wie  man  sich  an 
3icht  überzeugt,  so  dass  der  in  obiger  Gleichung  aus- 

3  der  Projectionen  mehrerer  auf  einander 
aden  auf  eine  beliebige  Axe  ist  gleich  der 
•  Resultirenden, 

m  kann  diesen  Satz  auch  so  aussprechen: 
geschlossenen    Polygone    ist    die    Summe 
en  sämmtlicher  Seiten  auf  eine  beliebige 

lässt  man  den  Unterschied  zwischen  Seiten  und  Re- 

so  muss  der  Neigungswinkel  der  letzteren  in  dem- 
ilt  werden,   wie  bei  den  Seiten;   somit   hat   man    für 

=  a^  den  Punkt  D  als  Anfangspunkt  und  den  Winkel 
1  nehmen,  wodurch  B  cos  (,1  =  —  a^  cos  a^  wird,  und 
i  folgende  übergeht: 

+  «2  ^^^  ^2  +  ^3  cos  «3  r\-  a^  cos  a^  =  0. 
i  hieraus,  dass,   wenn  zwei  Polygone  eine  ge- 
ae  Seite  haben,   die  Summe  der  Projectio- 
igen    Seiten    auf    eine    beliebige    Gerade 
[ygonen  gleich  gross  ist. 

(Fig.  72)  OX,  OY,  OZ  die  positiven  Richtungen  der 
enkrechten  Coordinatenaxen,  M  ein  beliebiger  Punkt, 
Q  OK  ==  X,  PK  =1  y,  MP  =  z.  Denken  wir  uns 
If  eine   Ebene    OKM   gelegt,    so    ist   die   Lage    des 
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3f  offenbar  bestimmt,  wenn  mao- seine 

mkte  0,  dem  Pole;  den  Winkel  MO 

festen  Axe  OX,  der  P  o  1  a  r  a  x  e,  eins( 

Winkel  MKP  =  w  der   Ebene  OKM 

Fig.  72.  OX  gelegle   Ebene  Xi 

kennt.    Diese    drei   B€ 

Polarcoordinaten 

die  Entfernung  OM  d 

heilst  der  Radiusvel 

Regel   immer   positiv  f 

'^  von   0^    bis    \m\   de 

360^  gezählt,  wodurch 

bar    die    Fähigkeit   er] 

3  Räume  zu  erreichen  und  zu  bestimi 

t   der  Pol   mit  dem  Ursprünge   eines 

ensystemes,    die  Polaraxe  mit  der  As 

Ebene  der  xy  zusammen,  so  bestehen 

ordinaten   eines   Punktes  M  und   seil 

^en: 

?  =  r  cos  6 ,     y  =  r  sin  Ö  cos  w ,     0 
ich  aus  den  rechtwinkeligen  Dreiecken 
Aus   diesen  Gleichungen    folgt,    wen 
)wie  durch  Division  derselben: 

^*  +  y*  +  -ß*^,     cosÖ  = 


im   1**^   oder   2^^  Quadranten  zu  n< 
der  negativ;  to  aber  in  jenem  der  4 
von    cos  CO   mit  jenem  von  y ,   und  dj 
n  z  zur  Uebereinstimmung  bringt. 
\  man  sieht,  sind  die  rechtwinkeligen  ( 
M  nichts   anderes,    als   die  Projectic 
Irei  Coordinatenaxen ;    bezeichnet  mati 
welche  derselbe  mit  diesen  Axen  bild< 
a;  =  r  cos  a ,     2/  =  r  cos  /? ,     z 
folgt,  wenn  man  quadrirt  und  addirt: 
•^^^  +  y^  +  ;2r^  =  r*  (cos  a*  +  cos 
mit  Rücksicht  auf  die  erste  der  Glgn. 
cos  0}  +  cos  /9^  +  cos  y^ 
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/?,  y  sind  demnach  nicht  nnabhftngig  von  einander, 
selben  gegeben  sind,  so  ist  der  3^  durch  die  Gl.  (4) 

Grössen  a,  ß,  y^  r  als  eine  andere  Art  von  Polar- 
ten, welche  mit  Hilfe  der  Glgn.  (3)  in  rechtwinke- 
en.    Umgekehrt  hat  man : 


=  -,    cos/9  =  ^ 
r  r 


+  *', 

cos  y  = 


(6) 


M  und  M'  (Fig.  73)  zwei  Punkte  im  Räume,  x,  y,  e 
Coordinaten,   2)  =  MM!  ihre  Entfernung.   Denken 


Fig.  73. 


n  der  Punkte  M,  M' 
iirten  Ebenen  parallele 
schliessen  diese  ein 
kllelepipedum  ein,  wel- 
)  zur  Diagonale,  und 
gleichnamigen  Coordi- 
-  yi  ^'  —  -sr  zu  Seiten 
umme  bekanntlich  dem 
male  gleich  ist.   Man 


{x'  -  xY  +  {!,'  -  !,Y  +  {/  -  j^Y  .(1) 

i stanz  zweier  Punkte  im  Räume  in  Funktion  ihrer 
rdinaten. 

Q  X  —  X,  y  —  y,  e  —  z  sind ,  wie  man  leicht 
nen  der  MM!  =  D  auf  die  Coordinatenaxen ;  es 
(1)  den  Satz  aus:  Das  Quadrat  einer  begrenz- 
nie  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate 
onen    auf    drei    aufeinander    senkrechte 

n   mit  A,  ^i,  v  die  Neigungswinkel    der  MM'  =  2>, 
M  gegen  M'  genommen,  gegen  die  positiven  Halb- 
0  hat  man: 
cosA,  y  —  y  ^=  B  cos^i,  z  —  z  =^  D  cosy,      (2) 


X  — X 


y 


^     ,cos/.  =  ---,cos.  =  ^^ 


(3) 


in  Verbindung  mit  (1)  die  Winkel  finden  lassen,  wel- 
en  Axen  einscbliesst,  wobei  B  positiv  zu  nehmen  ist. 
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Qaadrirt  und  addirt  man  die  Glgn.  (3),  so  er 
cosl^  +  cos/i^  +  cosi'*'  =  1 ; 
es  ist  somit  die  Summe  der  Quadrate  d 
Winkel,  welche  irgend  eine  Gerade  mi 
tenaxen  einschliesst,  =  1;  ein  schon  durcl 
ausgesprochener  Satz,  da  man  [§.  249,  1)]  untef  ( 
eine  beliebige  Gerade  im  Räume  mit  den  Axen  ei: 
zu  verstehen  hat,  welche  eine  durch  den  Ursprun 
mit  denselben  bildet. 

Seien  ferner  r,  r  die  Radienvektoren  der  Punl 
y  und  a\  (f  ^  y  die  Neigungswinkel  derselben  gegei 
axen  der  x^  y,  z^  so  ist : 

a;  =  r  cos  a  ,     y  =  r  cos  /^ ,     z  =1  r  ^ 
X  =  r  cos  a\     y  =  r  cos  /^ ,     z'  =  r 
führt  man  diese  Werthe  in  (1)  ein,  so  erhält  man 
1)2  =  r^  -|-  /»  —  2rr  (cosa  cosa'  +  cos/^  cos 

Bezeichnet  man  aber  mit  d  den  Winkel  MOÄ 
Radienvektoren  einschliessen,  so  ist  bekanntlich: 

2}*  =  r'^  -|-  r^  —  2rr  cos(J, 
aus  welcher  Gleichung,  mit  Rücksicht  auf  die  vor! 
cos d  =  cosa  cos a  +  cos ß  cos /?  +  co 

Diese  Gleichung  drückt  nun  nicht  nur  den  ^ 
zwei  gegen  die  Coordinaten-Axen  unter  den  Wir 
o',  /?,  /  geneigte  Radienvektoren  einschliessen,  sor 
den  Neigungswinkel  zweier  Geraden  im 
sich  schneiden  oder  nicht),  welche  mit  den  Axen 
kel  bilden,  da  dieser  Neigungswinkel  [§.  249,  1)] 
derjenige  zweier  zu  den  Geraden  parallelen  Vektor 

Stehen  die  beiden  Geraden  auf  einander  senkre 
cosiJ  =  0,  folglich: 

cos  a  cos  a  +  cos  /9  cos  /?  +  cos  Y  cos ; 
Diese  Gleichung  drückt  somit  die  Bedingung  aus, 
muss,  wenn  zwei  Gerade,  welche  mit  den  coordinir 
«,  /9,  Y  und  a,  /f ,  /  einschliessen,  aufeinander  sei 

Wird  die  Gl.  (5)  mit  rr  multiplizirt,  so  erhftl 
Glgn.  (w):    rr  cos^  ==  xx  +  yy  +  zz\    oder: 

.        XX  +  yy  4-  z£ 

cosö  = ,     —    . 

rr 
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Relation   sin(J*=:  l  — coscJ*   findet  man  hieraus, 
=  f^,  x^  +  y^  +  ^'^  =  ♦*'"  ist: 

■  y^  +  ^«)  (o:'^  +  y^  +  ^'^)  -  {XX  +  yy  +  ^;r')^ 

üeduction : 

{xy  —  yxy  +  {xz  —  ex'f  •+-  [ye  —  zyf.      (8) 

i  aber  mit  F  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  OMM\ 
8,  womit  aus  (8) 

i^0'+ (---7  "■)'+("■  7--)*     (" 

ist  POP^   die  Projection  des  Dreieckes  MOM'  auf 

amit,  da  a;,  y  und  :r',  y'  die  Coordinaten  der  Punkte 

^y  —  yx)  der  Zahlenwerth  des  Flächeninhaltes  des 

I.  (3),    §.  165].     Eben    so   stellen    die    Ausdrücke 

\[xz — ex)  und  \{yz — ey)  die  Flächeninhalte  der  Projectionen  des 

/\OMM'  auf  die   beiden   anderen   coordinirten  Ebenen  vor.     Beachtet 

man  nun  noch,    dass  die  Projection  sich   nicht  ändert,    wenn  man  die 

Projections  -  Ebene  parallel  zu  sich  selbst  verschiebt,  so  folgt  aus  (9), 

dass  das  Quadrat   der  Fläche   eines  Dreieckes   gleich   ist 

der   Summe    der   Quadrate    der    Projectionen    derselben 

auf  drei  zu  einander  senkrechte  Ebenen;   welcher  Satz  sich 

leicht  auf  eine  beliebige,  ebene,  gerad-  oder  krummlinig  begrenzte  Figur 

ausdehnen  lässt,  und  dem  am  Eingange  dieses  §.  ausgesprochenen  Satze 

über  Linearprojectionen  analog  ist. 


TRANSFORMATION  DER  COORDINATEN. 

262.  Unter  Transformation  oder  Verwandlung  der  Coordinaten  ver- 
steht man  die  Aufgabe,  die  Coordinaten  x,  y,  z  eines  Punktes  M  im 
Räume ,  bezogen  auf  ein  bestimmtes  Coordinatensystem ,  auszudrücken 
durch  die  Coordinaten  x,  y\  z  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  ein 
neues  Coordinatensystem,  dessen  Lage  gegen  das  ursprüngliche  gegeben  ist. 

I.  Nehmen  wir  erstlich  an,  es  werde,  ohne  Veränderung  der 
Richtung  der  Axen  eines  beliebigen  recht-  oder  schiefwinkeligen  Coor- 
dinatensystemes  der  Ursprung  in  einen  Punkt  0'  (Fig.  74)  verlegt, 
dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  alte  System  a,  h,  c  sein  mögen, 
wobei  also  die  neuen  Coordinaten  -  Ebenen  den  alten  parallel  liegen,  so 
hat  man  offenbar: 

x=:a  +  x,     y  =  b  +  y\     z  =  c  +  z.  (1) 
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Denn,  zieht  man  MR  parallel  zu  OX,  so  schneidet  diese  Gerade  oder 
Fig.  74.  ihre  Verlängerung  die  Ebene  der  yV  inj?; 

es  ist  MR  =  X,  MR!  =  a;',  nnd  RF!  =:; 
9  dem  zur  2;-Axe  parallel  genommenen  Abstände 
der  beiden  Ebenen  yz  und  yV,  d-  j.  :?ra, 
somit,  da  MR  =  RR  +  MJt,  a;  =  a  +  a;'. 
Eben  so  überzeugt  man  sich  von  der  Richtig- 
keit der  zwei  anderen  Gleichungen. 

II.  Allgemeine  Transformationa- 
formeln.  Lassen  wir  nun  den  Ursprung  € 
ungeändert,  und  denken  wir  uns  durch  denselben  drei  neue  Axen  OX^ 
0Y\  OZ  (Fig.  7ö)  unter  beliebigen  Winkeln  gelegt  Die  CoordinateB 
des  Punktes  M  seien  in  dem  ursprünglichen  und  neuen  Systeme  be- 
ziehungsweise : 

OK=x,     PKr=y,     MF—z, 

Diese  bilden,  wie  man  sieht,   zwei   gebrochene  Liniensysteme:    OKI 
und  O^K'PM,  welchen  die  Seite  OM  gemeinschaftlich  ist.    Denken 
uns   nun    senkrecht   auf  die  Ebene  der  xy ,   in  der  Richtung  der  pi 
tiven  Halbaxe  der  z,  die  Normale  ON"  errichtet,  so  ist  die  Project 
des  Liniensystems  OKPM  =  x  +  y  +  z   auf  diese   Normale   offenl 

z  cos  (i\r."jer),  wenn  whr  mit  {NJ'z)  den  ^ 

der  Normale  ON"   mit  der  Seite   JtfP  = 

oder  —  was   dasselbe   ist  —   mit   der  i 

der  z  eingeschlossenen  Winkel  bezeidineo, 

die  Punkte  P  und  K  in  der  auf  OIT'  sei 

rechten  Ebene  der  xy  liegen,  und  folglich 

Projectionen  der  Seiten  PK=y  und  0K= 

auf  die  ON"  gleich  Null   sind.    Die  Proj 

tion    des    Systems    OK'PM  =  a;'  +  y'  + 

auf   dieselbe    Normale    ist    aber   x*  cos  {N,"  x)  +  y   cos  [N"  y) 

z  cos  (i\r."  /),  und  da  diese  beiden  Projectionen  (nach  §.  249,  4)  c 

ander  gleich  sein  müssen,  so  hat  man: 

z  cos{N:'z)  =  x'  cos{N:'  x")  +  y  cos(2^/'y )  +  /  co8(i^."^'), 

wobei  die  Winkel  nach  der  im  §.  249 ,  4  gegebenen  Regel  zu  nehn 
sind.  Zwei  ganz  ähnliche  Formeln  erhält  man,  wenn  man  diesell 
Liniensysteme  auf  zwei  andere  Normalen  ON'  und  ON  projidrt,  wel< 
senkrecht  auf  die  Ebenen  der  xz  und  yz  in  der  Richtung^  der  posiüj 

j 
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Halbaxen  der  y  und  x  errichtet  werden.    Wir  haben  somit  als  allge- 
meine Transformationsformeln: 

jc  cos  (JV.  x)  =  x'  cos  [N.  x')  +  y'  cos  {N.  y)  +  e  cos  {N.  e) 
y  cos  [n: y)  =  af  cos  (i^/  x)  +  y'  cos  (-«r/  y')  +  ;^'  cos  (JV/  e)  \    (2) 
jr  COR  [N^z)  =  a;'  cos  (2\r/'a;')  +  y'  cos  (iV."  y)  +  z'  cos  (JV."  /), 
bei  welchen    wir  jedoch  nicht  weiter  verweilen,    da    sie    ihrer   grossen 
Complicirtheit  halber  nar  höchst  selten  eine  Anwendung  gestatten. 

III.  Transformation  rechtwinkeliger  Coordinaten  in 
schiefwinkelige.  Lassen  wir  in  (2)  die  Axen  der  rc,  y,  z  mit  den 
Normalen  OJV,  OK,  ÖN"  zusammenfallen,  so  ist  das  ursprüngliche 
Coordmatensystem  ein  rechtwinkeliges.  Die  Winkel  {N,  x) ,  {N!  y), 
{N!' z)  werden  dadurch  gleich  Null,  und  die  "Formeln  (2)  verwandeln 
sich  in  folgende: 

X  =^  x   cos  {x  .  x)  4"  y   cos  (x  .  y)  +  z   cos  {x  .  z) 

y  =zx'  cos  {y  .  x)  +  y   cos  {y  .  y)  +  z   cos  {y  .  /)  ^         (3) 

z  =  X   cos  (;e  .  a?')  +  y   cos  (j?  .  y')  +  z   cos  (je'  .  z). 

Die  in  diesen  Formeln  vorkommenden  neun  Winkel  sind  jedoch 
nicht  sämmtlich  von  einander  unabhängig,  sondern  an  folgende  drei 
Bedingungsgleichungen  gebunden : 

cos  {x  .  x'Y  +  cos  {y  .  x'Y  -|-  cos  {z  .  ndy  =r  1 
cos  [x  .  i/y  +  cos  {y  .  yy  +  cos  (;r  .  y'Y  =  1   ^  (4) 

cos  {x  .  £  )*  +  cos  {y  .  /)*  +  cos  {z  .  ^e')^  =  1 , 
welche,  wie  man  sieht,  die  bekannte  Beziehung  ausdrücken,  die  zwischen 
den  Quadraten  der  Cosinusse  der  3  Winkel  besteht,  welche  eine  Gerade 
(hier  der  Reihe  nach  die  Axe  der  x\  der  y\  der  /)  mit  drei  auf  ein- 
ander senkrechten  Axen  (der  x,  y/ z)  einschliesst  [§,  251,  GL  (4)]. 

IV.  Transformation  rechtwinkeliger  Coordinaten  in 
andere  gleichfalls  rechtwinkelige.  Hiezu  dienen  gleichfalls 
die  Glgn.  (3),  nur  treten  zu  den  3  Bedingungsgleichungen  (4),  welche 
zwischen  den  neuen  Winkeln  stattfinden,  noch  folgende  hinzu: 

cos {x,x) cos  {x.y)  -\-  cos {y . af) cos {y . y)  +  cos {z,x)cos{z . y)=0 
cos{x.x')cos{x,z')  +  cos{y.x)co${y.z)-\-cos{z,x)cos{z,z)=:0  ■  (5) 
cos  {x,y)  cos  {x .  z')  +  cos  {y .  y')  cos  {y .  /)  +  cos  {z ,  i/)  cos  {z .  z)=0, 
in  welchen,  wie  man  sieht,  die  linken  Theile  die  Ausdrücke  der  Cosi- 
nusse der  Winkel  sind,  welche  die  Axen  der  x  und  y,  der  x*  und  /, 
und  der  y  und  z  mit  einander  einschliessen  [§.  251,  Gl.  (6)},  welche 
'^  Gleichungen  demnach  ausdrücken ,  dass  auch  die  neuen  Axen  aufein- 
^er  senkrecht  stehen. 
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In  Folge  der  sechs  Bedingungsgleichangen  (4) 
den  neun  in  (3)  vorkommenden  Winkeln  nur  drei 
welche  man  beliebig  verfügen  kann,  und  aus  welche 
sechs  anderen  ergeben.  Die  obigen  Transformationsf 
aber,  trotz  ihrer  Symmetrie,  durch  diese  darin  enthal 
Constanten  in  den  meisten  Fällen  für  die  Anwenduni 
man  sich  lieber  anderer,  von  Euler  gegebenen  Form« 
nur  drei  Constanten  enthalten,  durch  welche  die  I 
Systems  gegen  das  alte  bestimmt  wird. 

V.  Euler's  Formeln  zur  Transformatic 
liger  Coordinaten  in  andere  gleichfalls  r 
Sei  (Fig.  76)  OX,  OY,  OZ  das  System  der  Ursprung 
axen;  0\,  0Y\  OZ'  jenes  der  neuen;  die  Ebene 
die  Ebene  der  xy  in  der  Geraden  OXj,  so  ist  di( 
Fig.  76.  Axensysteras  b 

gende  drei  Stü 
1)  Der  ^ 
welchen  die  Dur 
mit  der  Axe  d< 
Winkel  X^OX' 
Axe  der  x\  0. 
Schnittslinie  0^ 
lieh  3)  der  Nei 
beiden  Ebenen 
welcher  dem  Y\ 
ist,  welchen  di 
ten  Ebenen  senkrechten  Axen   der  £  und  <e'    einschlii 
(p  und  iff  sind  hiebei    in   der  Richtung   von  OX  geg 
360°,  der  Winkel  6  von  0®  bis  180°  zu  zählen. 

Die  Transformation  von  dem  Systeme  der  x,  y, 
x\  y\  z  wird  am  einfachsten  durch  successive  Dr 
coordinirter  Ebenen  um  ihre  Durchschnittslinie,  derei 
geändert  bleibt,  bewerkstelliget,  wobei  wir,  da  sich 
zwei  Coordinaten  verändern,  von  den  Transformati 
§.    164  Gebrauch  zu  machen  haben. 

Denken  wir  uns  zuerst  das  ganze  Coordinatensy 
der  z  gedreht,  bis  die  ar-Axe  mit  der  Durchschnittslini 
fällt,  und  bezeichnen  wir  die  auf  die  neuen  Axen  0\ 
beziehenden  Coordinaten  mit  ic, ,    y^,    z^,    so   ist  offei 
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die  zy- Ebene  ihre  Lage  nicht  geändert  hat,  und  da 
mit  der  ursprQnglichen  den  Winkel  cp  einschliesst,  so 
§.   164]: 

X  =  Xj  coscp  —  y,  8in<jp;  y  =  x^  sinqp  -f-  Vi  cos 
Von  diesem  zweiten  Coordinatensysteme  gehen  \ 
der  x^,  y^,  e^  über,  indem  wir  das  2**  nm  die  Axe 
dass  die  neue  Ebene  der  x^y^,  X^OY^  mit  der  ursprfi 
den  Winkel  6  einschliesse ;  die  Axe  der  e  komm 
Richtung  OZ!  und  wir  erhalten: 

^1  =  ^a  5  ^1  =  ^8  cos  6  —  ;er^  sin  6 ;  ^,  =  y^  sin  ( 
Durch  eine  nochmalige  Drehung  endlich  um  die 
die  x-Axe  in  die  Richtung  OX'  gebracht,  welche  mit 
der  x^  den  Winkel  X^  OX'  =  xp  einschliesst.  Dieses 
nun  jenes  der  x\  y\  /,  auf  welches  das  ursprünglic 
transformirt  werden  soll;  zum  Uebergange  vom  3****  ; 
wir  die  Formeln: 

a?2  =  X  cos  Uf  —  y  sin  xff ;   y^  =  x'  sin  i/'  4"  y  cos  i 
Werden  nun  diese  Werthe  von  x^,  y^,  e^  in  (7 
sich  ergebenden  Werthe  von  x^,  y^y  e^  in  (6)  substiti 
die  gesuchten  Transformationsformeln: 
rc  =       x  (cos  q)  cosxp  —  sin  (p  sin  ip  cos  6) 

—  y  (cos  9  sin  i/;  +  sinqp  cos  xp  cos  6)  -f-  ^'  sin  q 

y  =z       X  (sin  g)  cosip  +  cos  qp  sin  xp  cos  6) 

—  y  (sin  (p  Biuxp  —  cos  cp  cos  xp  cos  6)  —  /  cos  < 

g  =       X  sin  xp  sin6  +  y'  cos  xp  sind  +  /  cos  6. 

Soll  nebst  der  Richtung  der  Axen  auch  noch  i 
ändert  werden,  so  geschieht  dies  in  der  Regel  am 
successive  Anwendung  der  Formeln  (1)  und  (9),  wöbe 
welcher  beide  Transformationen  ausgeführt  werden,  b 

Allgemeine  Bemerkungen  über  die  anal 
Stellung  von  Flächen  und  Linien  im 

258.  I.  Es  sei 

F{x,  y,  z)=^0 
eine  Gleichung  zwischen  den  drei  veränderlichen  Grösi 
wir  als  Coordinaten  eines  Punktes   im  Räume  betracl 
obige  Gleichung  nach  e  aufgelöst,  wodurch  wir 

U  K  ■  B  ,  Höh.  Mnihematik,  1.  3.  Aafl. 
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e  —  f{x,  y) 
erhalten,  und  don  beiden  Coordinaten  x,  y  willkürli 
Werthe  beigeletrt.    7."  B.  x  =  a,  y  =  6,    so  bestim 
Punkt  m  in  der  Ebene   der  xy\    errichtet   man   in 
Perpendikel  und  trfigt  auf  demselben  den  den  Wer 
entsprechenden  Werth   von  e^   e  =  f(a,  ft)  =  c  = 
man  einen  Punkt  M  im  Räume,  dessen  Coordinaten 
oder  (2)  Genüge   leisten.    Da   nun   die  Coordinaten 
ganz    unabhängig   sind ,    so    wird    im    Allgemeinen 
a;^-Ebene   ein  Punkt   im  Räume   entsprechen,   dess< 
die  Gl.  (1)   erfQllen,   und   deren   stetige  Aufeinand( 
Fläche  bilden    wird,    deren  Gestalt   und  Luge   durc 
kommen  bestimmt  ist.  Hieraus  geht  also  hervor,  da 
drei    veränderlichen   Grössen,    geometrisch    betracht 
meinen  krumme)  Fläche  bedeutet,  und  dass  umgekehrt  jede  nach  einem 
bestimmten    Gesetze   gestaltete  Fläche    durch    eine   Gleichung   zwischen 
den  Coordinaten  eines  ihrer  Punkte  analytisch  ausgedrückt  werden  kaiui. 
Die  Gl.  (1)  heisst  die  Gleichung  der  Fläche,  so  wie  umgekehrt 
letztere  der  geometrische  Ort  der  Gl.  (1)  genannt  wird. 

II.  Untersuchen  wir  nun  die  geometrische  Bedeutung  im  Räume 
einer  Gleichung,    welche  nur  zwei  Veränderliche  enthäit.    Es  sei 

fix,  y)  =  0  (3) 

diese  Gleichung,  welche  offenbar  zunächst  irgend  eine  gerade  oder 
krumme  Linie  nm  (Fig.  77)  in  der  xy-Ehene  bestimmt.  Sei  m  ein  Punkt 
dieser  Linie,  dessen  Coordinaten  x  =  a  =  Op,  ^  =  6  =  mi>  der  Gl. 
(3)  Genüge  leisten.  Errichten  wir  im  Punkte  m  das  Perpendikel  ttu 
auf  die  Ebene  der  xy  von  unbegrenzter  Länge,  so  kommen  allen  Pank 
Fig.  77.  ten  dieses  Perpendikels  die  Coordinaten  a?  =  a 

u  y  =  h  zvL  und   genügen  somit  der  Gl.  (3),    dj 

die    3^**  Coordinate   ^,    durch    welche   sie   siel 
allein  unterscheiden,    in   dieser  Gleichung  nich 
erscheint;   Jeder  Punkt   dieses  Perpendikels    is 
folglich  ein  Punkt   des  geometrischen  Ortes  dei 
Gl.  (3).    Dasselbe   gilt   nun   offenbar   von  all 
parallel  zur  Axe  der  ^  durch  die  Gnrve  mn  g 
zogenen  Geraden,    die   in  ihrer  stetigen  Aefei 
anderfolge  eine  Fläche  bilden,  welche  man  sich  dadurch  erzeugt  deBk< 
kann,    dass  irgend  eine  dieser  Geraden,   immer  mit  der  ^r-Axe  parall 
bleibend,  längs  der  Linie  mn  sich  fortbewegt.  Eine  solche 
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bekanntlich  Cylinder fläche  genannt.  Die  61.  (3)  ist  demnach  die 
Gleichung  eines  auf  der  2;^-Ebene  senkrecht  stehenden  Cylin- 
der s.  Eben  so  drücken  die  Gleichungen  f{xy  z)  =  0^  f{y^  z)=.0 
Gylinderflächen  aus,  welche  beziehungsweise  auf  den  Ebenen  der  xe  und 
j^  senkrecht  stehen.  —  So  ist  z.  B.  a;^  +  y'^  =  r*  die  Gleichung 
eines  Cylinders  von  kreisförmiger  Basis,  dessen  Axe  mit  der  Axe  der 
0  zusammenfällt ;  die  Gleichung  x^=ae  -{-h  bedeutet  eine  Ebene,  welche 
auf  der  Ebene  der  xe  senkrecht  steht. 

ni.  Enthält  eine  Gleichung  bloss  eine  Veränderliche,  z.  B. 
x^  ist  also  Yon  der  Form: 

f{x)  =  0, 
so  kann  man  dieselbe  nach  x  aufgelöst  denken  und  erhält  dadurch 
a;  =  a,  wo  a  eine  bestimmte  Grösse  ist,  welche  entweder  nur  einen  oder 
mehrere  Werthe  besitzt,  je  nachdem  die  Gleichung  f{x)  =  0  vom  1**° 
oder  höherem  Grade  ist.  Der  Gleichung  a:  =  a  genügen  aber  alle 
Punkte  im  Räume,  deren  Abstand  von  der  ^je^-Ebene  =  a  ist,  welche 
Punkte  offenbar  in  einer  zu  dieser  coordinirten  Ebene  parallelen,  oder 
auf  der  Axe  der  x  senkrechten  Ebene  liegen ;  es  ist  daher  x  =:  a  oder 
allgemeiner  /^(a?)  =  0  die  Gleichung  einer  (oder,  wenn  f{x)  =  0  von 
höherem  Grade,  mehrerer)  zur  Ebene  der  pjs  parallelen  Ebene.  Eben 
so  drücken  die  Gleichungen  y  =  b,  e  ^=c  Ebenen  aus,  welche  bezie- 
hungsweise zu  den  Ebenen  der  xjs  und  xy  parallel  liegen. 

IV.  Betrachten  wir  nun  die  Gleichungen  zweier  Flächen: 

F{x,  y,  e)  =  0,  und  r{x,  y,  ^)  =  0  (4) 

alscoöxistirend,  so  sind  für  die  Coordinaten  x,  y,  z  nur  solche 
Werthe  zulässig,  welche  beiden  Gleichungen  gleichzeitig  Genüge  leisten. 

Offenbar  kommt  diese  Eigenschaft  ausschliesslich  nur  den  Coordi- 
naten jener  Punkte  zu,  welche  sich  in  beiden  Flächen  zugleich  befinden, 
d.  h.  den  Punkten  der  Durchschnittslinie,  woraus  erhellt,  dass  durch  das 
Zusammenbestehen  beider  Gleichungen  eine  Linie  im  Räume  analytisch 
ansgedräckt  wird,  und  zwar  die  Durchschnittslinie  der  beiden  Flächen, 
welche  jede  dieser  Gleichungen  für  sich  betrachtet  zum  geometrischen 
Orte  hat 

Eine  Linie  im  Baume  erfordert  daher  zu  ihrer   analytischen 
Darstellung  ein  System  zweier  Gleichungen   zwischen  den   verän- 
.  derlichen  Coordinaten  eines  ihrer  Punkte ;   diese  Gleichungen  werden 
die  Gleichungen  der  Linie  genannt. 

Da  durch  zwei  Gleichungen  zwischen  drei  veränderlichen  Grössen 
zwei  derselben  durch  die  dritte  bestimmt  Sind,  so  ist  in  den  Gleichungen 

28* 
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einer  Linie  bloss  eine  der  drei  Coordinaten,  z.  B.  x  als  willkfirlich  oder 
unabhängig  zu  betrachten  und  die  beiden  anderen  y  und  z  sind  Funk- 
tionen derselben.  Hieraus  folgt,  dass,  wenn  wir  mit  (f{x\  (p*{^)  diese 
Funktionen  bezeichnen,  die  durch  die  Glgn.  (4)  dargestellte  Curve  auch 
durch  die  Gleichungen : 

y  =  (p{x),     z  =  cp\x),  (5) 

oder 

t/^(a:,  y)  =  0,     xp' {x,  z)  =  0  (6) 

bestimmt  ist.  Diese  sind  aber,  jede  für  sich  betrachtet,  die  Gleichungen 
zweier  Cylinderflächen,  welche  beziehungsweise  auf  der  Ebene  der  xy 
und  xz  senkrecht  stehen,  und  die  projicirenden  Cylinder  der 
Linie  im  Räume  genannt  werden.  Die  Gleichungen  derselben  (5)  oder 
(6)  werden  erhalten,  wenn  man  aus  (4)  einmal  z^  dann  y  eliminirt. 
Durch  Elimination  von  x  erh&lt  man  die  Gleichung  \p"  {y,  z)  =^  0  des 
dritten  auf  die  Ebene  der  yz  senkrechten  projicirenden  Cylinders. 

Jede  dieser  Gleichungen  kann,  da  sie  nur  2  Coordinaten  enthält, 
als  Gleichung  einer  Curve  in  der  Ebene  dieser  Coordinaten  betrachtet 
werden;  diese  drei  Curven  sind  die  Durchschnittslinien  der  drei  proji- 
cirenden Cylinder  mit  den  coordinirten  Ebenen  und  heissen  die  Pro- 
jectionen  der  Curve  im  Räume  auf  diese  Ebenen.  In  diesem  Sinne 
kann  man  daher  auch  sagen,  dass  eine  Curve  im  Räume  durch  die 
Gleichungen  ihrer  Projectionen  auf  zwei  coordinirte  Ebenen  bestimmt  ist. 

Eine  Curve  im  Räume  heisst  von  einfacher  oder  doppelter 
Krümmung,  je  nachdem  sämmtliche  Punkte  derselben  in  einer  Ebene 
liegen  oder  nicht. 

V.  Endlich  stellen  drei  Gleichungen  zwischen  drei  veränderlichen 
Coordinaten,  deren  jede  einzelne  eine  Fläche  bedeutet: 

F{x,  y,  z)  =  0,     r{x,  y,  z)  =  0,     ^'{x,  y,  z)  =  0, 

als  coöxistirend  betrachtet,  einen  oder  mehrere  bestimmte  Punkte 
im  Räume  dar.  Dies  erhellt  sowohl  daraus,  dass  nach  dem  Obigen  je 
zwei  dieser  Gleichungen  eine  Curve  im  Räume  ausdrücken,  welche  der 
durch  die  3^  Gleichung  dargestellten  Fläche  im  Allgemeinen  nur  in 
einem  oder  mehreren  bestimmten  Punkten  begegnet;  als  auch  aus 
dem  Umstände,  dass  3  Grössen  durch  3  Gleichungen  vollständig  be- 
stimmt sind;  durch  successive  Elimination  erhält  man  aus  obigen  Glei- 
chungen andere  von  der  Form  :  rc  =  a,  y  =  h,  z  =  c,  durch  welche 
die  Coordinaten  des   oder   der  Durchschnittspunkte    der    durch  obige  3 
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sstellten   Flächen   explicit    bestimmt   sind,    und 
einfachste  Weise,   darch   den  Durchschnitt  dre 
Bbenen  parallelen  Ebenen. 


ZWEITES  KAPITEL 

VON  DER  EBENE  UND  DER  GERADEN  LINIE. 


Die  Ebene. 

(Fig.  7d)  STU  eine  Ebene  in  einer  beliebiger 

latensystem;   fällen  wir  ans  dem  Ursprange  dai 

so  ist  ihre  Lage  durch  die  Länge  und  Richtung 

\  bestimmt.  Irgend  ein  Punkt  Fig.  78. 

let   mit  den  Punkten  0  und 

)reieck  MOP,  welches,  wenn 

•  durch  P  senkrecht  auf  OP 

t,   aber  auch  nur  unter  die- 

ei  P  einen   rechten  Winkel 

an  daher  den  Punkt  P,  gleich 

>,    als  einen  festen,   M  als 

ihen    Punkt    im   Räume,    so 

jhung    OP^  +  PM^  =  OM} 

Punkt  der  durch  P  senkrecht  auf  OP  gelegten 

so  OP  =  p,   bezeichnet  mit  a,  6,  c  die  Coon 

nit  X,  y,  z  jene  des  Punktes  Jtf,   so  geht  obigi 

a«  +  6»  +  c«  +  (a:  —  af  +  (y  —  Hf  +  (-e  —  cf  =  x'^y^ 
welche  sich  nach  gehöriger  Reduktion,  und  wenn  man  beachtet 

«*  +  ^*  +  ^*  =  i'*  *8t»  i^ 

ax  -^^  by  -\-  cz  =  p^ 
verwandelt.   Diese  ist  somit  die  Gleichung  einer  Ebene, 
durch  den  Punkt  a,  fe,  c  geht  und  auf  dem  Radiusvektor  p  dieses 
tes   senkrecht   steht.   Bezeichnet  man  mit  a,  /?,  y  die  Neigung! 
des  Perpendikels  p  gegen  die  positiven  Halbaxen  der  x,   y,   e, 
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a  =  p  coBa,     b=pcQsß,     c=j?( 
wobei  p   stets  positiv   zu   nehmen   ist,   und   durch 
Ausdrücke  nimmt  die  Gl.  (1)  der  Ebene  folgende  C 
X  cosa  +  y  cos/5  +  jp  cosy  =p. 

Die  Ebene  schneidet  die  Axen   in   den  Punkter 
Abstände  vom  Ursprünge:  e^,  e^y  Cj,  offenbar  die  W 
welche  sich   aus   (l)  oder  (3)  ergeben,    wenn  man 
nach  y  und  z,  dann  x  und  js^  endlich  x  und  y  glei 
findet  auf  diese  Art: 

ej==jp8eca,  e^  ==j9  sec/5,  e^  =  p 
und  bringt  mit  Hilfe  dieser  Ausdrücke  die  61.  (3)  < 
folgende  Form: 

Cj  Cj  €3 

Diese  verschiedenen  Formen  der  Gleichung  e 
scheiden  sich,  wie  man  sieht,  nur  durch  die  verschj 
welche  in  denselben  erscheinen  und  zur  Bestimmi 
Ebene  dienen;  die  analytische  Form  dieser  Gleichung 
lieh  eine  und  dieselbe,  und  zwar  die  einer  Glei 
Grades  in  Bezug  auf  die  veränderlichen  Coordii 
meine  Form: 

Äx  +  By  +  Cjs;  +  D  —  O  (I)^ 

ist.     Jede   Gleichung  vom   1**"   Grade  drückt  daher  eiBCL 
Ebene  aus,  da  sich  die  Constanten  Ä,  B,  C,  D  immer  so  bestimmen t^V 
lassen,  dass  diese  Gleichung  mit  den  Glgn.  (1),  (3)  oder  (6)  identisch  wird-jg^Tj^ 

Bringt  man  die  Glgn.  (3)  und  (I)  auf  die  Form: 
cos«    ,       cos/9    ,      cosy       ^        ,        -4  B  C  ^    .,  ,^. 

so  folgt: 


i^i*- 


cos  a 


A_ 
D 


cos  ß 


B^ 


cosy 


D 


Aus  diesen  Gleichungen   erhält  man   nun,    wenn  man  sie  quadrirt  HIU  ^^fC 


addirt  und  beachtet,  dass  cosa*  +  cos/J*  +  cosy*  ==  1  ist: 

p^~  D* 

Die  Länge   und  Richtung   des   aus    dem  Ursprünge   auf  <*-" 
gefällten  Perpendikels  ist  daher  durch  folgende  Formeln  g 
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(6) 


_  G 

und  es  gelten  in  diesen  Ausdrücken  die  oberen  oder  unteren  Zeichen, 
je  nachdem  D  positiv  oder  negativ  ist. 

Der  Neigungswinkel  zweier  Ebenen  ist  bekanntlich  dem  Winkel 
gleich ,  welchen  zwei  auf  diese  Ebenen  senkrechte  Gerade  einschliessen, 
und  zugleich  das  Complement  zn  90^  desjenigen  Winkels,  welchen  eine 
dieser  Senkrechten  mit  der  anderen  Ebene  bildet.  Dies  vorausgesetzt, 
bezeichnen  wir  mit  (I.  xy) ,  (I.  xz) ,  (I.  y-e^)  die  Neigungswinkel  der 
Ebene  (I)  gegen  die  coordinirten  Ebenen  der  rtjy,  xjs  und  yz ;  mit  (I.  x), 
(I.  p),  (I.  j&)  die  Neigungswinkel  der  Ebene  (I)  gegen  die  Axen  der  x, 
y,  js,  so  ist 
y=(Lajy)=90<>^(U);  ß=^I.xs)=20'-{Ly);   a=(Ly^)=90«-(I.a;); 

somit,  wenn  wir  V^*  -f-  ^*  +  C^^  =  ^  setzen,  mit  Rücksicht  auf  (6): 

cos(I.  xy)  =  8in(I.  ;ef)  =  C  :  iV, 

cos (I.  xjs)  =  sin (I.  y)  =  B:  N,  (7) 

cos(l.  ye)  =  8in(L  x)=.  A\  N, 
Die  Summe  der  Quadrate  dieser  drei  Cosinusse  und  Sinusse  ist  der 
Einheit  gleich,  übereinstimmend  mit  der  zwischen  den  Winkeln  a,  ß^  y 
bestehenden  Bedingungsgleichung :  cosa*  +  cos^*  +  cosy*=  1. 

265.. Wenn  in  der  allgemeinen  GL  der  Ebene: 

Ax  +  By  +  Gz  '\-  D=^0  (I) 

einer  oder  mehrere  der  Coefficieuten  verschwinden,  so  erhält  die  Ebene 
dadurch  eine  besoudere  Lage  gegen  das  Coordinatensystem,  welche  sich 
in  der  Form  der  Gleichung  deutlich  ausspricht. 

1)  Ist  D  =  0,  so  haben  wir  die  Gleichung: 

Ax+  By+  Gz  =  0,  (1) 

welche  eine  durch  den  Ursprung  gehende  Ebene  ausdrückt,  weil  ihr 
die  Coordinaten  dieses  Punktes:  a;==0,  y=0,  z  =  0  Genügö  leisten. 
Auch  wird  in  diesem  Falle  ^  =  0. 

2)  Es  verschwinde  einer   der  Coefficieuten  A,   B^    C;    sei   z.  B. 
0  =  0,  so  verwandelt  sich  (I)  in 

Ax  +  By  +  D  =  0,  (2) 

und  es  wird  co8(I.  xy)  =  0,  also  (I.  xy)  =  90^;   folglich  ist  (2)   die 
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Gl.  einer  auf  die  xy-Eheue  senkrechten  oder  zur  A 
Ebene.  (Vergl.  §.  253,  IL)  Aus  gleichen  Gründen  sio< 
und  By  +  Cjs  +  JD  =  0  die  Gleichungen  von  El: 
hungsweise  zu  den  Axen  der  y  und  x  parallel  lieg( 

3)  Ist  nebst  D  auch  noch  einer  der  Coeffic 
Nulle  gleich,  so  gehen  aus  (I)  die  Gleichungen: 

Äx  +  By  =  0,  Ax  +  C£!  =  0,  By  -] 
hervor,  welche,  wie  aus  dem  Vorhergehenden  erh< 
hören,  welche  durch  den  Ursprung  gehen  and  bezi 
Ebenen  der  xyy  xz  und  yz  senkrecht  stehen,  und 
nach  die  Axen  der  z^  y  und  x  in  sich  enthalten. 

4)  Verschwinden  zwei  der  Coefficienten  A,  B, 
die  Gleichungen: 

Ax  +  D  =  0,     By  +  D  =  0,     Cz -{- 
oder  X  =  a,   y  =  b^   z  =  c,    welche   zu  Ebenen 
auf  zwei  coordinirten  Ebenen,    folglich  auch  auf  c 
den  Coordinatenaxe   senkrecht,   also   zur   dritten  C 
rallel  ist. 

6)  Ist  endlich  nebst  zweien  der  Coefficienten  j 
2)  =  0,  so  gehen  die  Gleichungen  (4)  über  in  ar  = 
welche  Gleichungen  der  Reihe  nach  den  Coordin 
xz^  und  xy  angehören. 

266.  Die  Ebene:  Ax  +  By  +  Cz  +  D  = 
die  coordinirten  Ebenen  der  xy,  xz  und  yz  in  gerai 
UT  (Fig.  78),  welche  Knotenlinien  (Spuren 
werden,  und  in  der  angeführten  Reihenfolge  mit  ] 
werden  sollen.  Man  erhält  (nach  §.  253,  IV.)  die 
Durchschnittslinien,  indem  man  die  Gl.  der  Ebene 
chungen  der  coordinirten  Ebenen :  z  =  0,  y  =  0 
nach  verbindet.     Somit  sind: 

Ax  +  By  +  D  =  o,    ;er  =  0  die  Gleichu 
Ax  +  Cz  +  D  =  0,     y  =  0     - 
By+Cz  +  D  =  0,     x  =  0     - 
Bringt  man  diese  Gleichungen  auf  die  Form: 
AD  AD 

und  bezeichnet  den  Winkel,   welchen   die  7  mit  de 


^  =  -^^-^' 
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ähnlich  für  die  ührigen,  so  folgt: 

X)=  —~,     tg(a;.^)=  —  ~, 


Bichungen  die  Richtung  der  Knotenlinien  hestimmt  wird. 

;hten  wir  nun  zwei  darch  die  Gleichungen: 

Ax  -\-By  -\-  Cz  +  B  =0,  (I) 

Äx  +  J?'y  +  CV  +  D'  =  0,  (II) 

n,  so  hietet  sich  zunächst  die  Frage  nach  derDurch- 

und    dem    Neigungswinkel    derselben    dar.    Die 

den  folg.  §§.    von  selbst  ihre  Erledigung  finden;    mit 

llen  wir  uns  jetzt  beschäftigen. 

gswinkel  der  beiden  Ebenen ,  den  wir  mit  (I.  II.)  be- 
nbar  dem  Winkel  [p .p)  gleich,  welchen  zwei  aus  dem 
Ursprünge  auf  die  Ebenen  (I)  und  (II)  gefällte  Perpendikel  j>,  jp'  ein- 
schliessen,  somit  cos(I.  II.)  =  cos(i?.jp').  Sind  nun  a,  /?,  y;  a\  /?,  / 
ädQ  Neigungswinkel  dieser  Perpendikel  gegen  die  Coordinatenaxen ,  so 
hat  man  [§.  251,  Gl.  (ö)]: 

co8(jp  .  p)  =  cos«  cosa'  +  cos/9  cos/?  -(-  cosy  cos/,         (1) 
folglich  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (6),  §.  254: 
/T  TT  N  ÄÄ'  +  BB'+  CC 

cos  (I.  n.)  =  -— ==:4z -Z==r=-  .  (2) 

Sollen  die  Ebenen  (I)  und  (II)  zu  einander  parallel  sein,  so 
muss  cos(I.II)=  1  werden;  mit  diesem  Werthe  erhält  man  aus  (2) 
nach  Wegschaffung  der  Wurzelgrössen  die  Gleichung: 

{AS  —  BAy  +  {AG  —  CAy  +  {BC  —  CB^y  =  0, 
welche  in  folgende  drei  zerfällt: 

AB'  —  BÄ  =  (),     AC  —  CA  =  0,    SC  -  OB"  =  0, 
von  welchen  jede  eine  Folge  der  beiden  anderen  ist.  Wir  haben  daher 
als    Bedingungsgleichungen    für    den    Parallelismus    der 
Ebenen  (I)  und  (II): 

a:     B!~  a'  ^^ 

d.  h.  es  müssen  die  Coefficienten  der   gleichnamigen  Coordinaten  pro- 
portional sein. 

Diese  Bedingung  ist  erfüllt ,  wenn  wir  AI  =  mA ,  B'  =  mB, 
C'=mC  setzen;  es  ist  daher  mAx  +  mBy  +  mCz  +  D'=  0,  oder, 
da  2/  eine  willkürliche  Grösse  ist  und  durch  mD'  ersetzt  werden  kann, 
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Pt- 


Ax  +  By  +  Ci!  +  V  =  0  (lU) 

die  Gleichung  einer  zu  (I)  parallelen  Ebene. 

Es  seien  ^  und  ^'  die  Laugen   der  aus  dem  Ursprünge  auf  die 
Ebenen  (1)  und  (III)  gefällten  Perpendikel,  so  ist 

jp  --=  +  D  :  y^8  4.  p2  ^  cn»^  !>'  =  ±  D'  :  y2^~+^M-~Ö*, 
wobei  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  gelten,  je  nachdem  die  Coeffi- 
cienten  D,  D'  positiv  oder  negativ  sind.  Bezeichnet  man  nun  mit  jE?  d  e  n 
Abstand  der  beiden  parallelen  Ebenen  (I)  und  (III),  seist, 
wenn  man  If  den  grösseren  der  beiden  Coefficienten  D,  D'  sein  Iftsst, 
E  =  p  —  p,     =p  —  p\     oder     =  p  -{•  p\ 

je  nachdem  D  und  D'  positiv,  negativ  oder  entgegengesetzten  Zeichens 
sind.    Hiemit  wird  in  allen  drei  Fällen: 

^=-,-_-J^4^.i._.  (4) 

Damit  die  Ebenen  (I)  und  (II)  sich  senkrecht  durchschneiden, 
muss  cos(I.  II.)  =  0  sein,  womit  sich  aus  (2): 

AÄ  +  BB"  +  CC  =  0  (5) 

als  Bedingungsgleichung  far  den  perpendikulären  Schnitt 
der  Ebenen  (I)  und  (II)  ergibt. 


Die  gerade   Linie. 


(m) 


258.     Eine  gerade  Linie   im  Räume   I&sst  sich  immer  als  Durch- 
schnitt zweier  Ebenen  betrachten.     Sind  daher: 

Ax  +  By  +  C£  +  D  ==  0  \ 
A'x  +  B'y+  (y£-\-  I)'  =  0  I 

die  Gleichungen  dieser  Ebei^n,  so  gehört  aus  den  in  §.  253.  IV.  ent- 
wickelten Gründen  das  System  dieser  beiden  Gleichungen  einer  geraden 
Linie  im  Räume  an.  Jede  dieser  Gleichungen  kann  aber  durch  irgend 
eine  Verbindung  derselben  ersetzt  werden;  eliminirt  man  daher  ans 
denselben  der  Reihe  nach  x,  y,  z,  so  erhält  man  drei  neue  Gleichungen 
von  der  Form: 

^y  +  Äxr  +  Ä  =  0,  /a?  +  Ä'£r  +  Ä;'  =  0,  g"x  +  Ä>  -}-  r  =  0,  («) 
und  da  je  zwei  dieser  Gleichungen  durch  dieselben  Werthe  von  x,  y,  g 
befriediget  werden,  wie  die  beiden  Glgn.  (m),  so  drücken  dieselben 
auch  —  und  zwar  in  einfacherer  Form  —  dieselbe  Gerade  im 
Räume  aus. 
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Man  weiss,  dass  die  Gleichungen  (n),  von  denen  jede  eine  Folge  der 
beiden  anderen  ist  and  aus  ihnen  dureh  Elimination  der  beiden  Olei- 
chnngen  gemeinschaftlichen  Coordinate  abgeleitet  werden  Icann,  die 
Gleichungen  dreier  Ebenen  sind,  welche  beziehungsweise  auf  den  Ebe- 
nen der  ye,  xz  und  xy  senkrecht  stehen  und  von  welchen  je  zwei  durch 
ihren  Durchschnitt  die  Gerade,  im  Räume  bestimmen.  Diese  drei  Ebenen 
sind  die  projicirenden  Ebenen  der  Geraden;  da  ferner  jede  dieser 
Gleict^ungen  nur  2  Coordinaten  enthält,  so  kann  sie  zugleich  als  Glei- 
chung der  Durchschnittslinie  der  projicirenden  Ebene  mit  der  Ebene 
dieser  Coordinaten,  d.  h.  als  Gleichung  der  Projection  der  Geraden 
im  Räume  auf  die  bezügliche  coordinirte  Ebene  betrachtet  werden,  und 
in  diesem  Sinne  sagt  man,  dass  eine  Gerade  im  Räume  durch  die  Glei- 
chungen ihrer  Projectionen  auf  zwei  coordinirte  Ebenen  bestimmt  sei. 

Es  ist  natürlich  im  Allgemeinen  willkürlich,  welche  zwei  der  GIgn. 
[n)  zur  analytischen  Darstellung  einer  Geraden  man  wählen  will;  wir 
werden  uns  im  folgenden  der  beiden  ersteren,  in  der  Form: 

a?  =  axr  +  «.     y  =  2>je^  +  /?  (1) 

bedienen,  welche  die  Gerade  durch  ihre  Projectionen  auf  die  Ebenen 
der  xz  und  ye  ausdrücken.  —  Nur  in  dem  Falle,  wenn  die  Gerade  zur 
^^-Ebene  parallel  ist,  kann  sie  durch  2  Gleichungen  von  dieser  Form 
nicht  dargestellt  werden,  weil  dann  die  zwei  Ebenen,  welche  sie  auf 
die  Ebenen  der  xz  und  yz  projiciren,  in  eine  einzige  Ebene  z:=^y  zusam- 
menfallen; man  wird  in  diesem  Falle  die  Gleichung  der  Projection  auf 
die  Ebene  der  a?y  :  y  =  ca?  +  ^  zu  Hilfe  nehmen,  welche  in  Verbin- 
dung mit  der  Gl.  z  -=  y  die  Gerade  bestimmt. 

Aus  den  Gründen  der  analytischen  Geometrie  in  der  Ebene  folgt, 
dass  die  Constanten  a,  ß  der  Gleichungen  (1)  die  vom  Ursprünge  aus 
gezählten  Strecken  sind,  welche  diese  Projectionen  auf  den  Axen  der 
X  und  y  abschneiden;  a  und  h  aber  die  trigonometrischen  Tangenten 
der  Winkel,  welche  sie  mit  der  Axe  der  z  einschliessen.  Hieraus  folgt, 
dass  die  Richtung  einer  Geraden  im  Räume  bloss  von  den  Coeffl- 
cienten  a  und  "b  abhängen  kann,  und  dass  somit  zwei  Gerade  im  Räume 
parallel  sein  werden,  wenn  ihre  Gleichungen  in  Bezug  auf  diese  Coeffi- 
cienten  übereinstimmen. 

Die  Durchschnittspunkte  der  Geraden  (1)  mit  den  Coor- 
dinaten-Ebenen  ergeben  sich  ganz  einfach  durch  Verbindung  der  Glgn. 
(1)  mit  den  Gleichungen  dieser  Ebenen.  So  erhält  man  z.  B.  für 
;cr  =  0  :  ^  =  of,  y  -=  ß  als  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes 
der  Geraden  mit  der  Ebene  der  xy. 
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I 


I 

i. 


Die  Winkel,  welche  die  Gerade  (1)  mit 
axen  der  x,  y^  s;  einschliesst,  wollen  wir  mit  (1 
bezeichnen.  Nehmen  wir  auf  der  Geraden  zwei  be 
und  x\  y\  z\  und  bezeichnen  ihren  Abstand  mit 
[Gl.  (1)  und  (3),  §.  251] 


cos(l  .  x^  = 


X    —  X 


C08(l  .y)  = 


y  —y 


Weil  aber  der  Punkt  x\  y\  z  in  der  Geraden  li< 
az  '\-  ci^  y  =z}>z  '\'  ß,  welche  Gleichungen  mit 
verbunden : 

oi  —  x=^a{z  —  z),  y  —  y  =zh 
geben ,  womit  endlich  r  =  {z  —  z)  Vi  +  »*  - 
letzten  Gleichungen  bestimmen  nun   die  Yerhältnii 


und 


,  und  man  erhftlt: 


cosfl.a?)—   .  =;  cos(l.y)=  , ~\  cosf 

Diese  Ausdrücke  sind  zugleich  die  Sinusse  der  N< 
(l.rrr),  (l^xy)  der  Geraden  (l)  gegen  die  Coon 
die  Winkel  (1 .4;),  (l.y),  (1-^),  wie  man  leicht  si 
Mit  Hilfe  der  Glgn.  (2)  findet  man: 

cos(l  .  x)       ^       cos(l  . 

a  —  — -^ 0  — ^^^ 

cos  (1  .fr)'  C0S(1  . 

womit  die  Glgn.  der  Geraden  (1)  folgende  Form 
cos(l  .  x)       ,  cos(l  .  1 


259.    Als  besondere  Fälle   der  Lage   der  ( 
zu  bemerken: 

1)  Zwei  Gleichungen  von  der  Form: 

x  =  az,  y  =  bz, 
in  welchen  die  constanten  Glieder  fehlen, 
den  Ursprung  gehenden  Geraden  an;  si( 
durch  die  Coordinaten  x  =  0^  ^  =  0,  z  =  0  d 
auch  erkennt  man  schon  aus  der  Form  derselben 
jectionen  durch  den  Ursprung  gehen. 
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die  Bedingungsgleichung,  welcher  die  Constanten  der  Gleichun- 
gen 1)  und  2)  Genüge  leisten  müssen,  wenn  diese  beiden  Geraden 
sich  schneiden,  oder  allgemeiner  in  einer  Ebene  liegen 
sollen.  Für  die  Coordinaten  des  Dnrchschnittspunktes  hat  man  dann : 

_  _  a  —  a  _  _  ^j;^^  bß'  —  h'ß  ad  -—  da 

^  —        a—d~       h  —  b'' 


b^  —  h'ß 


(2) 


2)  Neigungswinkel  zweier  Geraden.  Bezeichnen  wir  den 
Neigungswinkel  der  Geraden  1)  und  2)  mit  (1.2);  mit  (l.a?),  (l.y), 
{l.is)  die  Winkel,  welche  die  1)  mit  den  Axen  bildet  und  durch  ähn- 
liche Symbole  die  analogen  Winkel  der  2),  so  ist  [§.  251,  Gl.  (5)]: 
cos (1.2)  =  cos (l.ir) cos (2.x)  +  cos (l.y) cos (2.y)  +  cos (l.^r) cos(2.;er),  (3) 
oder,  wenn  man  für  die  Cosinusse  ihre  Werthe  [§.  258,  Gl.  (2)]  eiDfÜhrt: 

ad  +  &ft'  +  1 


cos (1.2)^  -;/-;-7--, 


(4) 


Sollen  die  beiden  Geraden  parallel  laufen,  so  muss  cos (1 .2)=  1 
sein,  welcher  Werth  in  (4)  eingeführt,  nach  einer  der  in  §.  257  ausge- 
führten ganz  ähnlichen  Reduction : 

a  —  d,  b  =  V  (5) 

als  Bedingungsgleichungen  für  den  P^rallelismus  der 
beiden  Geraden  liefert. 

Sollen  aber  die  Geraden  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  er- 
gibt sich  hiefür,  wegen  cos(1.2)==0,  die  Bedingungsgleichung: 

ad  +  ft6'  +  1  =  0.  (6) 

Verbindung  der  Ebene  mit  der  Geraden. 

261.     Es  seien: 

X  z=:  az  -{-  a,     y  =z  b/s  +  ß  .  ,  .  .  1) 
die  Gleichungen  einer  Geraden,  und: 

Äx  +  By  +  C0  +  Dz=0 I) 

die  Gleichung  einer  Ebene  gegeben;  beschäftigen  wir  uns  wieder  zq- 
nächst  mit  der  Bestimmung  des  Neigungswinkels  (1 . 1),  und  des  Durch- 
schnittspunktes  derselben. 

1)  Neigungswinkel  einer  Geraden  gegen  eineEbene. 
Denkt  man  sich  aus  irgend  einem  Punkte  der  Geraden  1)  ein  Perpen- 
dikel auf  die  Ebene  I)  gefällt,  so  ist  der  von  diesem  Perpendikel  und 
der  Geraden  eingeschlossene  Winkel  fj.  =^  90®  —  (^«1)?  der  Winkel  fi 
ist  aber  jenem  gleich,  welchen  das  aus  dem  Ursprünge  auf  die  Ebene 
gefällte  Perpendikel  p  mit  der  Geraden  1)  bildet;  es  ist  also  sin(I.l) 
=  cos{p  .  1).     Nun  hat  man: 


Digitized  by  VjOOQIC 


447 
cos{p.  1)=^  cos{p  .x)cos{l  .x)  -{-cos{p  .y)eos{l  ,y)  +  cob{P  .0)cos{l  .e) , 
folglich,  wenn  wir  im  2*®°  Theile  dieser  Gleichung  statt  der  Cosinusse 
die  in  §.  254,  Gl.  (6)  und  §.  258,  Gl.  (2)  entwickelten  Werthe  einsetzen : 

sinfl.   1)=    ■,  r =^ '  (1) 

^        ^        }/A^  + B^  +  C^  ,ya^  +  b^+i  ^ 

Soll  die  Gerade  1)  zur  Ebene  1)  parallel  laufen,  so  muss  sin  (1 . 1) 
=  0  sein;  hiemit  folgt  aus  (L)  als  Bedingungsgleichnng  für 
den  Parallelismus: 

Aa  +  Bb  +  C  =  0.  (2) 

Damit  aber  die  Gerade  1)  die  Ebene  I)  senkrecht  schneide, 
muss  sin(I.  1)  =  1  werden,   wodurch  (l)  in 

Va^  +  B^  +  C^   .  Va*  +  ft'  +  1  =Aa  +  Bb  +  C 
übergeht,  welche  Gleichung  durch  Erhebung  zum  Quadrate  auf  die  Form  : 

{A  —  aCy  +  {B  —  bCy  +  {Ab  —  Baf  =  0 
gebracht  werden  kann  und  somit  in  folgende  drei  : 

A  —  aC  =  0,     B  —  bC  =  0,    Ab   -  Ba  =  0 
zerföllt.  Die  3^  dieser  Gleichungen  ist  eine  Folge  der  beiden  ersteren ; 
wir   haben   folglich   als   Bedingnngsgleichungen,   welche   erfüllt 
werden  müssen,   damit  die  Gerade  1)  die  Ebene  1)  senkrecht 
schneide: 


«=C' 


6  = 


(3) 


2)  Durchschnittspnnkt  einer  Geraden  und  einer  Ebene. 
Die  Coordinaten  dieses  Punktes  sind  jene  Werthe  TOn  x,  y^  e,  welche 
den  Gleichungen  der  Geraden  und  der  Ebene  gleichzeitig  Genüge  lei- 
sten und  sich  somit  durch  Elimination  aus  diesen  Gleichungen  ergeben. 
Substituirt  man  die  Werthe  von  x  und  y  aus  1)  in  I),  so  erhält  man: 

(4) 
woraus 


{Aa^  Bb  +  C)z  -{-  Aa  +  Bß  +  I)  =  0, 
Aa  +  Bß  +  D 


Aa   +  Bb  +  C 
und  hiemit  aus  1): 

^  (^g  +  Bb  +  G)ß—  {Aa  +  Bß  +  D)b  \  (5) 

^~  Aa  +  Bb  +  C 

_  {Aa  +  Bb  +  C)a  —  {Aa  +  Bß  +  D)a 

^  ~  Aa+  Bb  +  C 

folgt.  —  Ist  die  Grösse  Aa  -{-  Bß  +  B  von  0  verschieden,   aber  der 

Nenner  Aa  +  Bb  -{-  C  =^  0,  so  werden  diese  Werthe  der  Coordinaten 
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des  Durchschnittspunktes  unendlich  gross,  son 
parallel,  wodurch  wir  auf  die  bereits  oben  gi 
Parallelismus  zurückgeführt  werden.  Ist  aber  r 
noch  die  Grösse  Aa  -{-  Bß  -{-  D  =  0 ,  so  ist 
Werlh  von  ^  erfüllt,  d.  h.  jedes  System  von  \V 
^,  y,  ^1  welches  die  Glgn.  der  Geraden  1)  befrii 
Gl.  I)  der  Ebene,  und  die  Gerade  liegt  folg] 
dehnung  nach  in  der  Ebene.  Dasselbe  sprechen 
indem  diese  Ausdrücke  die  Form  %  annehmen,  a 
Es  sind  somit 

u4a  +  ^&  +  C  =  0 ,  Aa  ^  Bß 
die  Bedingungsgleichungen,  welche  ausdrücken, 
der  Ebene  I)  liege. 

In  der  That  folgt  dies  auch  aus  der  geome 
ser  Gleichungen,  indem  die  1^*,  wie  bekannt,  i 
und  Ebene  parallel  sind,  die  2^®  aber  ausdrückt 
die  Ebene  einen  bestimmten  Punkt,  nämlich  den 
Geraden  mit  der  Ebene  der  xy,  dessen  Coordin 
;8r  =  0  sind,  gemeinschaftlich  haben. 


■L 


Aufgaben  über  die  gerade  Linie  u 

262.  1*«  Aufg.    Die  Gleichungen    ein 
den,  welche  durch  zwei  gegebene  Pun 

Es  seien  rc',  y\  z   und  oi\  y",  e"  die  Cooi 
Punkte;  die  Gleichungen  der  Geraden  sind  von 
rc  ==  w^  4-  |i( ,     y  =  w^  -}- 

und  müssen  durch  die  Coordinaten  der  gegebene: 
wodurch  sich  die  4  Bedingungsgleichungen: 


a?'  =  mz  +  f* 
y  z=  nz'  -{-  V 


(2) 


X   =  mz 


zur  Bestimmung  der  4  Unbekannten  i»,  jic,  w,  v 
sodann  in  (1)  zu  substituiren  sind,  was  offenbi 
dieser  4  Grössen  aus  den  6  Gleichungen  (1),  (2) 
Subtrahirt  man  die  (2)  von  (1),  sodann  die  (3 
X  —  X  =zm{z  —  z),  y  —  y'  = 
x'  —  x"  =m{z'—  z"\  y'  —  y"  = 
durch  deren  Division  man 
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Schneiden  wir  diesen  letzteren  Cylinder  durch  ei 
durch  den  Ursprung  geht,  gegen  die  ic^- Ebene  unt 
geneigt  ist,  und  diese  Ebene  in  einer  Geraden  schni 
der  Axe  der  x  den  Winkel  y  einschliesst ,  so  haben 
y,  z  ihre  Werthe  aus  [m)  §.  274  zu  substituiren.  Ir 
Sprung  beibehalten,  somit  in  den  angezogenen  Gleichung 
setzen,  erhalten  wir  als  Gleichung  des  Cylindersc 
y*  (/!*'*  cosy'^  4"  ^^  sinr/^^)  cos6^-|-  x^^  ^A^  %\ii(f^ 
-\-  2  sin  if  cos  {f  cos  6  (^^  —  ß^)  xy  =  . 
welcher  somit  im  Allgemeinen  eine  Ellipse  ist, 
teristiscbe  Binom  dieser  Gleichung  =  —  iA^B^ 
negativ  ist. 

Es  entsteht  die  Frage,  ob  der  elliptische  Schnit 
in  einen  Kreis  übergehen  könne?  Hiezu  wird  erforde 
ficienten  von  x^  und  y^  einander  gleich  ,  jener  von 
man  hat  also,  da  cos  6  im  Allgemeinen  von  0  versch 
(üngungsgleichungen  : 

sin  y  cos  y  =  0  , 
(A^  cosip'^  -\-  7?*^  sinf/^'^)  cos  6^  =  A^  sin  (f^  -\- 
welche  die  zweifache  Auflösung  gestatten: 

sin  y  =  0 ,    also    (/^  =  0    und    cos  6  = 

/r 
cos  (/i  =  0 ,    also    qp  =  -   und    cos  6  = 

die  2*^  ist  wegen  A'^B  unzulässig ;  aber  die  erste 
tungen  der  schneidenden  Ebene,   nach  welchen  der  c 
in   Kreisen    geschnitten    wird.     Dieser   Cylinder    kam 
schiefer  Cylinder  von  kreisförmiger  Basis,  und  zwar  8 
betrachtet  werden. 

Von  den  Kegelflächen. 

279.  Jede  Fläche,  welche  durch  die  Bewegung 
zeugt  wird,  die  beständig  durch  einen  festen  Punk 
Kegelflache    oder    konische    Fläche.     Der   i 
Mittelpunkt  (auch  Scheitel)  der  Kegelfläche. 
Bezeichnen   wir  mit  x\   y\   z   die  Coordinaten 

so  sind 

X  —  X  =  a{z  —  z),     y  —  y'  =zh{£ 

die  Gleichungen  der  erzeugenden  Geraden,    in  welche 

II  KHK,  HAh.  Matheinuiik,  I.  3.   Aufl. 
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liebe  Grössen  bedeuten,  da  diese  Gerade  ibre  Ricbtnng  fortwährend 
verändert.   Setzen  wir  nocb 

SO  nehmen  die  Gleicbungen  der  irgend  eine  Kegelfläche  erzeugenden 
Geraden  die  Form  an: 

X  —  X  =  a{£i  —  /),     y  —  y  =  ff  (a)  (jr  —  /) ,  (3) 

und  aus  diesen  folgt  durch  Elimination  von  a: 

y-j\  =  .,  (^.  r  <)    oder   fi^'-K,    "^  ~4)  =  0      (4^, 
z    -  z  ^   \z  —  z }  \z      -  z       z  —  z  / 

als  allgemeine  Gleichung  der  Kegelflächen,  deren  wesent- 
licher Charakter  darin  besteht,  dass  sie  in  Bezug  auf  die  Grössen  x  —  x, 
y  —  y\  2  —  ^'  homogen  ist. 

Fällt  der  Mittelpunkt  mit  dem  Ursprünge  zusammen,    so  verwau- 


W  delt  sich  (4)   in 

%■■         ■  y 

^':    "  Z 


=^ö  »-"'(:•  !)=»• 


welche  Gleichung  homogen  ist  in  Bezug  auf  die  Veränderlichen  ar,  y,  t 
Die  Form  der  Funktion  (f  oder  /*  bestimmt  sich  gewöhnlich  da- 
durch, dass  eine  Curve  gegeben  ist,  an  welcher  die  erzeugende  Gerade 
fortgleitet.  Die  Elimination  von  x,  ?/,  z  aus  den  Gleichungen  dieser 
Leitlinie  und  jenen  der  erzeugenden  Geraden,  föhrt  auf  die  Gl.  {t\ 
als  Ausdruck  der  Bedingung,  dass  die  Erzeugende  die  Leitlinie  beständig 
schneide. 

280.  Beisp.  1.  Sei  die  Leitlinie  ein  in  der  Ebene  der  ary  liegen- 
der Kreis  vom  Halbmesser  r,  dessen  Centrum  mit  dem  Ursprünge  zu- 
sammenfällt; X  ^  y\  z  seien  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Kegel- 
fläche, so  sind  die  Gleichungen  der  I^itlinie :  ic'^^-^2__.,.2^  ^^  =  0,  und 
jene  der  erzeugenden  Geraden  :  x-  x=za{z  —  /),  y  —  y=zb(z  —s): 
aus  diesen  4  Gleichungen  folgt  durch  Elimination  von  x,  y,  z:  (x — as'^' 
-\-  {y  -  hz)^  =  >^  und  endlich,  wenn  man  aus  dieser  und  den  Glei- 
chungen der  Erzeugenden  n  und  h  eliminirt: 

{x'z  —  xz'Y  +  {y'z  -  -  yzy  =--  r'\z  -  z'f  (It 

als  Gl.  des  schiefen   Kegels  von  kreisförmiger  Basis. 

Setzt  man  x  =  y'  --.  0 ,  so  erhält  man : 

(^2  _^  ,^'^)  ^-2  ^  ,.2  ^^  „  ^'y^  (2) 

als  Gleichung  des  geraden  Kegels,  dessen  Scheitel  in  der  Axe 
der  z ,  in  der  Entfernung  :^  z'  von  der  in  der  xy  -  Ebene  liegenden 
Basis  vom  Halbmesser  r  sich  befindet. 
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m  wir  als  Leitlinie  eine  Ellipse,  derei 
im  Abstände  =  c ,  deren  Centrum  in  d 
»e  Axe  =  2Ä  in  der  Ebene  der  xjs  liei 
t  AV  +  ^V^  =  •^'^^  ^  =^  c.  Wäl 
;  Mittelpunkt  der  Kegelfläche,  so  hat  man  ; 
in  der  erzeugenden  Geraden,  und  erhält: 

(Ty+(ir=(:-)' 

elliptischen  Kegels, 
jiese  Gleichung  mit  c^  und  beachtet,  das 


ist,    wenn    man    mit   «    und    ß   die   Win 

irchschnittslinieu  der  Kegelfläche  mit  den 
ler  Axe  der  z    einschliessen ,    so   nimmt 

cotg  a^  +  3/'^  cotg  /?*^  =  s^ ; 
idelt  sich  die  Ellipse  in  einen  Kreis  und  n 
"'^  =  r-^^     oder     a?^  -f  ^-  =  ^'^  tg  a^ 
1  Kreiskegels,  dessen  Scheitel  im  Ur 
:    der  Axe  der   ^    zusammenfällt   und    mi 
Winkel  «  einscbliesst. 


wir    noch    die   Durchschnittslinien,    in 
>eiskegel    von   einer  Ebene  geschnitten  ^ 
aden  elliptischen  Kegels  ist: 

Ö)'+(l)"=(7)- 

Punkt  ff  (Fig.  79),  in  welchem  die  sehr 


der  Ä  begegnet,    als  Ur- 
irchschnittslinie    parallele 
gehende    Gerade   als  Axe 
y,    £  XST  =  (f  und  den 
ichneidenden)    Ebene    der 
xy    gegen    die  xy  -  Ebene  =  6 ,    so    haben  wir 
*n  den  Ausdrücken  (m),   §.  274,    a  =  6  =  0, 
j  =  y  zu  setzen,  und  erhalten  nach  Substitution 
clerselben  in  (1)  als  Gleichung  des  Kegel- 
schnittes: 


30» 
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P 


I 


,.,  r/sin f/)"  ,   cosg)2\  sinOn        ,.Tco 


^2 


4-  2a:y  sin  g)  cos  y  cos  6  — jg  »2 


2y  si 


Der  Schnitt  ist  also  eine  Linie  der  2**"  On 
Entwickelung    des    charakteristischen    Binoms 
findet,  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel,  je 
sieht  auf  den  Zahlenwerth: 


tgö 


^  cos  (f^  4"  ^'^  si 

Um  insbesondere  diejenige  Lage  der  sehne 

bei  welcher  die  elliptischen  in  Kreisschnitte  üb 

Gl.  (2)  einen  Kreis  ausdrücken  lassen  und  zu 

2  sin  q>  cos  (f  cos  6  {Ä^       B"^ 

(smcp^       cos ^^\  ,  _ sjn Ö^ _  c 

setzen.     Diese  Gleichungen   gestatten,    so   lang 
drei  Auflösungen,  nämlich: 


6  =  90^ 


cos  fp^ 


+ 


sin  (p^ 
~B^ 


+  - 


(f  =  90^     sin  e 


cp  =  0 


sm  I 


B^ 


von  welchen  aber  die  beiden  ersten  unzulässig 
die  Summe  dreier  positiver  Grössen  nicht  Nul 
für  (f  =  90° ,  wegen  B  <!i  A,  sin  6  imaginär 
für  ff  =  0  folgende  Werth  von  sin  6  immer  i 
somit  des  doppelten  Zeichens  wegen  zwei  System 
welche  den  elliptischen  Kegel  in  Kreisen  schnei 
wegen  fjp  =  0  parallel  zur  Axe  der  rc,  d.  h.  zui 
tischen  Basis  des  Kegels.  Der  elliptische  Kegc 
zweifache  Weise  als  schiefer  Kreiskegel  betracli 

Für   A  z=  B  =  r    geht   der   elliptische    I 
Kreiskegel  über.    Die  Gl.  (2)  des  Kegelschnitte 

(c2  cos  6*  —  r^  sin  62)  ^^  ^  ^V^  —  2y  sii 
und   derselbe    ist   eine  Ellipse,    Hyperbel   oder 
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er  =     ,    oder  je  nachdem  6  <^ ,  >  oder  = 

mit  «  den    halben  Scheitelwinkel  des  Kegels 

iass  -  =  cotga.    Die  Linien  zweiter  Ordnunj 

)ene  Schnitte  des  geraden  Kreiskegels,  worin 
,  Kegelschnittslinien,  ihren  Grund  hat 


Von  den  Rotationsflächen. 

kt  man  sich  irgend  eine  Linie  von  einfacher 
ang  (die  erzeugende  Curve)  mit  einer  der 
iden  fest  verbunden,  und  um  letztere  als  A 
schreibt  die  rotirende  Cnrve  eine  Fläche,  wel 
Jmdrehungs fläche  genannt  wird, 
r  Erzeugungsart  erhellt  sogleich,  dass  eine  sol 
welche  senkrecht  auf  der  Axe  stehen,  in  B 
man  pflegt  diese  Kreise  Parallelkreise 
ingegen,  welche  durch  die  Axe  gelegt  werden, 
Lche  in  congnienten  ebenen  Curven,  welche  M 
t  klar,  dass,  wie  auch  immer  die  Curve  besc 
ren  Umdrehung  die  Fläche  entstanden  ist,  ein 
Steile  als  erzeugende  Curve  vertreten  kann. 
Gresagten  geht  hervor,  dass  man  sich  die  Rotai 
i  Bewegung  eines  Kreises  entstanden  denken  ki 
jenkrecht  bleibt  auf  der  Rotationsaxe,  dessen  ] 
r  Axe  fortrückt,  und  dessen  Halbmesser  sie 
5  der  Kreis  eine  gegebene  Curve  (bei  der  fr 
die  rotirende  Curve)  beständig  schneide.  Hier 
Kreis  die  Rolle  der  erzeugenden  Curve,  di< 
aer  festen  Leitlinie  oder  Directrix.  Wir  w 
;ungsweise  zur  Ableitung  der  allgemeinen  Glei 
a  benützen. 

^0'  ^0^  ^0  ^'^  Coordinaten  eines  Punktes  der 
ihre  Neigungswinkel   gegen   die  Coordinatenax 
die  Lage   der  Rotationsaxe   bestimmen   und   a 
werden.     Die    Gleichungen    des    erzeugenden 
age  desselben  seien: 

'  -  ^«)*  +  (y  -  ^'»)^  +  (-^  -  ^o)'  =  r', 
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^  f  a;  cosa  -4"  y  cos/?  +  ^  ^^sy  = 

von  welchen  die  1^  einer  aus  dem  Punkte  Xq, 
messer  r  beschriebenen  Kugel,  die  2^^  einer  I 
in  dem  Abstände  =  p  vom  Ursprünge  auf  der 
steht,  und  wo  offenbar  r  eine  Funktion  von  p 
durch  den  Schnitt  der  Kugel  mit  der  Ebene  enl 
gebene  Leitlinie  schneide.    Setzen  wir  also 

so  werden  die  Gleichungen  des  erzeugenden  Kn 
{x  —  x,Y  +  {p  —  y^y  +  (^  —  ^o)' 
ic  cos  «  -{-  y  cos  ß  -\-  js;  cos  y  = 
aus  welchen  man  durch  Elimination  von  p : 
[x  —x^y  +  {y  —  y^Y  +  {z  —  ß^Y  =  (p(x  cosa  - 
als  die  allgemeine  Gleichung  der  Rota 

Die  Form  der  Funktion  (f  hängt  von  der 
und  bestimmt  sich  auf  die  bekannte  Weise,  ind 
chungen  derselben  in  Verbindung  mit  den  obige 
eliminirt,  wodurch  man  zur  Gl.  (3)  gelaugt,  au 
mit  Hilfe  von  (1)  und  (2)  die  Grössen  r  und  p 
die  Gl.  der  Rotationsfläche  zu  erhalten. 

In  den  meisten  Fällen  ist  die  rotirende  C 
in  deren  Ebene  die  Rotationsaxe  liegt,  also  mit 
tisch ;  lässt  man  dann  noch  die  Rotationsaxe  mit 
axen  zusammenfallen,  so  werden  die  Gleichunge 
dann  den  Ursprung  als  den  Punkt  x^,  t/^,  -r^ 
die  Axe  der  jg  als  Rotationsaxe  vorausgesetzt  - 
beweglichen  Kreises : 

^^  +  ^^  =  ^^  £^  =  p 
werden.  Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  d 
jc'^  -|-  ?/'^  =  (f  [s)  oder  ^  =  l\x' 
als  allgemeine  Gleichung  der  Rotati 
Axe  mit  der  Axe  der  ^  zusammenfällt, 
die  Leitlinie,  durch  deren  Rotation  die  Fläche 
der  xz  an,  was  immer  möglich,  so  sind  ihre  Gl 

F{x,  -£')  =  0,  y  =  0, 
und  man  erhält  wieder,  wie  oben,  durch  Elimi; 
(6)  und  (8)  die  Gl.  (3),  in  welcher  sofort  für  i?  i 
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(6)  zu  setzen  sind,  um  zur  Gl.  der  Rotationsfläche  zu  gelangen.  Diese 
Elimination  kann  übrigens  hier  leicht  allgemein  ausgeführt  werden. 
Mit  dem  Werthe  y  =  0  aus  (8)  gibt  die  1***  der  Glgn.  (6):  x=  ±r, 
welcher  Werth  sammt  jenem  jn  =:  p  in  die  1^  der  Glgn.  (8)  substituirt, 
J^(±  ^  p)  =  0  liefert.  Substituirt  man  in  diese  Gl,  für  p  und  r  die 
Werthe  aus  (6),  so  hat  man: 

F{±\'^o^^TV\js)  =  i)  (9) 

als  Gl.  der  gesuchten  Rotationsfläche,  welche  —  wie  man  sieht  — 
unmittelbar  aus  jener:  F{x,  jt)  =  0  des  in  der  a;^-Ebene  liegenden 
Meridians  hervorgeht^  wenn  man  in  derselben  ji  Vit'^  +  V^  statt  rc,  oder 
X*  +  y^  statt  x^  schreibt. 

283.  Beisp.  1.  Die  erzeugende  Curve  sei  eine  Ellipse,  deren 
kleine  Axe  22^,  zugleich  Rotationsaxe,  in  der  Axe  der  £^,  deren  grosse 
Axe   2a   in    der  Axe    der    x   liegt;    die    Gleichungen    derselben    sind 

x^        JS^ 

-2  +  ^2  =  li  y  =  0;  man  hat  daher: 

als  Gl.  der  Fläche,  welche  durch  Rotation  einer  Ellipse  um  ihre  kleine 
Axe  entsteht  und  abgeplattetes  Rötations-Ellipsoid  (Sphäroid) 
genannt  wird.  Durch  Vertauschung  von  h  mit  a  erhält  man  die  Gl.  des 
gestreckten  Rotations  -  Ellipsoides,  welches  durch  Umdrehung  der 
Ellipse  um  ihre  grosse  Axe  :^  2a  entsteht.  Für  a  =  b  geht  die  Ellipse 
in  einen  Kreis  über,  und  die  Gl.  des  Ellipsoides  verwandelt  sich  in 
^^  +  ^^  +  ^^  =  ö5^,  welche  einer  Kugel  vom  Halbmesser  a  angehört. 
Beisp.  2.  Die  erzeugende  Curve  sei  eine  Hyperbel,  deren 
erste  Axe  =  2a  mit  der  Rotationsaxe  der  -e,  die  2^®  Axe  mit  der  Axe 

der   X   zusammenfällt;   ihre  Gleichungen   sind   daher  77: « ---  —  1, 

0^       a^ 

^  =  0,  und  man  hat : 

^±t...^^^^^  (2) 

6*^  a'  ^^ 

als  Gl  der  erzeugten  Umdrehungsfläche,  welche  Rotations-Hyper- 
boloid mit  zwei  H Ölungen  genannt  wird,  weil  die  Fläche  aus 
zwei  getrennten  Theilen  besteht. 

Lässt  man  die  zweite  Axe   mit  der  Drchungsaxe   zusammenfallen, 
so  kommt: 

a^  h^ 


Digitized  by  VjOOQIC 


m 


w^ 


0' 


Atn 


als  Gleichung  der   erzeugten  Fläche,    welche   den  Ni 
Hyperboloid  mit  einer  Hölung  führt. 

Beisp.  3.  Die  Gleichungen  einer  in  der  ic-r-Ebei 
bei,  deren  Scheitel  mit  dem  Ursprünge,  deren  Axe 
axe  der  z  zusammenfällt,  sind  x'^  =  jßz,  7/  =  0 ;  m 

x^  +  y^=pz 
als  Gleichung  der  erzeugten  Fläche,    welche  Rotat 
genannt  wird. 

Beisp.  4.  Um  die  Axe  der  z  drehe  sich  feine 
dem  Abstände  =  a  vom  Ursprünge  die  rc-Axe  g 
und  mit  der  rc^-Ebene  nach  der  positiven  Seite  der 
a  einschliesst ;  die  Gleichungen  dieser  Geraden  s 
y  =  e  cotg  (X.  Da  hier  die  Erzeugende  mit  der  R( 
derselben  Ebene  liegt,  so  haben  wir  diese  Gleichur 
[§.  282] :  a;^  +  y^  =  r*,  z  =:z  p  zu  verbinden ,  n 
Elimination  von  x,  y,  z  \  r^  =  j?*cotga*  +  ö^  ^^^ 
derherstellung  der  Werthe  von  r  und  y.  x^  -\-  y^  -. 
oder : 


=   1 


a^  tg  a* 

als  Gl.  der  erzeugten  Fläche,  welche  sonach  ein  R 
boloid  mit  einer  Hölung  ist,  dessen  halbe  1*®  A 
2^®  Axe  &  =  a  tga  ist.  Da  in  (5)  tg«  blos  im  (j 
so  entsteht  dieselbe  Fläche,  wenn  die  rotirende 
jj^-Ebene  unter  dem  Winkel  180°  —  a  geneigt  ist. 
Aus  dem  Umstände,  dass  das  Rotationshyperb( 
lung  durch  Bewegung  einer  Geraden  —  und  zwar 
—  erzeugt  werden  kann,  folgt  umgekehrt,  dass  ai 
Fläche  unendlich  viele  Gerade  gezogen  werden  kön 
Endpunkte  eines  Halbmessers  des  kleinsten  Paralle 
Halbmesser  senkrecht  steht,   und  gegen  die  Ebene  ( 

einem  Winkel  geneigt  ist,  welcher  die  Grösse  H-  -  zi 

a 

Tangente  hat. 


Von  den  windschiefen  Fläch 

284.  Jede  Fläche,  welche  durch  Bewegung  eii 
werden  kann,  heisst  eine  geradlinige  Fläche  01 
Zu  diesen  gehören  also  z.  B.  die  Cylinder-  und  Kei 
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wie   aus  der  Ent 

v\rei  aufeinander  f< 

\   gelegt   werden 

11,  und  die  Flächei 

rade    erzeugt 

i  aufeinander 

ben  nicht   in    einer  Ebene    liegen, 

Namen   windschiefe  B'lÄchen.    Ein  E 

schon  an  dem  Rotationshyperboloide   mit  e 

Nach  den  in  §.  276  entwickelten  Grü 

chungen  der  erzeugenden  Geraden  in  der  ] 

^  =  «-sr  +  (jp  (a) ;     y  =  i/^  ( 

annehmen;    das    System    dieser    beiden    Gl( 

linige  Fläche  dar,  deren  Gleichung  man  dui 

sobald  die  Funktionen   (p,    \})   und  x  geg^b 

der  Bewegung   der   Geraden    bestimmen.    K 

einander   unabhängige    Bedingungen  erforde 

faltig  sein  können;   einige  hieher  gehörige 

folgende. 

I.  Eine  gerade  Linie  bewege  s 
drei  gegebene  Linien  schneide,  v 
rade  sein  soll. 

Nehmen  wir  der  Einfachheit  halber  di 
als  Axe  der  z,  so  können  wir  die  erzeugende 
y  =  ax,  mx  -|-  ne 
darstellen,  in  welcher  Form  sie  bereits  di 
diese  Gerade  die  Axe  der  z  stets  schneide 
änderliche  Parameter  bezeichnen  [§.  276]. 
kürlichen,  und  setzen  m  =  (f  (a),  n  :=  iln 
chungen  der  Erzeugenden  auch  in  der  I 
z .  ifj{a)  =  1  darstellen,  aus  welchen  durc 

<x 

's  die  allgemeine  Form  der  Gleichung  eir 
3n  Fläche  folgt.  Die  beiden  willkürlichen 
ich  auf  dem  im  §.  276  angegebenen  W( 
hangen  der  beiden  anderen  Leitlinien  geg 
U.  Wenn  die  erzeugende  Gerade  stet 
'ortgleitet  und  dabei  einer  gegebenen  Eben 


x.cf{^)  +  ..tp{^^ 
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parallel   bleibt,   so   nennt   man    die    so    entsteh 
conoidische  Fläche  oder  Oonoid. 

Nehmen  wir  die  Richtebene  zur  o^^-Ebene, 
der  erzeugenden  Greraden: 

z  •=€,  y  =z  q){c)  .X  +  \ 
wo  cp  und  \p  zwei  willkürliche  Funktionen  be 
dadurch  bestimmt,  dass  die  Erzeugende  die 
Gleichungen 

X  =  ajs  -{^  a,  y  =  bz  -\ 
sein  mögen,  stets  schneiden  soll.  Durch  Elin 
(l)  und  (2)  erhält  man  hieftir  die  Bediugungs 

und  endlich,  indem  man  aus  (1)  und  (3)  (/^(c 
y  —  bz  —  ß  =  cf[z)  [x  —  a 
oder 

,  .        y  —  bz  —  ß 
^  ^  ^        X  —  az  —  a 


oder 


\x  —  az  —  a) 


als  allgemeine  Gleichungsform  der  conoidischer 
Steht  die  gerade  Leitlinie  auf  der  Richte 
\i^'  a  =  b  =  0  und    die  Richtlinie  kann  jetzt  als 

^  werden,  wodurch  auch  a  =  ß  =  0  wird  und 

I  verwandelt.   Man  pflegt  solche  Conoide  gerad 

|,  Die  Form   der  Funktion  f  in  (4)  oder  (5)  be 

eine  Bedingung,    z.  B.  eine  zweite  Leitlinie  g€ 

erzeugende  Gerade  folgen  soll. 
?^  Beispiel.    Es    sei    diese   zweite  Leitliui 

.   und   X  =  az  -{••  a,    y  =z  bz  +  ß    ihre    Gleich 

genden  Geraden,    welche    durch    die  Axe   der 

parallel  sich  bewegt,  sind  z  =  c,  y  =z  x  .  ff{c) 
V  durch    Elimination    von   x,   y,    z   aus    diesen 

=rr  {ac  +  «)^/^(^')»  folglich,  wenn  wir  aus  die 

und  fp[c)  eliminiren: 

ayz  —  bxz  -{-  ay  —  ßx  = 
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als  Gleichung  der  gesuchten  Fläche,  welche  somit  von  de 
nung  ist  (hyperbolisches  Paraboloid),  auf  welche  wir  im  n 
zurückkommen. 

Zu  den  conoidischen  Flächen  gehört  auch  die  Schraubi 
wir  noch  besonders  betrachten  wollen. 

285.  Schraubenlinie  und  Schraubeufläc] 
gegebener  Winkel  BAG  =  a,  Fig.  (8U),  um  einen  ge 
von  kreisförmiger  Basis  so  herumgewickelt  wird,  dass  dei 
AC  die  Erzeugungslinien  des  Cylinders  Fig.  i 

unter  einem  rechten  Winkel  schneidet, 
so  erzeugt  der  andere  Schenkel  eine 
Curve  auf  der  Cylinderfläche ,  welche 
Schraubenlinie  genannt  wird. 

Um  die  Gleichungen  dieser  Curve 
zu  finden,  nehmen  wir  die  Axe  des  J^l 
Cylinders  als  Axe  der  £;  und  legen  die 
Axe  der  x  durch  jenen  Punkt  Ä  der 
Schraubenlinie,  in  welchem  sie  die 
Ebene  der  xy  schneidet.  Sei  M  ein 
beliebiger  Punkt  der  Curve,  MP  =  z, 
PQ  =  y,  OQ  z=  X  dessen  Coordinaten,  r  der  Halbmesse 
und   /_  AGP  =  (f,  so  ist : 

X  =  r  coB(p,  y  =  r  sin  ^ ,  ^  =  rcf  tg a 
indem,  wie  aus  der  Entstehung  der  Curve  leicht  erhellt 
BQ  =  M'P  —  AP  tg  a,  und  AP  —  arc  AP  =  np  ist.  1 

GL  folgt  (f 


r  tga 


womit  die  beiden  ersteren  in 


X  =  r  cos 


=  ;•  sin 


r  tga  '      *^  "    r  tga 

tibergehen.  Dies  sind  die  Gleichungen  der  Sehr 
und  zwar  ihrer  Projectionen  auf  die  Ebenen  der  xz  und 
und  äddirt  man  dieselben,  so  erhält  man 

x^  +  ^-  =  r^ 
Is  Gleichung  der  Projection  auf  die  Ebene  der  xy. 

Der  Winkel  a  heisst  der  Steigungswinkel  der 
'ür  zwei  Punkte  der  Curve,  welche  den  Werthen  rp  und 
prechen,  folglich  in  einer  und  derselben  erzcugendei 
lylinders  liegen  und  um  einen  Schraubenumgang  von 
irnt   sind ,    hat   man   z  =  rcf  tg  a.    und   /  =  r  (y  +  2 
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Differenz  z  —  z  -^^  Ivji  tg«  =^  ä  die  söge 
ben ganges  bestimmt.  Durch  Einführu 
Glgn.  (2)  die  Form  an: 

ic  =  r  cos         ,      y  :=^ 

Die  Schrauben  fläche  entsteht  ( 
raden,  welche  an  der  Schraubenlinie  fort| 
selben  stets  senkrecht  schneidet. 

Fällt,  der  früheren  Annahme  gemäs 
Axe  der  z  zusammen,  so  sind  jt  =  c,  .y  = 
erzeugenden  Geraden,  welche  mit  den  Gl 

verbunden,    die  Bedingungsgleichung:  y(< 

fern;  climinirt  man  aus  dieser  und  dei 
Geraden  c  und  if{c\  so  erhält  man  als 
beufläche: 

^  =.  tg  — --   - ,   oder 
X  r  tg«  X 


VIERTES  KAP 

VON   DKN  FLÄCHEN   DER  ZWB 


286.  Die  allgemeinste  Form  einer  G 
sehen  drei  veränderlichen  Coordinaten  ist 
Ax''  +  Äy''  +  Ä"z'  +  2Byz  +  '1 
+  2Cx  +  2Cy  +  2C" 
und  wir  wollen  uns  nun  mit  der  Untersucl 
eben  überhaupt  durch  diese  Gleichung  d£ 
diesem  Zwecke  müssen  wir  die  Gleichung  i 
gen,  was  durch  Transformation  der  Coon 
kann,  in  ähnlicher  Weise,  wie  dies  bei 
schehen  ist.  Wir  setzen  voraus,  dass  di< 
winkeliges  Coordinatensystem   beziehe,    w( 


Digitized  by  VjOOQIC 


Untersuchnng  für  unseren  Zweck  niclit  beeintrftchtij 
der  Gleichung  durch  den  Uebergang  von  einem  sc 
rechtwinkeliges  Coordinatensystem  nie,  und  auch  di< 
nicht  geändert  wird,  so  lange  die  Lage  des  Letztei 

287.  Mittelpunkt  der  Flächen.  Nach 
§.  274  bewiesenen  Satze  kann  eine  Fläche  2^"  G 
als  zwei  Punkten  von  einer  Geraden  geschnitten  v 
beiden  Dnrchschnittspunkten    begrenzte    Stfick    dei 
Sehne  oder  Chorde  der  Fläche. 

Unter  Mittelpunkt  oder  Centrum  der 
einen  solchen  Punkt,    welcher  jede    durch    ihn  ge 

Denken  wir  uns  den  Mittelpunkt  einer  Flä 
Coordinatensystemes,  und  durch  denselben  eine  Ge 
die  Fläche  in  den  Punkten  M  und  ü/'  schneidet,  so 
Voraussetzung  zufolge  diese  beiden  Punkte  der 
gesetzten  Seiten  des  Ursprunges  und  in  gleicher  '. 
selben.  Bezeichnet  man  demnach  mit  x\  y\  z  die 
50  sind  offenbar  —  x  ^  —  y\  —  z  jene  von  if 
Jer  Fläche  T[x^  y^  z)  =  0^  bezogen  auf  ih 
ils  Ursprung,  muss  durch  diese  beiden  Syste 
Coordinaten  erfüllt  werden.  Da  aber  dasselbe 
Mittelpunkt  gezogene  Sehne  statt  findet,  so  wir 
Grleichung  der  Fläche  die  Eigenschaft  haben,  sich  ni 
Toan  darin  —  x  ^  —  ^ ,  —  -e  an  die  Stelle  von  : 
wozu  erfordert  wird ,  dass  in  derselben  nur 
Dimension  in  Bezug  auf  x,  y,  z  vorkomme 

Hieraus  folgt,  dass  die  Gl.  (1)  eine  einfac 
ivird,  wenn  man  den  Mittelpunkt  als  Ursprung  wählt 
jin  solcher  existirt,  indem  dadurch  jene  drei  Glied 
verschwinden  müssen,  welche  nach  x,  y,  z  vom  1*®" 

288.  Untersuchen  wir  nun,  ob  den  Flächen  2^ 
)unkt  zukomme.  Verlegen  wir  den  Ursprung  in  dei 
?unkt  f ,  I?,  C  und  substituiren  zu  diesem  Zwec 
I  -\'  Tf]^  z  -^  ^  ^n  ^\^  Stelle  von  x^  y,  z  ^  so  erl 
brmirte  Gleichung: 

Ax^  +  Äy'^  +  Ä'z^  +  "iByz  +  "llixz  +  \ 
+  2(^,t  +^V;  +  ^C  + 
+  2(^'i;  +5"^  +  ^r  + 
+  2  {ÄX  +  B'^  +  ^ij  + 
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wo  der  Kürze  wegen: 

-  H  --  A^^  +  AY  +  ÄX""  +  2Bi]t  + 

+  20^  4-  2C' 
gesetzt  ist.     Bestimmen  wir  nun  die  Wertlie  von 

^'^   +  i^"v  +  ^'^  +  C  =0 
Ä^i  +  B"^  +  /^C  +  C  =  0 
^"C  +  B"i  +  Biy  +  C"  =  0 
werde,  wodurch  aus  der  transformirten  Gleichung  die  Gliede 
Dimension  wegfallen  und  somit  die  Bedingung  ausgedrückt 
der  neue  Ursprung  Mittelpunkt  der  Fläche  sei,  so  verwände 
Gleichung  in  die  einfachere : 

Ax'  +  Äy'^  +  Ä's''  +  2By£  +  ^2B'xz  -f  'lB"xy  = 
wobei  wir  noch  bemerken,  dass  mit  Hilfe  der  Gleichungen  i 
die  Grösse  11  leicht  auf  den  einfacheren  Ausdruck : 


Cr; 


c":  —  F 


gebracht  werden  kann. 

Die  Existenz  eines  Mittelpunktes,  und  somit  die  Mögli( 
Transformation  hängt  nun  davon  ab ,  ob  aus  den  Glgn.  ( 
endliche  und  bestimmte  Werthe  von  i*,  ?y,  ;  folgen,  oder  ni( 
Auflösung  dieser  Gleichungen  erhalten  wir : 

V  r     ^     v" 

vfo   V  =C  iA'A'  —  B^)    +  C\BB'  -    A"B")  +  C\h 

V  =  a  {AÄ'  —  B'')  +  C  [BB'  —  Ä'B")  +  C'\h 

V"=  C'\AA'    —  7/"^)  -f  C  {BB"  —  A'B')    +  C  {E 

J  =  AB'  +  AB''  +  Ä'B'"'  —  AÄÄ'  —  2BB' 

Ist  nun: 

1)  die  Grösse  J  von  0  verschieden,    so    ergibt    sich 
jede  der  Coordinaten  i',    ?;,    cf    ein    endlicher    und  b( 
Werth;  die  Flache  hat  in  diesem  Falle  einen  Mittel 
die    Gleichung    nimmt    die    Form    (5)    an ,    wenn  man  den 
diesen  Mittelpunkt  verlegt. 


(2) 

(3) 
(4) 


f- 


*i    Die  Polynome  dieser  drei  Gleichungen  sind,   wie  man 
die  im  Sinne  des  §.  91   gebildeten   l*eu    derivirten  Funktionen 
der  Gl.   (I),    wenn   man  der  Reihe  nach  .r,  y  und  z  allein  als 
betrachtet,   und   daher  immer   leicht   hinzuschreiben,    sobald   d 
geben  ist. 


Digitized  by  VjOOQIC 


47^ 

2)  Ist  ^  =  0,  und  sind  nicht  gleichzeitig  auch  die  Zähler  F,  V\ 
F"  der  Nulle  gleich,  so  wird  wenigstens  eine  der  Grössen  |,  ?y,  f  un- 
endlich und  die  Fläche  hat  in  diesem  Falle  keinen  Mittelpunkt; 
man  kann  ihn  als  in  unendlicher  Entfernung  liegend  betrachten.  Die 
Mittelpunktsgleichungen  (2),  (3),  (4)  müssen  in  diesem  Falle  einen  Wider- 
spruch enthalten. 

3)  Ist  ^  =  0  und  verschwinden  gleichzeitig  auch  alle  drei  Zähler 
F,    V\    V\    so  nehmen   die  Ausdrücke   von  5,    ?y,    f   die   unbestimmte 

Form  -  an ;  es  gibt  dann  unendlich    viele  Systeme  von  Werthen  dieser 

Grössen,  welche  den  Glgn.  (2),  (3),  (4)  Genüge  leisten  und  die  Fläche 
hat  daher  unendlich  viele  Mittelpunkte.  Wir  wollen  diesen 
Fall  sogleich  näher  erörtern,  da  nur  bereits  bekannte  Gebilde  in  ihm 
enthalten  sind. 

Da  zur  Bestimmung  der  drei  Grössen  |,  ?;,  f  die  drei  Gleichungen 
(*2),  (3),  (4)  zu  Gebote  stehen,  so  kann  bekanntlich  diese  Unbestimmt- 
heit nur  dann  eintreten,  wenn  dieselben  nicht  sämmtlich  von  einander 
verschieden  sind,    sondern    sich    nur   auf   zwei   wesentlich    verschiedene,  % 

oder  gar  nur  auf  eine  einzige  Gleichung  reduciren. 

a)  Kommen  die  besagten  Gleichungen  auf  zwei  wesentlicli  ver- 
schiedene zurück,  was  man  daraus  erkennt,  dass  die  aus  zweien  der- 
selben, z.  B.  (2)  und  (3)  gezogenen  Werthe  von  ^  und  ly  die  3^^  Glei- 
chung für  jeden  Werth  von  ^  identisch  machen,  so  stellen  dieselben 
eine  gerade  Linie  dar,  welche  der  geometrische  Ort  sämmtlicher 
Mittelpunkte  der  Fläche  ist.  Es  %^\KL  (Fig.  81)  diese  Gerade;  legen 
wir  durch  dieselbe  eine  beliebige  Ebene  und  sei  G  ein  Punkt  der  Durch- 
schnittslinie dieser  Ebene  und  der  Fläche;  ziehen  wir  ferner  in  dieser 
Ebene  durch  G  beliebige  Gerade,  welche  die  KL  in  den  Punkten  0,  0\ 
O",  u.  s.  w.  schneiden  und  machen  JO  =  OG.  J'0'  =  0'G,  J"0"=iO"G,  | 

u.  s.  w-,  so  liegen  die  Punkte  J,  J\  J'\  u.  s.  w.  in  einer  zu  KL  paral- 
lelen Geraden  und  gehören  zugleich  der  Fläche 
an,  da  jeder  der  Punkte  0,  0\  0'\  .  .  .  ein  Mit- 
telpunkt ist.  Eben  so  niuss  aus  gleichem  Grunde 
ieder  Punkt  der  durch  G  parallel  zu  KL  gezo- 
genen Geraden  ein  Punkt  der  Fläche  sein  ;  hieraus 
blgt,  dass  jede  durch  KL  gelegte  Ebene  unsere 
'lache  in  zwei  zu  KL  parallelen  Geraden  schnei- 
et,   wodurch    dieselbe    als    Cy  linder  fläche 

;harakteri8irt  wird.   Zugleich  kann  dieser  Cylinder   nur    ein  elliptischer 
der  hyperbolischer  sein.    Denn    schneidet   man    die  Fläche  durch  eine 


V 
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auf  KL  senkreclite  Ebene  UV,  so  ist  der  Sclinitt  f§  274]  eine  Linie 
zweiten  Grades,  welche  offenbar  den  Punkt  S  zum  Mittelpunkte  hat  ond 
somit  nur  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  sein  kann.  Die  Gleichung  (l) 
stellt  also  in  diesem  Falle  einen  elliptischen  oder  hyper- 
bolischen Cylinder  vor. 

b)  Reduciren  sich  aber  die  Glgn.  (2),  (3),  (4)  auf  eine  einzige,  was 
daraus  erkannt  wird,  dass  der  aus  einer  derselben  gezogene  Werth  von 
^  die  beiden  anderen  ffir  jeden  Werth  von  /;  und  C  identisch  macht, 
so  drücken  dieselben  eine  P^bene  ans,  als  geometrischen  Ort  sftmmt- 
lieber  Mittelpunkte  der  Fläche  (1),  und  diese  selbst  ist  in  diesem  Falle 
nichts  anderes,  als  eih  System  zweier  zur  Mittclpunktsebene  parallel^i 
Ebenen.  —  In  der  That,  sei  G  (Fig,  82)  irgend  ein  Punkt  der  Fläche 
( l ),  verbinden  wir  denselben  mit  einem  beliebigen  Punkte  0  der  Mittel- 
punktsebene MN,  und  verlängern  wir  GO  um  das  Stück  OJ  •-=  OG, 
so  ist  offenbar  ein  jeder  Punkt  der  durch  J  parallel  zur  Mittelpunkts- 
ebene  gelegten  Ebene  ein  Punkt  des  durch  Gl.  (1)  reprßsentirten  geo- 
metrischen Ortes,  weil  die  Verbindungslinie  eines  jeden  Punktes  dieser 
Ebene  mit  dem  Punkte  G  von  der  Mittel- 
punktsebene halbirt  wird ;  dasselbe  lässt  sich 
nun  —  von  dem  Punkte  J  ausgehend  —  von 
der  durch  G  parallel  zur  Mittclpunktsebene  ge- 
legten Ebene  erweisen.  Dass  endlich  kein  Punkt 
ausserhalb  dieser  beiden  Ebenen  der  Gl.  (1) 
genügen  könne,  erhellt  daraus,  dass  ein  geome- 
trischer Ort  2*^®*'  Ordnung  von  einer  Geraden 
nicht  in  mehr  als  zwei  Punkten  geschnitten  werden  kann.  Die  Gl.  (1) 
stellt  also  in  diesem  Falle  ein  System  zweier  paralleler 
Ebenen  dar,  und  muss  sich  in  zwei  rationale  Faktoren  des  !**■ 
Grades  zerlegen  lassen. 

Da  hiernach  der  3**  Fall  keine  neuen  geometrischen  Gebilde  dar- 
bietet, und  übrigens  die  in  demselben  begriffenen  (elliptischer  und  hy- 
perbolischer Cylinder,  System  zweier  parallelen  Ebenen)  auch  als  Varie- 
täten der  mit  einem  Mittelpunkte  versehenen  Flachen  betrachtet  werden 
können,  so  theilen  wir  die  Flächen  2*®"  Grades  in  zwei  Classen  ein, 
von  welchen  die  1*®  die  mit  einem  Mittelpunkte  versehe- 
nen Flächen  umfasst,  die  2*®  diejenigen  Flächen  begreift, 
welche  eines  solchen  ermangeln. 

Nur  bei  ersteren  ist  die  in  diesem  §.  ausgeführte  Trans&jqmation 
zulässig;  ein  anderes  auf  alle  Flächen  anwendbares  Mittel  zur  Ve'ein- 
fachung  dieser  Gleichung  werden  wir  im  Folgenden  kennen  lernej 
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OH  —  X  _ß  —  z  y  —  y'  _£  —  ß  .  . 

oder 

*-*'=Z^7'(-^-^')    y-y  =  j'^<;(^-/)     (6) 

für  die  gesuchten  Gleichungen  erhält. 

Die  Gleichungen  (4)  sind,  wie  leicht  einzusehen,  die  Gleichungen 
einer  Geraden,  welche  durch  den  Punkt  x\  y\  z*  geht,  was  wegen  der 
häufigen  Anwendung  derselben  bemerkt  zu  werden  verdient. 

Lässt  man  auch  die  Coordinaten  x^  y,  z  einen  bestimmten 
Punkt  bezeichnen,  so  hat  man  in  (5)  oder  (6)  die  Bedingungsgleichun- 
gen, welche  erfallt  sein  müssen,  damit  3  Punkte  im  Räume:  x^  y,  z\ 
x\  y\  z\  x\  y\  z'  in  einer  Geraden  liegen. 

263.  2^^  Aufg.  Ein  Punkt  und  eine  Gerade  sind  gege- 
ben; durch  ersteren  eine  geradeLinie  zu  legen,  welche 
zu  letzterer  parallel  ist 

Es  seien  ^',  y\  z  die  Coordinaten  des  gegebenen  Punktes, 
x=z  az  •\'  a^     y  :=zhz  -\-  ß 
die    Gleichungen    der    gegebenen    Geraden ,    so   hat  man  als  Gl.  einer 
Geraden,  welche  durch  den  Punkt  x\  y\  z   geht:  x  —  x  z=zm{z  —  z\ 
y  —  y'=.n{z  —  /),  und  iw  =  a,  w  =  6  als  Bedingung  des  Parallelismus; 
somit  sind 

X  —  a!  =:  a{z  —  /),     y  —  y  =  b{z  —  /) 
die  gesuchten  Gleichungen. 

264.  3*«  Aufg.  Ein  Punkt:  x\  y\  z   und  eine  Gerade: 

X  =  ctz  ■■{'  a,  y  =  bz  -\-  ß  .  .  .  .  1) 
sind  gegeben;  man  suche  die  Gleichungen  einer  Geraden, 
welche  durch  den  Punkt  x\  /,  /  geht  und  die  Gerade  1) 
senkrecht  schneidet;  die  Coordinaten  des  Durchschnitts- 
punktes und  die  Länge  des  zwischen  diesem  und  dem 
Punkte  x\  y,  /  enthaltenen  Stückes  der  Senkrechten. 
1)  Die  Gleichungen  der  gesuchten  Senkrechten  seien: 

x  =  a'z  +  a\    y  =  b'z  +  ß',  (2) 

so  hat  man,  da  dieselbe  durch  den  Punkt  a^,  y\  z'  gehen  soll: 

a:'  =  aV  +  a',    y'  =  bW+ß';  (3) 

damit  sie  auf  der  1)  senkrecht  stehe: 

aa'  +  bV+  1=0,  (4) 

Hb  RR,  Höh.  Mathematik,  I.  3.  Anfl.  29 
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h,  damit  sie  die  1)  schneide: 

(a  _  a')  (/?-/?)  =  (*- 6')  (o 

hat  nun  aus  den  Tier  Gleichungen  (3),  (4 
[annten  a\  b\  a\  ß'  zu  bestimmen  und  in  ( 
ie  Elimination  dieser  4  Grössen  zwischen 
•)  hinauskommt,  wodurch  man  zwei  Gleic 
nbekannten  nicht  mehr  enthalten  und  die 
enkrechten  sind. 
Durch  Subtraktion  der  Glgn.  (2)  und  (3)  1 

a  = 7,     0  == 

/n  —  jer  Z  —  Ji 

j  Werthe  in  (4)  substituirt,  die  Gleichung: 

a{x  —  x')  +  h{y  —  y)  +  {z  — 

I.    Durch  Substitution    der   aus  (3)  folgenc 

(5)  erhält  man  ferner: 

(o  _  «')  (^  _  y'  +  6V)  =  (ft  _  V)  (a 

tuirt  man  hierin  die  Werthe  von  a\  b'  auj 
'  die  l^ekannten  Grössen: 
i/^ß=Ä,    x-a/—a=B,    a{ß - 
lält  man: 

A{x-x')-B{y-y')  +  C{z- 
leichungen  (I)  und  (II)  sind  nun  jene  der 
iren  wir  aus  beiden  der  Reihe  nach  y  — 
wir  sie  in  der  gewöhnlichen  Form: 

Cb  +  B  ^  ,.  ,        t 

\)  Die  Coordinaten  des  Dnrchschnittspunkte 
idung  der  Gleichungen  der  Senkrechten  mi 
Bn,  und  zwar  ist  es  am  einfachsten,  die  1) 
in  wir  zu  diesem  Behufe  die  Glgn.  1)  auf 
!  —  X  •=  a{z  —  z)  —  [od  —  az*  —  a)  = 
.  -y'  =  -b[z-z')  ^.  (y'  _  hz'  -  ß)  = 
lestimmen  aus  den  3  Gleichungen  (7)  un( 
''»  y  —  y'f  z  —  z\  so  erhalten  wir,  da  B\ 

Ab+Ba  ,        Ca  —  A 

=  ^-^--,y-~y=—^^.x-^x 
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wo   Kürze   halber   N  =  a^  -{■•  b^  -{-  1    gesetzt   ist  >    und 
Coordinaten  des  Darchschnittspunktes  sind. 

3)  Endlich  hat  man   für   die  Länge  P  des  Perpendifa 
y,    £    die    Coordinaten    des    Darchschnittspunktes    yerstai 

[x  —  x'Y  +  (i^  —  y')2  +  (^  —  ^')\   folglich  mit  Rücksi 

V(C&  +  By  +  {Ca  —  äY  +  {Ab  +  Ba 
a'  +  b^+l 
Der    Zähler   unter    dem   Wurzelzeichen    kann    nach   Ent^i 
Quadrate  auch  so  geschrieben  werden: 
A^{b^+  1)  +  B^{a^  +  1)  +  C\a^  +  b^)  +  2  {BCb  —  A( 
da  nun  C  =  Bb  —  Aa,  somit : 

{C  —  Bb  +  Aay=:C^  +  B^b^  +  A^a^  —  2{BCb  —  ACa-] 
ist,  so  erhält  die  genannte  Grösse  durch  Elimination  d 
Produktes  die  Form  {A^  +  B^  +  C«)  (a*  +  b''  +  1),  ^ 
für  P  der  folgende  einfachere  Ausdruck  ergibt: 


~y    a»  +  ft« 


+  0" 


+  1 

Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  wird  einfacher,  wenn 
suchte  Gerade  als  den  Durchschnitt  zweier  durch  den  Pu 
gelegten  Ebenen  betrachtet,  von  denen  die  eine  auf  de 
Geraden  senkrecht  steht,  die  andere  durch  diese  hindurch 
That  sind  obige  Gleichungen  I  und  II  die  Gleichungen  d 
wie  wir  später  [§.  270  und  267]  sehen  werden. 

265.  4^  Aufg.  Man  sucht  die  Gleichungen 
den,  welche  durch  den  Punkt  x\  y\  z'  geht  ue 
Ebene: 

^a;  +  -By  +  (7^  +  D  =  0 
normal   steht;    die  Coordinaten   des  Durchsch 
tes  und  die  Länge  des  zwischen  diesem  Punkt 
Punkte  oi,  y',  s  liegenden  Stückes  der  Normal 

Die  Gleichungen  einer  Geraden,  welche  den  Punkt  i 
hält,  sind  bekanntlich 

0?  —  ä'  =  a  (jer  —  /) ,     y  —  y'  =  6  (xr  —  /) 

und   damit   diese   auf  der  Ebene  (I)   senkrecht   stehe,   mi 

6==—-  sein;  folglich  sind: 
0 
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,      A  ,  ,.  ,       B 

die  gesuchten  Gleichungen  der  Normale. 

Zur  Bestimmung  des  Durchschnittspunktes  br 
auf  die  Form : 

A{x-  x')  +  B{y  - >')  +  C{,  -  z')  +  {Ax'  + 
und   verbinden   diese  Gleichung   mit   den   Glgn.   ( 
wenn  Kürze  halber 

Ax  +  By  +  C/  +  D  =  E,     und   ' A^  + 
gesetzt  wird: 

AE  ,  BE 

wo  X,  y,  z  die  Coordinaten  des  Durchschnittspi 
ist  die  Länge  P  des  zwischen  diesem  und  dem  Pu 
den  Stückes  der  Nonnale: 

wobei  das  Vorzeichen  der  Wurzelgrösse  übereil 
Zeichen  des  Zählers  zu  nehmen  ist,  welches  letzter 
sein  wird,  je  nachdem  der  Ursprung  und  der  Pun 
gegengesetzten  Seiten  oder  auf  derselben  Seite  det 
ly.  Ist  die  Gleichung  der  Ebene  I  in  der  Form: 

p  =:  X  cosa  -[-  y  cos  /?  +  j?  cos 
gegeben,   wo  bekanntlich  p  die  Länge  des   aus  de: 
I  Ebene  gefällten   Perpendikels,   a,   ß,   y  die   Neig 

p-  gegen  die  positiven  Halbaxen  der  x,  y,  z  bedeute] 

l'; .  Entfernung  P  des  Punktes  a;',  y\  z   von  dieser  Et 

Fv,  Bemerkung,  dass 

p'  ==  a;  cosa  +  y  cos/^  +  z  cos 
die  Gleichung  irgend  einer  zur  gegebenen  paralle 
Abstand  beider  Ebenen  =  ±  (^'  —  ^)  ist,  je  \ 
<  p  ist.  Dieser  Abstand  wird  aber  =  P,  wenn  i 
den  Punkt  x\  y\  z  geht,  wozu  erfordert  wird,  da 
p  =  X  cos  a  +  y'  cos  /?  -|-  ^'  CO! 
sei,  wodurch  sich  p   bestimmt ;  man  hat  daher : 

P  =  ±  (a;'  cos  a  +  y  cos  /?  -[-  ^'  cos ; 
Das  Zeichen   der  Grösse   in    der   Klammer   hängt 


I 


>^. 


^.: 
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wie  jenes  des  Zählers  im  Ausdrucke  (3)  von  der  I 
x\  y\  z  in  Bezug  auf  die  Ebene  und  den  Ursprung 
merkt  man  sofort,  dass  mittelst  der  Glgn.  (6)  [§.  254 
^er  Ausdruck  (3)  erhalten  wird,  und  umgekehrt 

266.  5**  Aufg.  Es  wird  die  Gleichung  d 
langt,  welche  durch  drei  gegebene  Punkte 

Die  Goordinaten  der  gegebenen  Punkte  M^,  M^^ 

^\\  ^2»  S^2i  ^2'  ^s»  %»  -^«'»^ie  Gleichung  der  Ebene 

Ax  ■\-  By  ^  Cß  -\-B=.{)\ 

A  B 

setzt  man  der  Kürze  halber  —  —  =a,     —  77  =  ^ 

hat  man  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  a,  b,  c  folg 
gleichungen : 

öi»i  +  ^Pi  +  c^i  =  I1  ö^a  +  ^^2  +  c^%  =  1.  ökCg  4 
die  aus  diesen  Gleichungen  folgenden  Werthe  von  a, 
bekanntlich  in  Form  von  Brüchen,  welchen  ein  und 
zukommt;  nimmt  man  diesen  für  den  Werth  von  D, 
Willkürlichkeit  dieser  Grösse  gestattet  ist,  so  erhält  1 

^  =  ^1  (^2  —  ya)  +  ^2  (^8  —  ^i)  +  ^3  (^1 

B  =  x^  (^2  —  ^3)  +  ^2  (^3  —  ^1)  +  ^3  (^1 

G  =  y^{x^—x^)  + y^{x^—x,)  +  y^{x^ 

D  =  a?i  (^5,^8  —  tf^z^)  +  x^  {y^e^  —  y^z^)  + 

Wie  man  durch  Vergleichung  mit  (4),  §.  165  findi 

ficienten  A,  B,  C  nichts  anderes   als  die  doppelten  F 

Projectionen  des  Dreieckes  M^M^M^  auf  die  coordin 

yz,  xz  und  xy,  somit,   wenn  f,  f.  {"  'diese  Flächenini 

4  =  2/;     B=2r,     C=2f\ 

Um  auch  die  geometrische  Bedeutung  des  Coeffic 
den,  sei  F  der  Flächeninhalt  des  Dreieckes  M^M^M 
man  [§.  251,  Gl.  (9)]:  jp2  =  /^  4. /*»  +  /*"«,  somit  4«  + 
Bezeichnet  man  nun  mit  p  das  aus  dem  Ursprünge  ai 

gefällte  Perpendikel,  so  ist  bekanntlich  [§.  254]  p  =  ±,- 

folglich  ±  7>  =  2JPjp,   wo  das   obere   oder  untere  Ze 
je  nachdem  B  positiv   oder  negativ   ist.    Es  ist  aber 
der   3fache  Körp^rinhalt   der   Pyramide,   welche   das 
Grundfläche  und  den  Ursprung  zum  Scheitel   hat,   son 
dieses  Volums. 
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Setzt  man  die  eben  gefundenen  Werthe  von  Ä, 
ein  und  dividirt  darch  6,  so  kommt: 

nun  sind  ^f.x,  \f.y,  \f  ^^  die  Körperinhalte 
welche  die  Projectionen  des  A  M^M^M^  zur  Grun( 
beliebigen  Pankt  x,  y^  z  der  Ebene  dieses  Dreickes 
liehen  Spitze  haben ;  die  letzte  Gleichung  spricht  dah< 
werthen  Satz  aus,  dass  die  Summe  dieser  drei  Pyramii 
Grösse  und  gleich  ist  jener  Pyramide,  welche  das 
Basis  und  den  IJrsprung  zum  Scheitel  hat. 

Der  Satz  gilt  übrigens  auch  dann,  wenn  eine  bei 
an  die  Stelle  des  A  l^^M^M.^  gesetzt  wird.  In  der 
X  cos  (I  ,yz)  -\-  y  cos  (I  .xz)  -\'  z  cos  (I .  x 
die  GL  einer  beliebigen  Ebene  I,  und  F  der  Flacheu 
bigen  gerad-  oder  krummlinigen  in  derselben  verzei 
ist  auch: 

\x  ,F  cos  (I  ^yz)  '\-  \y  ,F  cos  (I  .xz^  -\'  \z  .F  cos 
es   sind   aber  F  cos  (I .  yz\    F  cos  (I .  xz\    F  cos  (I 
inhalte  der  Projectionen  der  Figur  F  auf  die  coordii 
yz^  xz  und  xy^  somit,   wenn  dieselben  mit  /*,  f,  f 

wie  oben;  die  Pyramiden  gehen  natürlich  in  Kegel  ü 
krummlinige  Figur  ist. 

267.  6*«  Aufg.  Es  wird  die  Gleichung  eini 
dert,  welche  durch  den  Punkt  x,  y\  z  \ 
Gerade 

ic  =  a£r  +  a,    y  =  6^  +  /?.... 
in  sich  enth&lt. 
Es  sei: 

-4a;  +  J?y  +  C^  +  D  ==  0 
die   Gleichung  der  gesuchten  Ebene,    so   haben   wii 
gleichungen : 

Ax  -^By'  +  C/  +  D  =  0, 
^a  +  5Ö  +  C  =  0  .  .  .  .  (3),    AcL-^rBß 
von   welchen  die   1*«  ausdrückt,   dass   der  Punkt  x\ 
suchten  Ebene  liege,  die  zwei  anderen  die  Bedingung 
Gl.  (6)],  dass  die  Ebene  durch  die  Gerade  (w)  gehe 
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Durch  Subtraktion  der  Glgn   (1)  und  (2)  erhält  m 

A{x-  x')  +  B{y  -  y)  +  C{z  —  e')  = 

als  Gleichung  jeder  Ebene,    welche   durch   d 

y\  ß  geht;  feraer,   wenn  man   den  aus  (2)  folgendeB 

in  (4)  sttbstituirt: 

A{a^  x')  +  B{ß  —  y)  —  Cz  =  0. 
Aus  (3)  und  (6)  folgt  aber: 

A_ ß  +  h^'  —  if  B^  _  g  +  i 

Q—       a{ß-y')-h[cx-xy     C  —  a[ß  ^  y') 

welche  Werthe  in  (5)  substituirt,  die  Gleichung : 
{ßJ^hz'-^)  {x  -  x')  -  (a+a^-o;')  [y  -  y')  -  [a  (/?  -  s 

(;p  — /)  =  0 
ffir  die  gesuchte  Ebene  liefern. 

Kürzer  gelangt  man  zu  dieser  Gleichung  auf  fol 
Bringen  wir  die  Glgn.  (m)  der  gegebenen  Geraden  auf  die 
—  a  =  0,  y  —  hz  —  ß  =  0^  multipliciren  eine  ders 
2^®  mit  dem  unbestimmten  Faktor  l  und  addiren  sodan 
wir  die  Gleichung: 

X  —  az  —  a  +  k{y  —  hz  —  /^)  =  0 , 
welche  einer  Ebene  angehört ,  weil  sie  nach  x,  y,  z  voi 
ist;  welche  Ebene  aber  auch  durch  die  Gerade  (w)  geh 
bar  durch  dieselben  Werthe  x^  y^  z  befriediget  wir 
Glgn.  [m)  Genüge  leisten.  Die  weitere  Bedingung,  da 
noch  den  Punkt  x\  y  z   enthalte,  liefert  die  Gleichung 

x'  —  az  —a  +  l{y'  —  hz  —  ß)  =  0 
zur  Bestimmung  der  Grösse  A,  durch  deren  Elimination 
{x—az  —  (x){y'  —  hz'  —  ß)  —  [y  —  hz  —  ß)  {x'  —  az 

folgt;  diese  ist  die  Gl.  der  gesuchten  Ebene  und  mit  (I 
man  sich  leicht  überzeugen  kann. 

268.    7^  Aufg.    Man   soll   die  Gleichung 
finden,  welche  durch  die  Gerade: 

x  =  az  +  a,     y=^hz  +  ß 
geht,  und  zu  der  Geraden 

x:=  az  +  a\    y=h'z  +ß' 
parallel  ist. 
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P^  Die  Gleichung  einer  Ebene ,   welche   darcb  die 

gti  ist  nach  der  vorhergehenden  Aufgabe : 

^  X  —  as  —  a  +  A  (y  —  hz  —  /9)  ==  0 , 

^'  a?  + ^2^  — (a  +  X6);cr  — («  + X/9)  = 

1^"  und  damit  diese  Ebene  zur  Geraden  {n)  parallel  sei 

gungsgleichung  [(2),  §.  261]:  a'  +  A6'  — (a  +  Xh)  = 

d —  a 
woraus  a  =  —  —* r  folgt;  substitnirt  man  diesen 

0  —  0 

erhält  man  die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene: 

p;;,  269.  8*«  Aufg.   Man  suche  die  Gleichun 

p;  welche  durch  den  Punkt  a?',  y\  z  geht  und 

|vJ  Geraden 

^;  x  =  a.  +  «    )      ,      (^)        «  =  0'^  +  «' 

1;^  2^  =  6«  +  /?    j  y  =  &V  +  /9' 

^  parallel  ist. 

|j  Die  Gleichung  einer  durch  den  Funkt  x\  y\  / 

1-''  die  Form: 

|:  JM(a!-a!')  +  2V(y  —  y') +  ;?-/  = 

g  Die  Bedingung,   dass  diese   Ebene   den  Geraden  (m 

li^^ laufe,  wird  durch  die  Gleichungen: 

l'  ilfa  + JV^ö  +  1  =  0,     üfo' +  J»^&' + 

t'v  ausgedrückt,  aus  welchen  man 

t  aft'  — a'ö'     '^  — oft'— fl 

t  findet,  womit  sich  (1)  in: 

|:  {V—  b)  {x-x')-  {d-a)  {y-y')-  [ah'-dh 

i>^^  verwandelt,  welche  die  gesuchte  Gleichung  ist. 

|:  270.  9*«  Aufg.  Ein  Punkt  x\  y\  d,  und  e 

|r  a;  =  a^ +  «,     y  =  6^ +  /?...  . 

%  sind    gegeben;    man   soll   durch    erstere   i 

r  die  Gerade  eine  Ebene  legen. 

Es  sei  M[x  —  af)  +  N{y  —  y^)  +  z  —  z'  = 
durch  den  Punkt  x\  y\  z*  gehenden  Ebene,  so  mui 
auf  der  Geraden  (m)  senkrecht  stehe,  [§.  261,  GH.  ([ 
sein,  wodurch  wir: 


f^-' 
t. 
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a{x  —  x')  +  b{p  —  y')  +  j>i  —  ^'  =  0  (I) 

als  Gleichung  der  gesuchten  Ebene  erhalten 

Für  die  Goordinaten  des  Durchschnittspunktes  dieser  Ebene  mit 
der  gegebenen  Oeraden,  und  die  Entfernung  dieses  Punktes  vom  Punkte 
d/,  y,  ß  findet  man  wieder,  wie  leicht  einzusehen,  die  schon  in  §.  264 
entwickelten  Ausdrücke  (8)  und  (9). 

271.  10*«  Aufg.  Durch  den  Punkt  x\  y\  /  soll  eine 
Ebene  gelegt  werden,  welche  parallel  ist  zu  der  gege- 
benen Ebene: 

ila?  +  j&y  +  C^r  +  D  =  0  .  .  .  .  (w) 

Stellen  wir  eine  durch  den  Punkt  x\  y\  z'  gehende  Ebene  durch 
die  Gleichung 

Ä[x  —  x')  +  B:{y  —  y')  +  G'{e—  /)  =  0 
vor,  so  erfordert  der  Parallelismus  zur  Ebene  (w)  noch  die  Erfüllung 
der  Bedingungen: 

welchen  wir  genügen,  wenn  wir  Ä=^mA,  Sf-=mB,  C  =  mC  setzen, 
wodurch  wir  nach  Unterdrückung  des  gemeinschaftlichen  Faktors  m: 

A{x-  x')  +  B{y  -!/)+  C{z  - /)  =  0  (I) 

als  GL  der  gesuchten  Ebene  erbalten. 

272.  11^  Aufg.   Man  soll  durch  die  Gerade: 

x=:  ajB  +  a,     y  z=zb/ef  +  ß  .  .  .  .  {m) 
eineEbene  legen,  welche  senkrecht  steht  auf  derEbene: 
Äx  +  By  +  Cz  +  D  =  0  .  .  .  .  {n) 
Eine   Ebene,    welche   die  Gerade    {m)   enthält,    wird   durch   die 
Gleichung: 

X  —  ajg  —  et  -\-  X{y  —  bs  —  ß)  =  0 
oder 

x  +  Xy  —  {a  +  lb)jsi  —  {a  +  lß)  =  0 

vorgestellt,  und  damit  diese  auf  der  Ebene  (n)  senkrecht  stehe,   muss 
die  Bedingung  [GL  (5)  §.  257]:    Ä  +  BX  —  G{a  +  Xb)  =  0    erfüllt 

werden,  wodurch  X  =  —  ^—-,-7^  wird.    Substituirt  man  diesen  Werth 

B  —  bCf 

in  obige  Gleichung,  so  ergibt  sich: 

{B—bG)x—(;Ä—aC)y+{Ab—Ba)z—[a{Br-'bC)—ß{Ä~aG)]=0  (I) 
als  Gleichung  der  gesuchten  Ebene. 
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273.  Die  vorstehenden  Aufgaben  geben 
leitung  znr  Behandlung  anderer  die  gerade  I 
den,  unter  welchen  wir  noch  die  Aufgabe:  < 
nung  zweier  gegebenen  Geraden  zu 
und  den  Gang  der  Auflösung  kurz  andeuten  y 
beiden  Geraden  (1)  und  (2)  [nach  §.  268]  z 
Ebenen  I  und  II,  so  ist  der  Abstand  derselb 
berechnet,  oflfenbar  die  gesuchte  kürzeste  E 
raden.  Wird  sodann  durch  jede  der  Gerader 
senkrecht  auf  die  parallelen  Ebenen  I  und  II 
diese  neuen  Ebenen  in  einer  Geraden,  welche 
lieh  auch  die  beiden  gegebenen  Geraden  senl 
und  Richtung  der  kürzesten  Entfernung  bestii 


DRITTES  KAPITE 

VON   DEN  KRUMMEN  FLÄCHEN  IM  ALLGEMEINEN;    DE^ 
ROTATIONS-  UND  WINDSCHIEFEN 


274.  Der  geometrische  Ort  jeder  Gleich 
die  veränderlichen  Coordinaten  den  1**^  Gri 
jeder  transcendenten  Gleichung  ist  im  Allgeme: 
So  wie  die  ebenen  Curven,  kann  man  ancl 
braische  und  transcendente  eintheilen 
dem  Ordnungsexponenten  ihrer  Gleichungen  in 
(die  Ebene),  des  2*«",  3*®^  Grades,  u.  s.  w.  i 
Form  aller  in  §.  252  entwickelten  Gleichunge 
von  irgend  einem  Goordinatensysteme  zu  einer 
mittein,  zeigt  auf  der  Stelle,  dass  der  Grad  < 
von  der  Wahl  des  Coordinatensystemes  unabha 
durch  sie  repräjsentirten  Fläche  in  einem  weg 
steht. 

Um  die  Gestalt  einer  Fläche  aus  ihrer 
ist  es  am  einfachsten,  dieselbe  durch  Ebenei 
Natur  der  Durchdchnittslinien  zu  untersuchen. 
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OleichuDg  der  kramroen  Fläche,  and  X  =  0  die  Gleichung  der  schnei- 
denden Ebene,  so  gehören  diese  beiden  Gleichungen,  als  coäxistirend 
betrachtet,  der  Darchschnittslinie  an ;  eliminirt  man  aus  beiden  Gleichungen 
der  Reihe  nach  z,  y,  x,  so  erhält  man  die  Gleichungen  der  Projectionen  der 
Durchschnittslinie  auf  die  coordinirten  Ebenen  der  xy,  xß  und  yz.  Ist 
nun  die  schneidende  Ebene  keiner  der  coordinirten  Ebenen  parallel, 
so  l&sst  sich  die  Gestalt  des  Schnittes  aus  den  Gleichungen  seiner  Pro- 
jectionen nicht  sofort  erkennen,  und  es  ist  dann  am  einfachsten,  die 
Durchschnittscurve  auf  zwei  in  ihrer  Ebene  selbst  liegende  Axen  zu 
beziehen,  was  man  durch  Transformation  der  Goordinaten  auf  foljende 
Weise  erreicht,  wobei  wir  immer  rechtwinkelige  Goordinaten  voraussetzen. 

Man  nehme  die  schneidende  Ebene  als  a;'^'-Ebene  eines  neuen 
Coordinatensystemes  an;  bezeichnet  man  nun  mit  a,  &,  c  die  Goordi- 
naten eines  in  dieser  Ebene  liegenden  Punktes,  welchen  man  als  neuen 
Ursprung  wählt,  mit  q>  den  Winkel,  welchen  die  Knotenlinie  der  schnei- 
denden Ebene  in  der  rr^-Ebene  mit  der  Axe  der  x  bildet,  mit  \p  den 
Winkel,  welchen  die  Axe  der  x'  mit  der  eben  genannten  Enotenlinie 
einschliesst,  endlich  mit  0  den  Neigungswinkel  der  schneidenden  Ebene 
gegen  jene  der  xy,  so  hat  man  [§.  262,  (9)] : 

a?  =  a  +  ä'  (cos  q>  cosxp  —  sin  cp  sin  t/;  cos  6) 

—  y'  (cos  (p  sin  i//  +  sin  qp  cos  t/;  cos  6)  +  /  sin  qp  sin  8 , 
y  =  b  +  «'(sin  qp  cos  ip  +  cos  (p  sin  iti  cos 6) 

—  y'(sin  (p  sin  i/;  —  cosy  cosi/^  cosO)  —  /  cos^jp  sinO, 
0  =  c  +  0?'  sin  t//  sin  6  +  y'  cos  i//  sin  6  +  /  cos  6. 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  61.  der  FlAche,  so  erhalt 
man  dieselbe  auf  das  neue  Goordinatensystem  bezogen,  in  welcher  sodann 
nur  /  =  0  zu  setzen  ist,  um  die  Gleichung  der  Durchschnittslinie  der 
Fl&che  mit  der  Ebene  der  a?y,  d.  i.  der  gegebenen  schneidenden 
Ebene  zu  erhalten.  Da  hiedurch  aus  der  transformirten  Gleichung  alle 
mit  /  multiplicirten  Glieder  verschwinden,  so  wird  man  einfacher  zu 
demselben  Resultate  gelangen,  wenn  man  schon  in  den  obigen  Trans- 
formationsformeln  /  =  0  setzt ;  nimmt  man  dann  noch  die  neue  «'-Axe 
parallel  zu  der  oben  erwähnten  Knotenlinie,  so  wird  auch  xp  =  0, 
und  man  hat: 

xz=z  a  +  x'  eoB(p  —  y'  sin  y  cos  6 , 

y  =  h  +  a!  sin  q>  +  y'  cosg>  cosö,  (w) 

if  =  c  +  y'  sin  6. 

Die  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gl.  der  Fl&che  liefert  unmittel- 
bar die  Gl.  des  gesuchten  Durchschnittes. 
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Geht  die  schneidende  Ebene  durch  de 
gewöhnlich  diesen  unverändert  bei,  wodu 
a  =  &  =  c  =  0 ,  und  die  Durchschnittsl 
xy  und  x'y'  zur  neuen  Axe  der  x   wird. 

Aus  der  linearen  Form  obiger  Gleicl 
die  Durchschnittslinie  einer  Fl 
und  einer  Ebene  höchstens  eine 
sein  kann. 

Eben  so  ist  klar,  dass  eine  Fläch 
einer  Geraden  nicht  in  mehr  als  t 
werden  kann.  Denn  eliminirt  man  aus 
Fläche  und  jenen  einer  geraden  Linie,  we 
Grade  sind,  zwei  Coordinaten,  z.  B.  x  u 
tionsgleichung,  welche  die  je:-Coordinaten  sän 
liefert,  bekanntlich  den  m*«"  Grad  nicht  ü 

275.  Analytisch  ist  eine  Fläche  d 
ist  letztere  gegeben,  so  kann  die  Frage 
drückten  Flächen  und  deren  Eigenschaft 
Untersuchung  gemacht  werden,  wie  dies  ii 
Flächen  der  2^"  Ordnung  geschehen  wird. 
Geometrisch  ist  eine  Fläche  be 
charakteristischen  Eigenschaft  derselben , 
Gleichung  benutzt  werden  kann. 

Ein  einfaches  Beispiel   hiezu  bietet   u 
Aus  der  bekannten  Eigenschaft,    dass  alle 
festen  Punkte,   dem  Mittelj) unkte,   gU 
sich  sogleich  als  Gleichung  der  Kug 
[x  -  af  +  {y-  ßf  +  {z 
%  wenn  a,  ß,  y  die  Coordinaten  des  Mittelpu 

ic  liebigen  Punktes  der  Fläche  sind,  und  r  d 

ser  Punkte,  d.  i.  den  Halbmesser  der 
Mittelpunkt  mit  dem  Ursprünge  zusammen, 
der  Kugel: 

^'  +  y'  +  ^'  = 
Aus  (1)  folgt  durch  Entwickelung  dei 
x^^y^J^is'^  —  2ax  —  2ßy  —  2ys  +  ( 

Wie  man  sieht,  ist  die  Kugel  eine  Flj 
Gleichung  des  2*®°  Grades  von  der  Form: 


I 


$^r^ 
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^^  +  U^  +  ^"^  +  ^Cx  +  20V  +  20";?  +  F  =  0,  (4) 

in  welcher  die  Quaidrate  von  x^  y,  z  gleiche  Coefficienten  haben,  die 
Produkte  xy^  xz  und  yz  aber  fehlen,  gehört  einer  Kugelfläche  an,  für 
welche  man,  (4)  mit  (3)  vergleichend,  als  Coordinaten  des  Mittelpunk- 
tes und  Halbmesser  findet: 

«  =  — 0,    /?  =  — C,    y  =  _C";    r  =  yö"2  +  C'^  +  C''' — "i^. 

Da  bekanntlich  eine  Kugel  von  einer  Ebene  in  einem  Kreise  ge- 
schnitten wird,  so  bedient  mau  sich  zur  analytischen  Darstellung  eines 
Kreises  im  Räume  gewöhnlich  des  Systemes  der  Gleichungen  einer  Kugel 
und  einer  Ebene. 

Weit  häufiger  entlehnt  man  jedoch  die  Definition  einer  Fläche 
von  der  Art  ihrer  Erzeugung  durch  Bewegung  einer  Linie  im 
Räume.  Jede  Fläche  kann  man  sich  nämlich  dadurch  entstanden  den- 
ken, dass  sich  eine  Linie  (die  erzeugende  Linie)  im  Räume  nach 
einem  bestimmten  Gesetze  bewege,  wobei  sie  entweder  ihre  Form 
beibehält,  oder  diese  gleichzeitig  verändert.  So  wird  der  aus  den  Ele- 
menten bekannte  gerade  Cylinder  durch  Bewegung  einer  Geraden  erzeugt, 
welche  an  der  Peripherie  eines  Kreises  fortgleitet,  auf  dessen  Ebene 
sie  beständig  senkrecht  steht;  die  Kugelfläche  kann  man  sich  durch 
Umdrehung  eines  Kreises  um  einen  seiner  Durchmesser  erzeugt  denken ; 
u.  s.  w.  Diese  Betrachtung  der  Flächen  führt  zugleich  zu  einer  Eintheilung 
derselben  in  Familien,  je  nach  dem  ihrer  Erzeugung  zu  Grunde  liegen- 
den Gesetze  der  Bewegung  der  erzeugenden  Linie,  welche  Eintheilung 
nicht  nur  für  die  mathematische  Behandlung,  sondern  namentlich  auch 
fQr  die  mannigfaltigen  praktischen  Anwendungen  von  grossem  Nutzen 
ist  Uebrigens  ist  diese  Eintheilung  keine  systematische,  indem  eine 
und  dieselbe  Fläche  auf  mehrfache  Weise  erzeugt  und  demzufolge  als 
mehreren  Familien  angehörig  betrachtet  werden  kann. 

276.  Die  Ableitung  der  Gleichung  der  erzeugten  Fläche  hat  keine 
Schwierigkeit,  wenn  die  erzeugende  Linie  und  das  Gesetz  ihrer  Be- 
wegung gegeben  sind.  Der  Gang  der  Rechnung  ist  folgender.  Es  seien: 
F{x,  y,  z,  a,  b,  c  .  ,  .)  =  0,  r{x,  y,  z,  a\  h\  c',  .  .  .)  =  0  (1) 
die  gegebenen  Gleichungen  der  erzeugenden  Linie,  in  welchen  a,  b,  c, 
.  . .  a',  b\  c',  .  .  .  Coefficienten  bedeuten,  welche  die  Lage  der  Linie  im 
Räume  und  ihre  Abmessungen  bestimmen  und  allgemein  Parameter 
genannt  werden.  Offenbar  müssen  einige  dieser  Parameter  unbestimmt 
sein,  weil  sonst  diese  Linie  keiner  Ortsveränderung  fähig  wäre,  und 
man  sieht  leicht  ein,  dass  jede  der  Glgn.  (1)  einen  oder  mehrere  derlei 
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unbestimmte  Parameter  enthalten  müsse ;  dem 
gen  eine  Fläche  bedeutet,  deren  Durchschi 
Linie  ist,  so  würde,  falls  etwa  säramtliche  Pa 
constant  wären,  der  Durchschnitt  in^mer  auf  ( 
dargestellten  festen  Fläche  liegen,  und  also  € 
zeugen  können,  wie  auch  die  Parameter  der  1 
und  diese  Fläche  sich  bewegen  möge.  Fei 
leicht,  dass  von  den  veränderlichen  Paramete 
lieh,  die  anderen  aber  von  diesem 
tionen  desselben  sein  müssen,  weil  ja  ' 
genden  Linie  zur  nächsten  die  veränderlich 
bestimmten  Gesetze  sich  ändern  sollen. 

Dies  vorausgesetzt,  seien,  um  die  Ideen  2 
bestimmte  Parameter;  einen  derselben,  z.  B. 
kürlich  und  setzen  daher  b  =  q)  (a),  d  =  xp[ 
X  willkürliche  Funktionen  bezeichnen;  die  G 
Linie  nehmen  dadurch  die  Form  an : 

F[x,  y,  e,  a,  (p{a)]  =  0,  F'[x,  y,  z, 
jeder  Punkt  im  Räume,  dessen  Coordinaten 
nüge  leisten,  liegt  in  der  erzeugenden  Linie  b 
selben,  welche  durch  den,  dem  willkarliche 
Werth  bestimmt  ist ;  eliminirt  man  daher  diese 
so  erhält  man  eine  Gleichung: 

/*(^,  y.  ^)  =  o, 

welche  nothwendig  durch  alle  Punkte  im  Rai 
sich  in  der  erzeugenden  Linie  bei  irgend  eii 
den,  und  somit  die  Gleichung  der  erzeugten  1 

Zur  Bestimmung  der  in  den  Glgn.  (2)  vo 
Funktionen  müssen  eben  so  viele  Bedingungen 
die  Bewegung  der  erzeugenden  Linie  gebund 
Annahme  dreier  Funktionen,  drei  Curven,  wel 
beständig  schneiden  soll. 

Nennt  man  A,  B^  C  die  drei  Curven,  1 
Erzeugenden  dirigiren,  und  den  Namen  Leitl 
nire  man  aus  den  Glgn.  (2)  und  jenen  der  ] 
ten  X,  y,  z\  man  erhält  dadurch  eine  Gleichu 
Grössen  a,  (f[a\  ip{d),  x(«)i  welche  die  B( 
die  Erzeugende  (2)  mit  der  Curve  A  einen  Punk 
Durch   dieselbe   Operation    auf   die   Leitlinien 
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ergeben  sich  noch'  zwei  Bedingungsgleichungen,  M  =^.  0^  N=  0^  welche 
in  Verbindung  mit  jener :  L  =  0  zur  Bestimmung  der  Funktionen  qp  (a), 
i/^(a),  x{^)  hinreichen.  Werden  sodann  die  gefundenen  Werthe  der- 
selben in  (2)  substituirt,  so  hat  man  aus  diesen  Gleichungen  noch  a 
zu  eliminiren,  um  die  Gl.  (3)  der  Fläche  zu*  erhalten.  Dies  kommt, 
wie  leicht  einzusehen,  darauf  hinaus,  aus  fünf  Gleichungen,  nJimlich  jenen 
(2)  der  Erzeugenden  und  obigen  drei  Bedingungsgleichungen :  JS  =  0, 
M=0,  N=0,  die  vier  Grössen  a,  qp(a),  t/;(a),  /(a)  zu  eliminiren, 
was  auf  beliebige  Weise  geschehen  mag. 


Von  den  Cylinderfl&chen. 

277.  Jede  Flache,  welche  durch  die  Bewegung  einer  geraden 
Linie  erzeugt  wird,  die  einer  gegebenen  festen  Geraden  stets  paral- 
lel bleibt,  heisst  eine  Cylinderf lache. 

Es  seien : 

ic:==  ae  +  a,    p  =  bjsi  +  ß  (1) 

die  Gleichungen  der  erzeugenden  Geraden,  in  welchen  sofort,  da  diese 
Gerade  ihre  Richtung  nicht  ändert,  a  und  b  Consta nte  gegebene 
Grössen  bedeuten,  während  a,  ß,  bekanntlich  die  Coordinaten  ihres 
Durchschnittspunktes  mit  der  Ebene  der  xy,  als  veränderliche  Parameter 
zu  betrachten  sind.     Setzen  wir  daher 

ß  =  g>{a),  .  (2) 

so  werden  die  Gleichungen  der  irgend  eine  Cylinderfläche  erzeugenden 
Geraden : 

x  =  ae  +  a,     y  =  b^  +  q){a),  (3) 

aus  welchen  durch  Elimination  von  a: 

y  —  bjsf  :=  q){x  —  a^)  (4) 

oder 

f{x  —  az,     y  —  bz)  =  0  (5) 

als  allgemeine  Gleichung  der  Gylinderflächen  folgt. 

Hätte  man  allgemeiner  die  Gleichungen  der  erzeugenden  Geraden 
in  der  Form: 

ao;  +  &y  +  c;e  +  c?  =  0 ,     a'a?  +  5'y  +  c'^er  +  e?  =  0 
gegeben,  so  würde  man  als  Gleichung  der  Cylinderfläche: 

ax  -]r  by  -{-  ce  =  (p  {a'x  +  b'y  +  c'is) 
erhalten;   in  jeder  dieser  Formen  erkennt  man  als   charakteristi- 
sches Merkmal  der  Gl.  einer  Cylinderfläche,  dass  dieselbe 
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irgend  eine  Kelation  zwischen  zwei  linearen  Funkl 
ausspricht. 

Die  Form  der  Funktion  (p  oder  f  bestimmt  a 
die  Bedingung,  dass  die  Erzeugende  bei  ihrer  Bew( 
Curve  stets  schneide.     Sind: 

die  Gleichungen  dieser  Leitlinie,  so  wird  man  aus  (1 
dinaten  x,  y,  e  eliminiren,  wodurch  man  zu  der  Relati 
oder  ß  =  (f[a)  gelangt;  aus  dieser  und  den  Gig 
hat  man  dann  noch  a  und  ß  zu  eliminiren,  um  di 
Cylinderfläche  zu  erhalten. 

278.  Beisp.  1.  Die  Leitlinie  sei  ein  Kreis  in 
dessen  Gleichungen  :  {x  — pY  +  {y  —  qY  =  r^,  ^e*  = 
-|-  «,  y  =  bz  -^  ß  die  Gleichungen  der  erzeugenc 
Elimination  von  x,  y,  z  aus  diesen  4  Gleichungen  er! 
+  (/^  —  qf  =  ^^»  "»d  endlich,  wenn  man  aus  dies< 
gen  der  Erzeugenden  a  und  ß  eliminirt: 

{x  -  az  —  pf  +  {y  —  bz  —  qY  = 

als  Gleichung  des  schiefen  Cy linders  von   kre 
Lässt  man   den   Mittelpunkt   des   als   Leitlinie 
mit  dem  Ursprünge  zusammenfallen,   so   wird  p  = 
des  Cylinders: 

{x  —  azY  +  {y  —  hzY  =  r». 
Steht  auch  noch  die  erzeugende  Gerade  senkre 
der  xy^  so  ist  a  =  6  ==  0,  und  man  hat : 

a;*  +  y«  =  r* 

als  Gleichung  des  geraden  Cylinders   von   krej 
Beisp.   2.   Die  Leitlinie   sei    eine  Ellipse  in 
deren  Mittelpunkt  mit  dem  Ursprünge,   deren   gross 
Axe  der  x  zusammenfällt,  somit : 

B'^x^  +  A^y^  =  A^B\  z  =  i} 
ihre  Gleichungen ;  ferner  wie  oben  x  =  az  -\-  a 
Gleichungen  der  Erzeugenden,  so  erhält  man  auf  d 
B^{x  —  azY  +  ^*(y  —  ^^Y  =  A 
als  Gleichung  des  schiefen  elliptischen  Cyli 
a  =  &  =  0  in  die  Gleichung : 

B^x^  +  A^y^  =  A*B^ 
des  geraden  elliptischen  Cylinders  Qberge 
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289.  Diametral-Ebenen.  Denken  wir  uns  in  einer  bc 
krummen  Fl&che  eine  Schaar  paralleler  Sehnen  gezogen,  so  nei 
den  geometrischen  Ort  der  Halbirungspunkte  derselben  ein 
raetral-Fläche.  Die  Diametralflächen  von  Flächen  des  2^° 
können,  wie  wir  sogleich  sehen  werden,  nur  Ebenen  sein.  Nim 
nun  eine  solche  Diametralebene  als  Ebene  der  xy  und  die  Ax 
parallel  mit  den  zugehörigen  Sehnen,  (wobei  also  im  Allgeme 
schief  winkeliges  Coordinatensystem  zu  Stande  kommt),  so  wei 
irgend  einem  Werthe  x  z^  OR  und  y  =  EP  {Fig.  83)  zwei 
und  entgegengesetzte  Werthe  von  s  :  PM  und  PM'  gehören,  un 
klar,  dass  die  Gleichung  der  Fläche,  auf  ein  solches  Coordinate 
bezogen,    in    Bezug    auf   ^    rein    quadratisch    sein,  Fig.  82 

alüo  kein  Glied    enthalten    wird,    in    welchem  ^  in  / 

der  1^"  Potenz  vorkommt.    Hiedurch    ist  nun    ein  / 

zweites  Mittel    zur  Vereinfachung   der  Gl.  (l)  ge-  /      -^ 

boten,    welches   den  Vorzug  hat,   auf   alle  Flächen  oi 

anwendbar  zu  sein;    übrigens  werden  wir,  um  den     j^y       p/- 
Vortheil,  mit  rechtwinkeligen  Coordinaten  zu  rech- 
nen, nicht  zu  verlieren,  uns  nach  solchen  Diametral-  Im' 
Ebenen  umzusehen  haben,    welche    von    den   zuge- 
hörigen Sehnen   rechtwinkelig   geschnitten    und    Haupt-Eben 
naunt  werden. 

Suchen  wir  zuvörderst  die  zu  einer  gegebenen  Folge  p 
Sehnen  gehörige  Diametralebene.    Es  seien : 

X  ^=  ms  -{-  p  ^     y  =  nz  -{-  q 

die  Gleichungen  einer  dieser  Sehnen,  in  welchen  m  und  n  g 
die  Richtung  der  Sehnen  bestimmende  Grössen  sind,  währenc 
q  von  einer  Sehne  zur  andeni  sich  Sndern.  Verbinden  wir  c 
mit  der  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  bezogenen 
der  Fläche  '2^*'^  Ordnung,  so  erhalten  wir  durch  Elimination  voi 
y  zur  Bestimmung  der  Durchschnittspunkte  die  Gleichung : 

Pz'^  +  2^^  -f  12  =  0, 
'  i  welcher : 

>  =  Am'  -f  Än^  -f  A'  +  2  [Bn  +  JB^m  +  B"mn) , 
}  =  Amp  +  Änq  +  Bq  +  B'p  -f  i5"  {np  -f  mq)  -f  Cw  +  G\ 
t  =  Ap'  +  Äq'  +  2H'pq  +  2Cp  +  2C'q  -f  F, 

■st.  Bezeichnen  wir  ferner  mit  X,  Y,  Z  die  Coordinaten  de 
ungspunktes  der  Sehne  (8),    so  ist,    wenn  £^,,    z^    die    beiden 

IIkrk,  HöU^  Mathematik,  I.  3.  Aull.  31 
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der  Gl.  (9)  sind,   Z=l{0^  +  ;^g)  =  —  |- ;  folglich: 

Ämp  +  Ä'nq  +  Bq  +  ^P  +  £^'{np  +  mq)  +  Cm+  Cn  +  C' 
"  ~  Am"  -\-  An''  +~Ä^  +  2(^»  +  B'm  +  B^'mn) 

T=nZ  +  q,     X  =  mZ  +  p. 

Eliminiren  wir  endlich  aus  diesen  drei  Gleichungen  die  Grössen  p 
und  q,  so  erhalten  wir: 
{Am+ff+B^'n)X+{Än+B+B''m)Y+{A'+Bn+B'm)Z\  _ 

+  (Cm  +  Cn  +  r)  \~  ^  ^ 
als  Gleichung  der  gesuchten  Diametral-Fläche,  welche 
somit,  in  Folge  der  nach  X,  Y,  Z  linearen  Form  dieser  Gleichung, 
eine  Ebene  ist.  - 

Da  die  Coefficienten  von  X,  F,  Z  und  das  constante  Glied  in  (10) 
für  jeden  reellen  Werth  von  m  und  n  reell  sind,  so  entspricht  im  All- 
gemeinerf  jeder  Folge  paralleler  Sehnen  eine  (conjugirte)  Diametral-Ebene 
und  jede  Fläche  2^^  Ordnung  lässt  daher  unendlich  viele 
Diametral-Ebenen  zu. 

Nach  m  und  n  geordnet,  nimmt  (10)  folgende  Form  an : 
{ÄX  +  B''Y+B'Z+G)m  +  [ÄY+B''X  +  BZ+(r)n  \_ 

+  Ä'Z+  B'X  +  BY+  C"  \~  ^  ^ 
und  wird  augenscheinlich  identisch,  wenn  man  darin  fQr  X,  F,  Z  die 
aus  den  Glgn.  (2),  (3),  (4)  folgenden  Werthe  der  Mittelpunktscoordinaten 
^,  ij,  f  substituirt.  Hieraus  folgt,  dass  bei  jenen  Flachen,  wel- 
chen ein  Mittelpunkt  zukommt,  jede  Diametral-Ebene 
durch  diesen  Punkt  geht. 

Die  Durchschnittslinie  zweier  Diametral-Ebenen  heisst  ein  Durch- 
messer der  Fläche. 


t; 


290.  Hauptebenen.  So  nennt  man  jene  Diametral-Ebenen, 
welche  ihren  conjugirten  Sehnen  unter  einem  rechten  Winkel  begegnen. 
Es  folgt  aus  diesem  Begriife,  dass  jede  Hauptebene  die  Fläche  in  zwei 
symmetrische  Hälften  theilt. 

Damit  die  Diametral-Ebene  (10)  die  zugehörigen  Sehnen,  deren 
eine  durch  die  Glgn.  (8)  dargestellt  wird,  senkrecht  schneide,  müssen 
[§.  2G1,  Gl.  (3)]  die  Bedingungsgleichungen: 

Am  +  B'  +^B'n         _Än  +  B  -f  Sm 
'  Ä'~+  Bn~+Wm '     ^  ~  Ä''+B^+^^ 
erfüllt  werden.  Aus  diesen  Gleichungen  wörde  sich  m  und  «,  und  hie- 


m 
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mit  die  Richtung  jenes  Systemes  paralleler  Sehnen  finden  lassen,  welche 

die  conjugirte  Diametral-Ebene  senkrecht  treffen ,   welche  Richtung  wir 

Hauptrichtnng, nennen  wollen. 

Zweckmässiger   ist    jedoch   folgendes   Verfahren.     Setzen   wir   den 

Nenner : 

A"  +  Bn  +  B'm^s, 

wo  s  als  eine  neue  noch  unbekannte  Hilfsgrösse  zu  betrachten  ist,   so 

treten  an  die  Stelle  der  beiden  letzten  Gleichungen  folgende  drei: 

{Ä   —s)m  +  B'n  +  B"  =0 

(4'  —s)n+  B'm  -\-  B    =0      \  (12) 

A"  —  s        +  B'm  +  Sn=0, 

aus  welchen    man  die  Werthe  von  s,  w,  n  auf  folgendem  Wege  findet. 

Dividiren  wir  die  1*®  dieser  Gleichungen  durch  B'B",    addircn   zu 

m 
beiden  Seiten   ^ ,  und  setzen  Kürze  halber : 


so  kommt: 


oder 


^=l  +  F  +  r-  ('») 


( 


B'B"\     m 


Anf  dieselbe  Weise  folgt  aus  der  2**»  und  3""  der  Glgn.  (12) : 

Setzt  man  nun: 

so  erhält  man  aus  den  drei  letzten  Gleichungen: 

Ä.jri?"  K,BS'  K,BS 

8  —  L  s  —  M  s  —  JV 

Die  zwei  ersten  dieser  Gleichungen,  durch  die  3**  dividirt,  geben: 

S'   s  —N  B"   s  —  N  ,,,, 

Werden  aber  dieselben  drei  Gleichungen  der  Reihe  nach  durch  B,  JB', 
jB"  dividirt  und  addirt,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  (l3): 

31* 
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B{s  -  />)    •    B'is^-M)    '    B"{s  —  Ny 
le  Gleichung  durch  Multiplikation  mit  (.s        Z>)  {s  —  ilf )  (.<? 
Division  mit  BH'B"  die  Form: 

1 


m 

-Ä^) 


H' 


„  (s  --  /;)  (s  —  M)  (s  -  JV)- 


B 


,{s-L){s  -N) 


1     . 


L)  (s    -  M) 


=  0     (17) 


nmt,    und    endlich,    wenn   man  entwickelt  und  die  Werthe  von  L, 
N  substituirt,  in  folf?ende  sich  verwandelt: 

-^(AB^+A'B''-+A''B"''  AA\r-  1BBB"\ 
^ilcher  das  absolute  Glied  die  in  §.  288  mit  J  bezeichnete  Grösse 
Diese  Gleichung  ist  nun  vom  dritten  Grade,  und  liefert  daher 
pstens  einen  reollen  Werth  von  s,  mit  welchem  sich  aus  (15)  ein 
m  reeller  Werthe  von  m  und  v  ergibt.  Hieraus  folgt,  dass  den 
5  h  e  n  2***'^  Ordnung  mindestens  eine  II  a  u  p  t  r  i  c  h  t  n  n g 
folglich  auch  eine  Ilauptebene  zultomme. 
Es  iSsst  sich  jedoch  leicht  zeigen,  dass  die  drei  Wurzeln  der 
n,  in  mehrfacher  Beziehung  merkwürdigen,  cubischen  Gleichung 
itlich  reell  sind.  Zu  diesem  Zwecke  ist  die  Form  (17)  am  geeig- 
3n.  Im  Allgemeinen  werden  die  Grössen  />,  ilf,  N  von  einander 
hiedeu  sein;  nehmen  wir,  um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen 
iben,  an,  es  sei  L  <C^  M  <^  N,  wobei  man  leicht  bemerken  wird, 
eine  andere  Aufeinanderfolge  an  der  folgenden  Diskussion  nichts 
rt.  Substituiren  wir  nun  in  das  Polynom  der  Gl.  (17),  welches  wir 
P  bezeichnen  wollen,  der  Reihe  nach  s  =  — oc,  X,  M,  N,  -\-o:, 
•halten  wir: 


1)  wenn  BB'ß'  positiv: 
r     s  =  —  Qo:P=  —  oo 
s=        L    P=  —  .,, 
s=       M  P=  +  ... 
s=       N   P=  —  ... 

S=-|-00      P=-|-QO 


2)  wenn  BB'B"  negativ: 

für     s  =  —  Qo  :  P  =  -|-  X 
„      s  =        z     p  =  _  . . . 

„      s=       M   P=  +  ..- 
,       8=        N     P=-^... 

„         <?  =r   -|-    OD       P  = OD 


jiden  Fällen  wird  durch  die  in  den  Substitutionsresultaten  erschei- 
3n  Zeichenwcchsel  die  Existenz  dreier  reeller  Wurzeln  nach- 
jsen  [§.  IIG].  Man  sieht  zugleich,  dass  diese  Wurzeln  nothwendig  von 
der  verschieden  sein  müssen,  so  lange  es  die  Grössen  L,  M,  N  siiA 
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Hieraus  folgt  also,  dass  in  jeder  Fläche  des  2*«" 
Grades  im  Allgemeinen  drei  H  aupt  richtungen  und  somit 
auch  drei  Ilauptebenenexistiren,  welche  ihre  conjugir- 
ten  Sehnen  normal  halbircn. 

Mit  Hilfe  der  Glgn.  (12)  verwandelt  sich  die  Gl.  (10)  einer 
Diametral-Ebene  in: 

mX  +  nY  +  Z  -\ ^-- — — —  =.  0,  (19) 

die  Gleichung  einer  Hauptebene,  wenn  man  darin  ein  System 
zusammengehöriger  Werthe  von  k,  m,  n  substituirt. 

291.  Bezeichnen  wir  mit  s, ,  s^^  s^  die  drei  Wurzeln  der  cubischen 
Gleichung,  mit  w^,  n^\  »».^ ,  n,.^\  m.^,  n,^  die  aus  (15)  folgenden  ent- 
sprechenden Werthe  von  m  und  n ,  welche  die  Hauptrichtungen  be- 
stimmen; diese  Werthe  von  s,  /w,  n  müssen,  weil  hervorgegangen  aus 
der  Auflösung  der  Gleichungen  (12),  diesen  Gleichungen  nothwcndig 
Genüge  leisten,  und  man  hat  demzufolge  identisch: 
Am^  -^  B'  +  7?"/ij  =  Wj8j  . . .  («j )  I  Am^  -\-  7/  +  ^'^a  =  wt^s^. •  »iß^ ) 
A\  +B  +  B'm^  =n^Sj^  ...  («^ ) ;  A\  +  B  +  B'm^  =  n^s, . .  .{ß^ ) 
A''  +  Bn,  +  Bm,  =s,  * . . .  (a^) .  Ä'  -f  Bn^  +  B'm^  =8,  '  . ,  ,{ß^) 
Am^  +  B'     +  B\  =  W3S3  .  .  .  (j/j) 

^'^3   +  ^      +  -Ö'X  =  %h   •  •  •  (ra) 
Ä'      +  Bn^  +  Bfm^  =  s^      ...  (j/3) 

Multiplicirt  man  (a^)  mit  Wj,  {ß^)  mit  m,  und  subtrahirt,  wodurch 
A  climinirt  wird,  so  kommt: 

:e{m^  —m^)  +  B''{m^n^  —  m^n^)  —  Wj^^C^i  —  «2)- 
Eben  so  erhält  man  durch  Elimination  von  Ä  aus  {a^)  und  (ß^): 

B{n^  —  W'i)  +  B^\m^n^  —  m^^n^)  =  n^n^  {s^  —  s^\ 
endlich  durch  Elimination  von  A"  aus  (a,)  und  {ß^)'- 

B{n^  —  n^)  +  B'{ni^  —  m^)  =  Sj  —  s^  ; 
durch  Addition  dieser  drei  Gleichungen  folgt: 

ih  —  h)  (^1^2  +  »^1^2  +  1)  =  0. 
Da  nun  im  Allgemeinen  s^  und  s^  von  einander  verschieden  sein  werden, 
so  muss  in  Folge  der  letzten  Gleichung: 

^1^*2  +  ^i^^j  +  1=0 
sein,  welche  Gleichung  ausspricht,  dass  die  zwei  Hauptricbtungen,  welche 
durch  die  Grössen  m^ ,    Wj    und   m^ ,   n^  bestimmt   sind ,   auf  einander 
senkrecht  stehen  [§.  260,  GL  (6)].   Zu  demselben  Ergebnisse  führt  die 
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Verbindung  der  Systeme  (a)  und  (y),  {ß)  m 
Hauptrichtung,  woraus  folgt,  dass  bei  ( 
nung  die  drei  Hauptrichtungep  u 
drei  Hauptebenen  auf  einander  se 

292.  Diese  Ergebnisse  erleiden  einige 
Gl.  (17)  wiederholte  Wurzeln  besitzt,  oder  w 
Wurzeln  der  Nulle  gleich  sind. 

Wiederholte  Wurzeln  können  bekanntli( 
Grössen  L,  M,  N  nicht  s&mmtlich  von  eina 
nun  L  =  3£,  so  geht  (17)  über  in: 

^^      ;^1  BB'B''  B^ 

eine  ihrer  Wurzeln  ist  also  dann  s  =  X ;  ( 
sich,  wenn  man  den  Faktor  in  den  eckigen 
werden  im  Allgemeinen  sowohl  von  L  als 
Ist  aber  L  =^  M  =  N^  so  lässt  sich  aus  o 
s  —  M=  s  —  N=  s  —  L  nochmals  sondei 
$  =  L  liefert,  während  sich  die  3**  aus  dei 
s  —  L  _  1  1    _ 

'bWW~e^~b^     I 

d.  l 

s  =  L  +  BB'B^^(^  +  ~  + 

ergibt.  Unsere  cubische  Gleichung  1 
Wurzeln,  jede  =L,  wenn  L  z=  M  = 
Alle  drei  Wurzeln  können  nun  oflfenbai 
werden,  wenn  auch  die  3*®  Wurzel  =  L  is 
wird,  dass 

BB'B"(--  +-44.-4 
\B^  ^  B'^  ^  B" 

werde,  was  nur  für  B  =  B'=  B^'  =  o  mC 
Gleichung  hat  somit  drei  gleichet 
und  B  =  S  =  B"  =  0  ist. 

293.  Untersuchen  wir  nun  den  Einflusc 
Umstände  auf  die  Lage  der  Hauptebenen 
voraussetzen  wollen,  dass  keine  der  dre 
der  Nulle  gleich  sei.  Bei  dieser  Von 
lute  Glied  =/l  dieser  Gleichung  \ 
und  somit  der  Fläche  ein   bestimmter 
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1)  Die  drei  Wurzeln  sind  von  einander  versch 
In  diesem  Falle  existiren  drei  Hanptebenen,  welche  auf  einand 
recht  stehen  nnd  sich  im  Mittelpunkte  der  Fläche  schneiden.  Jcc 
die  Fläche  in  zwei  symmetrische  Hälften ;  ihre  auf  einander  senl 
Durchschnittslinien  heissen  Hauptdurchmesser  oder  Ax 
Fläche. 

2)  Hat  die  Gl.  (18)  zwei  gleiche  Wurzeln,  so  muss 

=  JV  sein,   und  die   beiden  gleichen  Wurzeln  sind  s^  ^=:  s^  = 

nächst  bestinmit  sich  nun   mit  Hilfe  der  3*®"*  Wurzel  s^  aus  (: 

Hauptrichtung 

ff'  ff' 

»»8  =  ^ ,       Wj  =  -g^ ;  .  .  .     [a) 

dieselben  Ausdrücke  (15)  bieten  aber  die  Werthe  von  mj,  n^  und 

unter  der  unbestimmten  Form  -  dar,   sobald  man  in  ihnen   e 

gleichen  Wurzeln  s,  =  s^  =  X  substituirt;  woraus  folgt,  dass 
der  obigen  bestimmten  Hauptrichtung  {m^,  n^)  no 
endlich  viele  andere  existiren.  In  der  That,  kehren  wir 
61gn.  (12)  zurück,  welche  die  Hauptrichtungen  bestimmen;  sub 
wir  darin  s  =  L  und  beachten,  dass  aus  (14): 

A-L=^,     Ä'-M=:?f,     Ä"-N  =  ^, 

folgt  und  jetzt  L  =  M=  N  ist,  so  geht  aus  jeder  der  Glei 
(12)  die  folgende  hervor: 

~ni  +  ^n+l=0; (ß) 

wir  erhalten  daher  zur  Bestimmung  von  m  und  n  nur  diese  ei: 
chung,   welche   zu   jedem   beliebig   gewählten  Werth   von  n  ein 
sprechenden  Werth  von  m  liefert,  wodurch  man  offenbar  unendli 
Hauptrichtungen  erhält.   Aus    der  Verbindung  der  Gleichungen 
[ß)  folgt  nun  weiter: 

mm^  +  ^^3  +  1=0, 
woraus  erhellt,  dass  jede  der  Hauptrichtungen  (/?)  a 
einen  bestimmten  Hauptrichtung  (et)  senkrecht  steht. 
Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  die  der  61.  (1)  entsprechende 
durch  Umdrehung  entstanden  ist.  Man  sieht  leicht  ein,  ds 
durch  die  Rotationsaxe  gelegte  Ebene  eine  Hauptebene  sein  mu 

3)  Hat  die  Gl.  (18)  drei  gleiche  Wurzeln,  so  mus 
L  =  M  =  N,  auch  noch  B  =  ff=ff'=0  sein ;  jede  der  ' 
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ist  =  L  and  aus  (14)  folgt  noch  überdies  L  = 
diesen  Umständen  sind  nun  die  Glgu.  (12),  wen» 
stituirt,  für  jeden  Werth  von  w  und  n  identisc 

1^  Richtung  ist  eine  Hauptrichtung,    und  die  Flftc 

Hch  viele  Haupteben^n  zu.  Dieser  Fall  tritt  bei 
für   welche   offenbar   jede   durch    den  Mittelpui 
Hauptebene    ist.     In    der   That   verwandelt   siel 
einer  Kugel  [§.  275,  Gl.  (4)],  wenn  man  A  = 
z=  B"  =  0  setzt. 

In  allen  diesen  3  Fällen,    welche 
schaftliche    Bedingung,    dass    J    von 
charakterisirt   sind,    können    daher 
auf  einander  senkrechte  Hauptebenen 
Sie  haben  gegen  die  Fläche  eine    vollkommen 
Falle;    im  2*^'^  Falle    hat   nur    eine  Haupteben( 
bestimmte  liage,  die  beiden  anderen  können  un 

%'  erste  senkrecht  beliebig  durch  den  Mittelpunkt 

;A  Falle  kann    man  jedes  System    dreier   im  Mitt 

^  schneidender  Ebenen  wählen. 

|:' 

^;"  294.    Sind    eine   oder   mehrere  Wurzeln   i 

gl  gleich,    so   muss    zunächst    das  absolute  Glied 

|v?  schwinden;    dieser  Fall   kann    also    nur   bei   sc 

^7  welche  keinen  Mittelpunkt,  oder  deren  unendlic 

1^^  2)  nnd  3)]. 

^t  1)  Ist   eine  Wurzel,    z.  B.  s^  =;=  0,  und 

^7—^  §2'  ^3  ^^^  einander  verschieden,    so   bestimme! 

drei  aufeinander  senkrechte  Hauptrichtungen-, 
sprechen    bestimmte    Hauptebenen,    deren    Gle 
ergeben,  wenn  man  m^^  n^,  s^  und  m^,  n^,  53 
6'  setzt;  für  die  3^  Hauptebene  nimmt  das  ab 
der  Hauptebene  die  Form  an: 

Cm,  +  C\  +  C'  _ 
0'  ~ 

wo  w^  und  w,  die  für  s  =  Sj  =  0  folgenden 
Bezeichnet  man  den  Abstand  dieser  Ilauptebei 
so  ist  [§.  254,  Gl.  (6)]  p  =  ±  h  :  Vm^^ 
a)  die  Grösse  Cm^  +  Cn^  +  C"  von  d 
ist  h  und  somit  auch  |)  unendlich  gross;  d.  h. 
stirt  in   diesem  Falle   nicht,    oder   sie    ruckt   i 


m 
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hinaus.  Dieser  Fall  tritt  offenbar  ein,  wenn  das  durch  die  Richtung 
m^  t?>,  bestimmte  Sehnensystem  die  Fläche  nur  einmal  schneidet.  Idt 
aber 

ß)  die  Grösse  Cm^  -\-  C\  +  C"  identisch  =  0,  so  wird  h  und 
somit  auch  2^  unbestimmt;  d.  h.  jede  auf  die  Richtung  tn^  n^  senk- 
rechte Ebene  ist  eine  Hauptebene.  Dies  findet  offenbar  dann  statt, 
wenn  die  Gl.  (1)  einen  Cylinder  darstellt;  die  Richtung  w,,  «,  ist  jene 
der  erzeugenden  Geraden  des  Cylinders.  Die  zu  dieser  Richtung  paral- 
lelen Sehnen  schneiden  die  Fläche  gar  nicht  und  jeder  Punkt  derselben 
ist  dann  ein  Haibirungspunkt,  durch  welchen  eine  Hauptebene  gelegt 
worden  kann. 

Da  der  Durchschnittspunkt  der  drei  Hauptebenen  der  Mittelpunkt 
der  Fläche  ist,  so  hat  diese  im  Falle  (a)  keinen  Mittelpunkt,  im  Falle 
(/?)  deren  unendlich  viele,  und  der  oben  erwähnte  Cylinder  ist  daher 
ein  elliptischer  oder  hyperbolischer. 

In  dem  Falle,  dass  eine  Wurzel  =  0  ist,  bat  die  Fläche  so- 
mit nur  zwei  bestimmte  Hauptebenen,  die  3*^^^  liegt  in  unendlicher 
Entfernung,  oder  ist  willkfirlicb. 

2)  Sind  zwei  Wurzeln  s^  =  s^  =0,  so  muss  in  Folge  dieser 
zwei  gleichen  Wurzeln  auch  L  =  31  =  N  =  s^  =  s^  =  0  sein ;  die 
Glgn*  (12)  reduciren  sich  wieder  auf  die  eine: 

jrn  +  -^n+l=0 («) 

welche  unendlich  viele  Hauptrichtungen  angibt,  die  säramtlich  auf  der 
3^",  durch  die  Gl.  (15)  bestimmten: 

*^3   ^  »       ^^  '^  W 

senkrecht  stehen.  Dieser  letzteren  entspricht  eine  bestimmte  durch 
(19)  dargestellte  Hauptebene,  wenn  man  darin  m^,  n^,  a^  substituirt. 
Was  die  zu  den  Hauptrichtungen  (a)  gehörigen  Hauptebenen  betrifft, 
so  nimmt  für  diese  das  absolute  Glied  der  Gl.  (19)  die  Form  an: 

Cm  +  Cn  +  a' 
0 
und  wird   für  alle  Werthe   von   m  und  n  unendlich,    für  welche  die 
Gleichung 

Gm+  C'n  +  C"  =  0  .  .  .  {ß) 
nicht  erfüllt  ist;   die  zugehörigen  Hauptebenen   liegen  ddier  in  unend- 
licher Entfernung  oder  existiren  nicht;   jene  Werthe  von  m  und  n  je- 
doch, welche  den  Glgn.  («)  und  [ß)  gleichzeitig  Genüge  leisten,  beatim- 
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men  eine  Haaptrichtung,   aaf  welche  senkrecl 

Wt--  eine  Haupiebene  gelegt  werden  kann,   da  für 

^  0 

^'  lute  Glied  in  (19)  die  Form  -  erhält.  Auch 

^    ,  dem  parabolischen  Cylinder  entspricht),  1  ä  s  s  t 

p}  der  senkrechte  Hauptebenen  zu. 

I  Sind   aber   die   zwei  Glgn.  (a)    und  {ß) 

^  C^^F'    C^~^/'    ^^°   ^^^^^^  ^^^   ^^^ 

|vy  alle  aus  («)  folgenden  Werthe  von  tn  und  n 

^■:;  Ebene  ist  eine  Hauptebene,  welche  durch  eine 

^\  einer  der  durch  (a)  dargestellten  Hauptrichtung 

&  Dieser  Fall  tritt   ein,   wenn   die  Gl.  (1)  ein 

iV  Ebenen  bedeutet. 

I  3)  Sämmtliche  drei  Wurzeln  der  Gl.  (17) 

^e-  0   werden;  denn   zu   diesem  Ende   müsste  s 

^.  B  =  B'  =  B''  =  0  werden  [§.  292],  womit  aus 

^.  folgt,  wodurch  aber  die  Gl.  (1)  auf  den  1*®° 

r 

.f  296.   Aus  den  Erörterungen   der  beiden 

•y  hervor,    dass  den  durch  die  Gl.  (1)  dargestell 

"f  den  unter   allen  Umständen   mindestens   zwei 

';  Hauptebenen  zukommen,  deren  Lage  durch  di< 

^/  und   (19)  gegeben   ist.    Diese   beiden  Häuptel 

y  als   neue  Coordinaten-Ebenen   der  xy    und  x\ 

^-  yz   zwar   parallel   zur  S^®«*  (in   endlicher   ode 

|;,  liegenden)    Hauptebene   wird,    ihr   Durchschnit 

tv  schnittslinie  der  beiden  ersteren  Hauptebenen, 

f-  jedoch  vorläufig    willkürlich  bleibt.    Trausformi 

i^L  auf  dieses  neue  Coordinatensystem,  so  kann  di 

nach  dem  im  Anfange  des  §.  289  Gesagten,  d 
ii;  in  der  1*®"  Potenz  nicht  enthalten,  und  wird  da 

r  l^x'  +  P'y^  +  P"/»  +  "iG^x  ■ 

.'  annehmen,  in  welcher  somit  noch  sämn 

2^®"  Ordnung  enthalten  sind. 

Die    weitere    Vereinfachung    dieser    Gleic 

Unterscheidung  zweier  Fälle,  je  nachdem  P  v 

oder  =  0  ist. 
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Im  ersteren  Falle  können  wir  das  Glied  mit  x  verscl 
machen,  indem  wir  den  Ursprung  nm  das  Stfick  a  =  -~  auf  (j 

Q 

der  7i  zurückschieben,  somit  in  (20)  x ^    an   die    Stelle 

setzen.    Hiedurch  verwandelt  sich  (20)  in: 

Ist  aber  P  =  0 ,  so  wird  diese  letzte  Transformation  uns 
weil  a  =  OD  würde;  in  diesem  Falle  hat  aber  (20)  die  Form: 

P'y«  +  P'V^J  +  2Cia;'  +  F^  =  0, 
und  wir  können   nun   aus   dieser  Gleichung   das   constante  Gli( 

F 

schaffen,  indem  wir  den  Ursprung  um  das  Stück  &=— J-  auf  d 

2Ci 

F 

der  X  zurückschieben,  d.  i.  a?'  —  -^  an  die  Stelle  von  x  setzi 

letzte  Gleichung  verwandelt  sich  dadurch  in  folgende : 
P'y»  +  P"/«  =  q^. 

Hieraus  erhellt,  dass  die  allgemeine  Gleichung  ( 
2ten  Grades  durch  geeignete  Transformation  imme 
eine  der  beiden  Formen  (I)  oder  (II)  gebracht  w 
kann,  aus  deren  Diskussion  folglich  alle  Fläch 
Ordnung  hervorgehen  werden. 

Die  in  der  Gl.  (I)  begriffenen  Flächen  sind  mit  einem  Mitte 
versehen  (oder  auch  mit  unendlich  vielen  in  besonderen  Fällen), 
zugleich  Ursprung  der  jetzigen  Coordinaten  ist,  weil  die  Gleicht 
Glieder  der  2*«*"  Dimension  enthält  [§.  287];   auch   ist  jede  de 
dinirten  Ebenen  eine  Hauptebene,  weil  die  Gleichung  in  Bezug 
drei  Coordinaten  rein  quadratisch  ist  [§.  289]. 

Jene  Flächen  hingegen,  welche  aus  der  Gl.  (II)  hervorgeh 
mangeln  eines  Mittelpunktes  in  Folge  der  Anwesenheit  des  1 
Gliedes  ^a?,  welches  durch  Veränderung  des  Ursprunges  nicht 
schafft  werden  kann ;  von  den  coordinirten  Ebenen  sind  nur  j( 
xy  und  xz  Hauptebenen. 

Diskussion   der  Gleichung: 

Fx^  +  Fy"-  +  P'z^  =  K. 
(Flächen  mit  Mittelpunkt.) 

296.  Wir  wollen,  was  offenbar  gestattet  ist,  Voraussetzer 
man  den  zweiten  Theil  K  dieser  Gleichung  positiv  gemacht   hab 
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Coefficienten  P,  P\  P"  können  dam 
reelle  Bedeutung  zu   haben ,    nicht   gl 

wir  im  folgenden  mit  P,  i^,  P",  K 
)isher   mit   diesen  Buchstaben    bezeic 

wir  nur  folgende  Falle  zu  betracht 

Px^  +  P'y'    -  P'z'  =  L 

Px'     -  P>^  —  P"-e«  =  h 

jede    andere    Combination    von    Ze 

lung    der    Coordinatenaxen    auf    eine 

n  kann. 

.  Das  E 1 1  i  p  s  0  i  d.  Betrachten  w 
Vx^'  +  P'v/2  -I-  p^'z- 

Icher  sämmtliche  Cocfticienten  positiv 

y  and  £  ;    dann  x  und  z\    endlkh    x 

en   wir: 

ordinaten  dei**  Durchschnittspunkte  A, 
lache  mit    den  Coordinatenaxen,    wel 

SJ 

S 

__€ 


Fig.  84. 
z 


SJ 

F 

S 
^d 

c 

d^ 
ni 
D 

(- 
r  Fläche  erhält  diese  die  symmetrisc 


/»ä  +  1,2 


+ 


etzt  man  in  dieser  Gleichung  der  Re 
so  erhält  man : 
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^'2  -^-  ^2  —  ^  1     a«  "^  c»  ""     '     6"*  "^  c«  ~    * 
als  Gleichungen    der  Ilauptschnitte,    d.    i.    der   Dorchschnittslinien 
der  Fläche  mit  den  coordinirten  Ebenen,    welche   demnach  Ellipsen 
sind.  Schneidet  man  ferner  die  Fläche  durch  eine  im  Abstände  £  =±_  ff 
zur  a?^-Ebene  parallele  Ebene,  so  ergibt  sich: 

^2  +  ^«  —        c«  " ' 
als  Gleichung  des  Schnittes,  wie  man  sieht,  eine  Ellipse,  deren  Halbaxen 

a'  =  -V^^  ~-  /^,  und  b'  =  ^-y?~^^J^ 
c  c 

sind.  Alle  zur  Ebene  der  jcy  parallelen  Schnitte  sind  somit  Ellipsen, 
und    zwar    ähnliche    Ellipsen,    da    das    VerhAltniss     ihrer    Halbaxen 

-;-=:      ein  cunstantes,  von  h  unabhängij^es  ist.     Der  Schnitt  wird  un- 

0  ü 

möglich ,  wenn  h"^  c,  woraus  folgt ,  dass  die  Fläche  sich  über  die 
Scheitel  C  und  C  hinaus  nicht  erstreckt.  Zu  ganz  ähnlichen  Ergeb- 
nissen führt  die  Betrachtung  von  Schnitten ,  welche  zu  den  beiden 
amleren  Coordinaten  -  Ebenen  parallel  gemaclit  werden.  Hieraus  folgt 
zugleich,  dass  unsere  Fläche  nach  allen  Richtungen  begrenzt,  also  eine 
gesclilossene  Fläche  ist.     Sie  führt  den  Namen  Ellipsoid. 

Sind  zwei  der  Coefficienten  P,  P\  P"  gleich ,  z.  B.  P  =  P'  also 
auch  a  =  h^  so  kann  das  Ellipsoid  durch  Umdrehung  um  die  Axe 
der  £  entstanden  gedacht  werden  (Rotations-Ellipsoid,  Sphä- 
roid)  [§.  283]-,  denn  jede  auf  die  Axe  der  ;e  senkrechte  Ebene  £-=h 
schneidet  die  Fläche  in  einer  Curve,  deren  Gleichung 

ist,  und  offenbar  einem  Kreise  angehört,  dessen  Mittelpunkt  auf  der 
Axe  der  z  liegt.  —  Für  P  z=  P'  =  F''  oder  a  =  b  .=  c  verwandelt 
sich  (23)  in :  x^  -[-  ^^  -|-  ^^  __  ^2  ^  ^j^j  ^^ls  Ellipsoid  geht  somit  in 
eine  Kugel  über. 

297.  Als  besondere  Fälle  der  Gl.  (21)  oder  (23)  sind  folgende 
zu  bemerken: 

1)  7i:=:0;  die  Gleichung  wird  dann  nur  durch  die  Werthe  rr  =  0, 
y  =  0,  s:  .=  0  erfüllt;  sie  bedeutet  also  einen  Punkt,  und  zwar  den 
gegenwärtigen  Coordinatenanfang. 
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2)  Ist  einer  der  Coefficienten  P,  P',  P"  der  Nalle  gleicb,  oder  was 
auf  dasselbe  hinauskommt,  wird  eine  der  Halbaxen  a,  b,  c  anendiich, 
so  geht  die  Gl.  (23)  des  Ellipsoids  in  eine  der  Gleichungen: 


r2 


—  4-  -=  1, 


—  4- —  =  1 
6«  ^  '•« 


b'~^'     -2  +  ^—1^     6^  +  c' 
über,  welche  elliptischen  Cylindern  angehören,   deren  Axen  be- 
ziehungsweise mit  den  Axen  der  jt,  y,  x  zusammenfallen. 

3)  Sind  zwei  der  Coefficienten  P,  P*,  P"  der  Nulle  gleich,  z.  B. 


ein 


P',  P",   so  geht  (21)  über  in  ic  =  +  l/p^»  ^^^  bedeutet  somit 

System  zweier  Ebenen,  welche  zur  Ebene  der  ^;er  parallel  laufen. 

4)  Verschwindet  nebst  K  einer  der  Coefficienten  P,  P',  P",  z.  B. 
P",  so  reducirt  sich  Gl.  (21)  auf  Px'^  +  Fy'^  =  0,  welche  Gleichung 
in  folgende  zwei  zerfällt :  x  =  0,  y  =  0  und  somit  der  Axe  der  s  an- 
gehört. Unsere  Gleichung  hat  also  in  diesem  Falle  eine  gerade 
Linie  zum  geometrischen  Orte. 

5)  Verschwinden  endlich  nebst  K  noch   zwei   der  Coefficienten  P, 
P^,  P",   z.  B.  P,  P",   so   geht  (21)   über  in  Px^  =  ^    -'^--    --^ 
welche   Gl.   der   Ebene   der  y/s   angehört.    Unsere    Gl 

demnach  in  diesem  Falle  eine  einzige  Ebene. 


i' 


6-^ 


298.    II.    Das   Hyperboloid  mit   einer   H 
der  Glgn.  («),  mit  einem  negativen  Quadrate  hat  di 

p^^  +  P'y«.—  P";^«  =  K, 
Als  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte   dieser  Fläcl 
dinatenaxen  finden  wir: 


x=  ±y^=  ±a;     y  = 


±1'^  = 


p 


:±V=T 


P"    -        f  r    '^ 

und  schliessen  hieraus,  dass  nur  die  Axen  der  x  und  y 
der  js  von  der  Fläche  geschnitten  werden.  Diese  Fläcl 
zwei  reelle  Axen:  AÄ  —  2a,  BB' =  2b,  (Fig. 
reellen  Scheiteln:  Ä,  A\  B,  B!.  Der  Analogie 
die  Strecke  00  =  OC  =  c  auf  der  Axe  der  z  aufz 
CO'  -^  2c  die  3^  imaginäre  Axe  vorstellt.  Durch 
Halbaxen  a,  b,  c  in  die  Gl.  (24)  erhält  diese  die  Fo 


a^  "^  6« 


=  1. 
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Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  den  G 
Ebenen,  so  erhält  man  als  Gleichungen  dei 

von  welchen  die  erste  einer  Ellipse,  die  b( 
beln  angehören. 

Jeder  zur  Ebene  der  xy  im  Abstände 
zeugt  eine  Ellipse: 

deren  Halbaxen 

c  c 

mit  zunehmendem  h  immer  grösser  werden 
schnitte  erhält  man  offenbar  ffir  A=  0  un 
tische  Hauptschnitt  ABÄB,\  welcher  die  K 

Da  ferner  das  Verhältniss  -,  =  -  von  h  ui 

0  0 

Ellipsen  sämmtlich  unter  sich  ähnlich.  —  2 
die  Betrachtung  von  Schnitten,  welche  para 
und  yjer  geführt  werden,  nur  dass  statt  der 
Ellipsen  Hyperbeln  als  Durchschnitts- 
linien erscheinen,  unter  welchen  als  Üeber- 
gangsglieder  auch  zwei  Systeme  sich  schnei- 
dender Geraden  sich  befinden,  wenn  die 
Entfernung  der  schneidenden  Ebene  von 
den  oben  genannten  coordinirten  Ebenen 
beziehungsweise  =  b  oder  =  a  ist. 

Von  der  Gestalt  dieser  Fläche  wird 
man  sich  nun  eine  deutliche  Vorstellung 
machen  können;  sie  erstreckt  sich  nach 
den  Richtungen  der  drei  Coordinatenaxen 
ins  unendliche  und  ist  nicht  unterbrochen, 
so  dass  man  von  einem  beliebigen  Punkte 
der  Fläche  zu  irgend  einem  anderen  ge- 
langen kann,  ohne  die  Fläche  zu  verlassen. 
Sie  führt  den  Namen  Hyperboloid 
mit  einer  Hölung. 

Ist  P  =  P',    folglich  auch  a  =  b,    d. 
einander  gleich,  so  werden  alle  auf  die  Axe 


Ik 
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zn  Kreisen,    deren  Mittelpunkte   in  der  Axc    der  s  liegen;   die  Fläche 
wird  daher  durch  Umdrehung  der  Hyperbel  DAE  um  ihre  imaginäre 
Axe  CC  erzeugt  werden    können    und    ist  das  Rotationshy perbo- 
id  mit  einer  Hölung.  [§.   283.] 

299.  Als  bi^sondere  Fälle  der  Gl.  (24)  ergeben  sich  folgende: 
1 )  A'  =  0 ;  die  Gleichung  hat  die  Form : 

Px^  +  pyi  —  P"s-  =  0 , 


oder 


y 


-.+'p-7^--0.  (26) 

und  gehört,  wie  man  durch  ebene  Schnitte  leicht  erkennt,  einem  ellip- 
tischen  Kegel  an,  dessen  Mittelpunkt  mit  dem  Ursprünge  und  dessen 
Axe  mit  der  Axe  der  r  zusammenfflllt.     Er   steht  in    naher  Beziehung 

^,.  -  i«it  dem  durch  die  Gl.  (24)  oder  (26)  dargestellten  Hyperboloide. 

^p-  Die  Hauptschnitte  des  Kegels  mit  den  Ebenen  der  xs  und  pz  sind 

tpl  durch  die  Gleichungen: 

^^       ^^        ^     :^  .    a  ,  y-       ^'^  ,  .  ^' 

--  =  0  oder  ir  ==:  +       £,    und    -^  -  -   ^  =  0,  oder  y  =  +  -.• 
^>'"  gegeben,    und    sind   somit  je   zwei    sich    im  Ursprünge  schneidende  G^ 

Sä  '  rade,  in  welchen  man  aus  den  Coefticienten        und         die    Asymptoten 

p^  ÜO  und   VO  der  beiden  hyperbolischen  Hauptschnitte  DAE  und  FBG 

g*'  erkennt.  Ein  in  der  Entfernung  ^=  h  vom  Ursprünge  parallel  zur  xy-Ehm 

•^r'.  geführter  Schnitt  UVU'  ist  durch  die  Gleichung: 
^r  x:^      y^_h^ 

|>  als   Ellipse  charakterisirt ,    deren  Halbaxen  a.  = —,     h,  z=  -     sind 

£■  ^         c         ^         c 

^'  Vergleicht   man    diese   Ausdrücke    mit   jenen    (27)    der   Halbaxen  des 

^:  durch  dieselbe  Ebene  erzeugten  elliptischen  Schnittes  J)FH  des  Hyper- 

boloides, so  findet  man 

ae 


%.  a'  -a,='*   (Vä^  +  ? ~  ä)  =  -    -^'-  . 


h'  -h,=  ^   (Vä^  +  c*-^  -/*)=:  ^' 


diese  Differenzen  bleiben  immer  positiv,  d.  h.  der  Kegel  liegt  innerhalb 
;  des  Hyperboloides,    und  sie  werden   unendlich  klein,    wenn  h  unendlich 

1^.  wischst,  woraus  folgt,  dass  das  Hyperboloid  sich  der  Kegelfl&che  unend- 

lich nähert,   ohne  dass  beide  Flächen    sich   jemals  treffen.    Aus  diesem 
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Grande  wird  dieser  Kegel  der  Asymptoten-Kegel  des  Hyper- 
boloides genannt. 

Ein  Hyperboloid,  dessen  Axen  zu  jenen  des  Hyperboloides  (26)  ^ 
dem  Verhältnisse  a  :  1  stehen,  wird  durch  die  Gleichung : 

J^.^  +  Jl '"^-i      oder    t  +  ^-^--a' 

dargestellt ;  iSsst  man  nun  a  gegen  0  convergiren,  so  geht  dieses  Hyper- 
boloid in  den  Asymptotenkegel  (28)  aber.  Letzterer  ist  daher  die 
Grenze,  welcher  sich  das  Hyperboloid  unendlich  nähert,  wenn  die  Axen, 
während  sie  ihr  Verhfiltniss  unverändert  beibehalten,  unendlich  klein 
werden. 

Die  folgenden  Fälle   sind  jenen    beim  Ellipsoide    vorgetragenen  so 
ähnlich,  dass  eine  kurze  Anzeige  genügen  wird: 

2)  Wenn  einer  der  Coefficienten  P,  P*,  P"  verschwindet:    ellip- 
tischer oder  hyperbolischer  Cylinder. 

3)  Wenn  zwei    dieser  Coefficienten   verschwinden:    zwei    reelle 
oder  imaginäre  parallele  Ebenen. 

4)  Wenn  K  und  einer  der  Coefficienten  P,  P*,  P"  verschwinden: 
Eine  Gerade  oder  zwei  sich  schneidende  Ebenen. 

5)  Wenn   nebst  K  noch    zwei    dieser  Coefficienten    verschwinden : 
eine  einzige  Ebene. 

800.  ni.  Das  Hyperboloid  mit  zwei  Hölungen.  Die  letzte 
Form  der  Gl.  (1),  welche  wir  zu  untersuchen  haben,  ist: 

Px^  —  P'y'  —  P'V  =  J5C,  (29) 

mit  zwei  negativen  Quadraten.  Die  Fläche  trifft  die  Coordinatenaxen 
in  den  Punkten : 

und  hat  somit  nur  zwei  reelle  Scheitel  A,  Ä  (Fig.  8C ,  siehe 
Seite  49«)  und  eine  reelle  Axe  -A-A'  =  2a;  die  anderen  zwei  Axen 
lil^  =  2& ,  CG  =  2c  sind  imaginär.  Durch  Einführung  der  Axen 
nimmt  (29)  die  Form  an: 

x^       v^      e^ 

Die  Hauptschnitte   der  Fläche    mit   den   coordinirten    Ebenen 
sind  durch  die  Gleichungen  : 

Hkiih,    Höh.  Hatbeinatik,  I.  3.  Aofl.  32 
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gegeben,  von  welchen  die  beiden  ers 
angehören;  die  letztere  hat  keine  re 
ye  wird  daher  von  unserer  Flache  n 
zu  dieser  Ebene  in  der  Entfernung  t 
Schnitte  erhält  man: 

V'  "^  c^ 

d.  h.  so  lange  h'y^  a,   Ellipsen ,  W( 
mit  zunehmendem  h  immer  grösser  u 
Fig.  86. 


Ebenen  der  xy  und  xz  geführt,  sind 
Hauptschnitten  ähnlich  sind. 

Ist  P  =:  P^'  oder  b  =  c,  d.  i.  sind  die  beiden  imckginären  Axen 
gleich,  so  werden  alle  auf  die  reelle  Axe  senkrechten  Schnitte  zu 
Kreisen  und  die  Fläche  kann  durch  Umdrehung  um  diese  Axe  erzeugt 
werden.  (Rotationshyperboloid  mit  zwei  Hölunflren.^ 

801.  Die  Voraussetzung  f  dass  einer  oder  mehrei 
cienten  der  Gl.  (29)  verschwinden,  führt  mit  Ausschluss  ( 
Cylinders  auf  dieselben  Gebilde  wie  in  §.  299.  Ist  insbes 
so  gehört  die  Gleichung 

Px^  ~  Fy^  —  P'z^  =  0     oder    -«  — f«  — ^ 

a*       &*      c* 

wieder  einem  Kegel  UOV  (Fig.  86)  an,  welcher,  wie 
ähnliche  Weise  wie  §.  299  Oberzeugt,  Asymptotenkeg 
boloids  mit  2  Hölungen  ist,  die  FlAche  jedoch  von  Aussi 
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Diskassion  der  Gleichung: 

Py'i  +  />"£«  =  Qx.  (II) 

(Flächen    ohne   Mittelpunkt.) 

302.  Berücksichtiget  man,  dass  das  1*«  Glied  im  !*•"  Theile  dieser 
Gleichung  immer  positiv  gemacht  werden  kann,  und  in  dem  Falle, 
wenn  das  Glied  Qx  negativ  wäre,  nur  x  mit  —  x,  d.  i.  die  positive 
Halbaxe  der  x  mit  der  negativen  zu  vertauschen  wäre,  um  dieses  Glied 
ebenfalls  positiv  zu  erhalten,  so  ist  klar,  dass  obige  Gleichung  nur  zwei 
wesentlich  verschiedene  Formen  darbieten  kann,  nämlich : 

Py^  +  P"e^  =  Qx    und  P'y*  —  i^'V^  =  Qx , 
weiche,  so  lange  keiner  der  Coefücienten    verschwindet,    zwei   krumme 
Flächen  charakterisiren ,    von  welchen  die  eine  elliptisches,    die  andere 
hyperbolisches  Paraboloid  genannt  wird. 

I.  Das  elliptische  Paraboloid.  Die  Gleichung  dieser 
Fläche  ist: 

Py^  +  P'V«  =  Qx.  (32) 

Setzt  man  zwei  der  Coordinaten  =:^  0 ,  so  wird  auch  die  3^^  der 
Nulle  gleich;    die  Fläche   schneidet   daher  die  Coordinatenaxen  nur  im 


Fig.  87. 


Ursprünge  0  (Fig.  87);  die  Ebenen  der  xy 
und  xe  sind  allein  Hauptebenen  dieser  Fläche 
und  die  Axe  der  x,  als  ihre  Durchschnittslinie, 
die  einzige  Axe  derselben,  welche  sie  im 
Punkte  0,  dem  Scheitel  der  Fläche,  trifft, 
und  nach  der  Seite  der  positiven  x  ins  Unend- 
liche sich  erstreckt. 

Die  Hauptschnitte  der  Fläche  mit 
den  Ebenen  der  xy  und  xe  sind  durch  die 
Gleichungen : 

py^  =  Qx    und     P'b^  =  Qx 
bestimmt,  folglich  Parabeln  {COB  und  AOB),  deren  Parameter  bezie- 
hungsweise i^=  ^  tind  p'=  ^,  sind,  welche  den  Ursprung  zum  Scheitel 

und   die   Axe   der   x  zur  gemeinschaftlichen    Axe    haben.     Irgend   ein 
zur  icy-Ebene  paralleler  ebener  Schnitt  der  Fläche  ist:  z=^h,  P^y'^^= 

Q 
Qx  -P"Ä*,  somit  wieder  eine  Parabel  vom  Parameter  p=P^  woraus 

folgt,  dass  alle  zur  a;y- Ebene  parallelen  Schnitte  dieselbe  Parabel  er- 
zeugen. Eben  so  sind  alle  zur  ic-e'-Ebene  parallelen  Schnitte  unter  sich 

32* 
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gleiche  Parabeln.  Man  kann  daher  diese  Fiäcl 
Bewegung  dadurch  erzeugen,  dass  man  den  Sch( 
Parabel  an  einer  festen  Parabel  als  Leitlinie  fort 
die  Ebenen  beider  Curven  beständig  auf  einandi 
Axen,  nach  derselben  Seite  gericht< 
bleiben. 

Für  die  senkrecht  auf  die  Axe  der  rr   in    d 
geführten  Schnitte  erhält  man  endlich: 

d.  h.  unter  sich  ähnliche  Ellipsen,  deren  Halbaxi 


.■=(/f .  ,=]/p 


sind,  und  mit  unendlich  zunehmendem  h  unendlic 
h  =  0  reducirt  sich  die  Ellipse  auf  einen  Punkt 
wird  imaginär,  wenn  h  negativ.  Die  Fläche  li« 
Seite  der  positiven  x,  und  erstreckt  sich  hier  ir 
Einführung  der  Parameter  p,  p  der  beiden  paral 
erhält  die  Gl.  des  elliptischen  Paraboloides  die  I 

\'  —  =  X     oder    p'y^  +  pjs:^  =  pp'x .  (33) 

Die  zur  Axe  der  Fläche  senkrechten  Schnitte  werden  Kreise,  wenn 
p  =p'  ist ;  die  Fläche  kann  dann  durch  Umdrehung  einer  Parabel 
um  ihre  eigene  Axe  erzeugt  werden  (Kotationsparaboloid). 

Das  elliptische  Paraboloid  degenerirt  in  einen  parabolischen 
Cylinder,  wenn  einer  der  Coefficienten  P' oder  P"  verschwindet.  Für 
Q  =  0  bedeutet  die  Gl.  (32)  eine  Gerade  (die  Axe  der  x)\  ihr 
Ort  wird  eine  Ebene,  wenn  zwei  der  drei  Coefficienten  verschwinden. 


808.  IT.  Das  hyperbolische  Paraboloid: 

Py^  —  P"^»  =  Qx. 
Auch  diese  Fläche  schneidet  die  Coordinatenaxen  nur 
0  (Fig.  88,    S.  501)   und  hat    die  Ebene  der  xy  und  x£; 
ebenen,  deren  Durchschnittslinie,  die  Axe  der  x,  die  ei 
der  Fläche  ist.    Als  Haupt  schnitte  der  Fläche  in  den 
xy  uDcl  xjs:  erhalten  wir: 

Fy^  =  Qx    und     P'z^  =  —  Qx, 
d.    i.    Parabeln    GOG'  und   BOB\    deren    Parameter   bes 

P" 


P 


P' 


p  =  -^,  sind,  deren  Scheitel  im  Ursprünge,   de 
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der  Axe  der  x  aber  vom  Ursprünge  aus  nach  entgegengesetzten  Richtungen 
liegen.  Irgend  ein  zur  Ebene  der  xz  in  der  Entfernung  y  =  +  ä  parallel 
geführter  Schnitt  ist: 

also  ebenfalls  eine  dem  Hauptschnitte  BOB'  gleiche  Parabel,  wie  DFF'B', 
EIIH'F/,  In  gleicher  Weise  erzeugt  jeder  zur  Ebene  der  xy  parallele 
Schnitt  eine  dem  Hauptschnitte  GOG' 
gleiche  Parabel.  Hieraus  folgt,  dass 
das  hyperbolische  Paraboloid  durch 
die  stetige  Bewegung  einer  Parabel 
entsteht,  deren  Scheitel  an  einer  zwei- 
ten Parabel  so  fortgleitet,  dass  die 
Ebenen  beider  Parabeln  beständig  auf 
einander  senkrecht  und  die  Axen  der- 
selben, nach  entgegengesetzten 
Seiten  gerichtet,  einander  pa- 
rallel bleiben. 

Die    Gleichungen-    eines    in    der  ^ 
Entfernung  x  ■-=  /*,  parallel  zur  Ebene  der  y£;  geführten  Schnittes  sind : 

x  =  k,     Py^  -P'z''  =  Qh, 
welche  Hyperbeln   angehören,   deren  Mittelpunkte   auf  der  Axe   der  x 

liegen;   die  Halbaxen  sind:  a  =  1/ -^ , 

zunehmendem  h  unendlich  gross;  die  erste  Axe  dieser  Hyperbeln  liegt 
parallel  zur  Axe  der  y  oder  der  jp,  je  nachdem  h  positiv  oder  negativ 
ist.  Ein  Schnitt  der  ersteren  Art  ist  in  der  Figur  durch  FGF,  IIG'If, 
ein  Schnitt  der  zweiten  Art  durch  DBE,  D'SEi  dargestellt.  Da,  wie 
mau  sieht,  das  Yerhältniss  a  :  h  von  h  unabhängig,  also  constant  ist, 
so  sind  die  Asymptoten  aller  hyperbolischen  Schnitte  unter  sich  parallel, 
und  die  Hyperbeln  eines  jeden  der  beiden  Systeme  unter  sich  ähnlich. 
Für  %  =  0  erhält  man  als  Hauptschnitt  der  Fläche  in  der  Ebene 
der  yz\ 

Py^  —  P'z^  =  0     oler    z=  ±\/y,.y, 

d.  i.  zwei  im  Ursprünge  sich  schneidende  gegen  die  Axe  der  y  gleich 
geneigte  Gerade  [JT,  KK'),  welche  zugleich  die  gemeinschaftlichen 
Projectionen  der  Asymptoten  sämmtlicher  Hyperbelschnitto  auf  die  Ebene 
yje:  sind. 

Durch  Einführung  der  Parameter  p,  jp'  der   beiden   parabolischen 


=Vf. 


und  werden  mit 
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Hauptschnitte  in  die  Gl.  (34)  erhält   die  Gl.  des   hyperbolischen  Pwra- 

boloides  die  Form : 


^ 


oder    jj'y*  —  pe*  =  pp'x. 


(35) 


P     p' 

Die  Flftche  degenerirt  in  einen  parabolischen  Cylinder,  wenn 
einer  der  Coefiicienten  P,  P"  verschwindet;  in  ein  System  zweier 
in  der  Axe  der  x  sich  schneidenden  Ebenen,  wenn  ^  =  O  wird; 
in  eineEbene  endlich,  wenn  zwei  der  Coefficienten  der  GL  (34)  ver- 
schwinden. 

Die  geometrischen  Gebilde,  welche  einer  Gleichung  des  2*«»  Grades 
zwischen  drei  veränderlichen  Grössen  entsprechen,  sind  demnach 
folgende : 

1)  Das  Ellipsoid;  2)  das  Hyperboloid  mit  einer  Hölnng;  3)  das 
Hyperboloid  mit  zwei  Hölungen;  4)  das  elliptische  Paraboloid  ;  5)  das 
hyperbolische  Paraboloid. 

G)  Der  elliptische  Kegel;  7)  der  elliptische  Cylinder;  8)  der  hy- 
perbolische Cylinder;  9)  der  parabolische  Cylinder. 

10)  Zwei  sich  schneidende  Ebenen;  11)  zwei  parallele  Ebenei. 
12)  eine  Ebene. 

13)  Eine  gerade  Linie. 

14)  Ein  Punkt. 

Endlich  kann  die  Gleichung  auch  jeder  geometrischen  Bedeutung 
ermangeln. 


VON  DEN  EBENEN  SCHNITTEN  DER  FLACnSN  ZWEITER  ORDNUNG. 

304.  Eine  Fläche  der  2*®"  Ordnung  werde  von  irgend  einer  Ebene 
geschnitten,  deren  Abstand  vom  Ursprünge  =  h  ist.  Um  die  Gleichung 
des  Schnittes,  welcher  eine  Linie  der  2***^  Ordnung  sein  wird,  zu  er- 
halten, transformiren  wir,  ohne  Veränderung  des  Ursprunges,  die 
Gleichung  der  gegebenen  Fläche  auf  ein  neues  Coordinatensystem,  dessen 
2;^-Ebene  der  schneidenden  Ebene  parallel  liegt.  Die  transformirte 
Gleichung  wird  im  Allgemeinen  die  Form  haben: 

Äx^  +  äY  +  Ä'z''  +  ^Byz  +  2B^xz  +  2I]f'xy 
+  Wx  +  2C'y  +  20'e  +  F 

In  Bezug  auf  dieses  neue  Coordinatensystem  ist  nun  e  ^=^h  die 
Gleichung  der  schneidenden  Ebene,  durch  deren  Yerbindung  mit  obiger 
Gleichung  sich: 


=  0. 
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als  Gleichung  des  Durchschnittes,  bezogen  auf  ein  in  der  schneidenden 
£bene  liegendes  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  ergibt  Wite  man  sieht, 
sind  die  Goefficienten  A,  A\  2B  der  Glieder  der  2^®"  Ordnung  von  h 
unabhängig.  Nun  kommt  es  bekanntlich  nur  auf  das  Zeichen  der  Grösse 
B"*  —  AA'  an,  ob  die  letzte  Gleichung  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder 
Parabel  bedeute;  ferner  hätigt  die  Richtung  der  Axen  der  Curve, 
so  wie  —  wenn   die  Gleichung  einer  Ellipse   oder  Hyperbel  angehört, 

—  das  Yerh&ltniss  derselben  bloss  von  den  genannten  drei  Goeffi- 
cienten ab,  wie  aus  Gl.  IG,  §.  196  und  Gl.  28,  §.  200  sogleich  erhellt. 
Durch  diese  Bemerkungen  gelangt  man  zu  dem  Satze:  dass,  wenn 
eine  krumme  Fläche  2**'  Ordnung  durch  eine  Folge  paral- 
leler Ebenen  geschnitten  wird,  die  entstehenden  Durch- 
schnittslinien unter  sich  ähnliche  Linien  der  2*®"*  Ord- 
nung sind,  deren  gleichnamige  Axen  einander  parallel 
liegen;  wobei,  wie  bekannt,  in  einer  Folge  von  Ellipsen  auch  der 
Kreis  und  Punkt,  in  einer  Folge  von  Hyperbeln  zwei  sich  schneidende 
Gerade,  in  einer  Folge  von  Parabeln  zwei  parallele  Gerade  oder  eine 
einzige  Gerade .  erscheinen  können. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  man  in  Folge  dieses  Satzes  bei  der  Un- 
tersuchung der  ebenen  Schnitte  der  Flächen  2^^^  Ordnung  sich  auf  solche 
beschränken  könne,  welche  durch  den  Ursprung  geführt  werden. 

305.  Betrachten  wir  zuerst  die  mit  einem  Mittelpunkte  versehenen 
Flächen,  deren  Gleichung  die  Form  hat: 

x^         f/*        JS^ 

,.+f.  +  ,-F  =  i-  (1) 

Wir  wollen  voraussetzen,  dass  zwischen  den  Quadraten  der  drei  Halb- 
axeu  mit  Rücksicht  auf  ihre  Zeichen,  die  Relation: 

a^  >  6^  >  c^ 
bestehe,  welche  Voraussetzung  nöthigenfalls  durch  Vertauschung  der  Axen 
immer  erfüllt  werden  kann,  und  wobei  a*  immer  positiv  ist. 

Schneiden  wir  nun  diese  Fläche   durch   eine   durch  den  Ursprung 

—  zugleich  Mittelpunkt  —  gelegte  Ebene,  deren  Knotenlinie  in  der 
Ebene  der  xy  mit  der  Axe  der  x  den  Winkel  (p  einschliesst,  und  welche 
gegen  die  a^y- Ebene  unter  dem  Winkel  ö  geneigt  ist  Wir ,  erhalten 
unter  Anwendung  der  Ausdrücke  (m),  §.  274,  als  Gleichung  des  Schnittest 
bezogen    auf   ein    in    der    schneidenden   Ebene   liegendes   Coordinaten- 
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System  der  xy\  dessen  a;'-Axe  die  oben  erwähnte  K 

wo  a  =  c*(a*  sin y*  +  ^'^  cos  (]p^), 

ß  r=zc^ (a*  —  ft^)  sin  qp  cos y  cos  6  , 

a'  =  c*  (a^  cosqp*  +  6*^*  sin  rp^)  cos  6^  +  «^^ 

ist.  Es  hängt  nun  die  Natur  des  Schnittes  von  der 
^a  —  oid  =  —  a*6-6"^[(a^  siny'**  +  6*  cosy^)  sinO^ 
ab,  welche  wir  für  jede  der  drei  Flächen  besonders 
I.  Im  E 1 1  i  p  s  0  i  d  e  sind  die  drei  Grössen  a^  6^. 
ist  die  Differenz  ß'^  —  ad  wesentlich  negativ, 
nur  in  Ellipsen  geschnitten  werden  kann.  -  -  Von  In 
Frage,  ob  die  elliptischen  Sciinitte  bei  einer  gcwissei 
denden  Ebene  nicht  in  kreisförmige  übergehen  Vi 
3ehufe  muss  in  (2)  /?  =  0  und  a  =  d  werden;  w 
Bedingungsgleichungen : 

(a^  —  6'^)  siny  cos y  cos 6  =  0 ,  ui 
c'^[d^  sin  </)"'  4-  ^^  cosg)^)  =  c^{a^  cos(f^  +  b^  sin  y^) 

zu  genügen,  welche,  wenn  die  Halbaxen  a,  b,  c  von  einander  v( 
sind,  nur  folgende  drei  Auflösungen  zulassen: 


qp  =  0 


sini 


(jp: 


.  TV 


'I 


ar    b^  —  c^  6^   a^—  c^         ^  c' 

Hievon  sind,  in  Folge  der  Relation  a^  >>  Z**'*  >  c^  die  1^ 

Auflösung    unzulässig,    weil    sie    beziehungsweise   sind    imagii 

sin (p^  1  geben ;  die  aus  der  Annahme  (f  =  In  folgenden  zw< 

von   sin  6,   nämlich   +  ,  1/  -., -^  sind  aber  reell  und  <"  l 

daher    immer    zwei    Folgen    paralleler    Ebenen,    w( 

71 

Ellipsoid   in  Kreisen  schneiden;   wegen  ^  =  —  stehen  die: 

senkrecht  auf  der  Ebene  xjs;,  sind  also  parallel  zur  Axe  2b  des  E 
d.  h.  zur  mittleren  Axe  desselben. 

II.   Für  das  Hyperboloid    mit  einer  Hölung  ist 
Gleichungen  c*  negativ,  somit 


ß^  —  ad  =  a^bV  [{a^  sin  (p^  +  6*  cosy^)  sin  ö^ 


c*  cos 


der  Schnitt  ist  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem 
negativ  oder  positiv,  d.  h.  je  nachdem,  dem  Zahlenwerthe  na< 
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tg  6  <C     oder     >  -— :  — .  _^---  :z=~ 

'  ya^  sin  q)^  +  ^*  cos  y^ 

ist.  —  Aof  ganz  ähnliche  Weise,  wie  beim  ElUpsoide  findet  man,  dass 
zwei  Systeme  von  £benen,  welche  zur  grösseren  der  beiden  reellen  Axen 
des   Hyperboloides   parallel   und   gegen   die   Ebene   der  a?y   unter   den 

f>  I  /^2  p 

durch    die    Gl.    sine=+      1/ ^-^    ,— .,    bestimmten   Winkeln    geneigt 
"^  a^  6^  +  c^ 

sind,  das  Hyperboloid  in  Kreisen  scimeiden. 

Es  erübriget  noch  die  Untersuchung  derjenigen  Schnitte,  welche 
aus  der  Annahme  ß"^  —  ««'  =  0 ,  d,  i. : 

c  ,   . 

']/a'^  sin  (p^  +  6^  cos  (f^ 
hervorgehen.     Es  ist  aber  nach  (3),  c^  negativ  nehmend: 
«  =  —  c^{a^  sinqp^  +  t^^cosy^),  /?=  —  c^{a^' —  6*-*)  sin^/)  cos</)  cosO, 

«'  =  cose^[—  c^(a'^  cosg)«  +  6*  sin  ff-*)  +  a«6*  tgÖ^]: 
der  Ausdruck  von  et   nimmt,  wenn  man  för  tgö  obigen  Werth  (/*)  sub- 
stituirt,    die  Grösse  in   den  Klammern   auf  einerlei  Nenner  bringt  und 
im  Zähler  das  Glied  a^b^  cos  (jp*  nach  Potenzen  von  sin  (/>  auflöst ,    die 
Form  an: 

,  jj  (a^  —  h'^Y  sin  q)'^  cos  rjp*  cos  6^ 

a*  sinqp^  +  6^  cosqp* 
Durch  Einführung  dieser  Werthe  von  a,  ß  und  a   in  die  Gl.  (2) 
wird  der  erste  Theil  der  Gleichung  ein  vollständiges  Quadrat,  und  wir 
erbalten  nach  Ausziehung  der  Wurzel,  als  Gleichung  des  Schnittes: 

,y-^~-   -.--    -^ ,        ,    (a^  -6'^)sinfjpcos9)cose  ,      _ 

^  a^  siuy^  +  ^^  cosr/)^ 
welche  zwei  parallelenGeraden  angehört.  Vermöge  des  doppelten 
Zeichens  von  tg6  in  Gl.  (n)  entsprechen  also  jedem  Werthe  von  (p 
zwei  durch  den  Mittelpunkt  gehende  und  gegen  die  Ebene  der  xy  gleich 
geneigte  Ebenen,  welche  das  Hyperboloid  mit  einer  Hölung  in  geraden 
Linien  schneiden.  Wir  werden  diese  Geraden  in  §.  307  noch  einer 
besonderen  Betrachtung  unterziehen. 

Parabolische  Schnitte  entstehen  endlich,  wenn  die  schnei- 
denden Ebenen  parallel  sind  zu  einer  von  jenen  durch  den  Mittelpunkt 
gehenden  Ebenen,  von  welchen  das  Hyperboloid  in  zwei  parallelen 
Geraden  geschnitten  wird. 

HI.  Fflr  das  Hyperboloid  mit  zwei  Hölungen  haben  wir  in 
den  Glgn.  (1)  bis  (4)  b^  und  c^  negativ  zu  nehmen  und  erhalten  somit : 
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ß^  —  aß'  =  —  a^h^c^{{a'^  sin  (p'^  —  h^  cosf  2)  sin( 
=  a^h^c^  {{b^  cos  (jp**  —  a*  siny^)  sin  ( 
Diese  Grösse  ist  für  jeden  Werth  von  0  positiv,  ^ 
a^  sinf/>^  >  0»  d.  i.  tgf/^  <C  ö  :  «  ist,  oder  die  Dur 
schneidenden  und  der  a;^-Ebene  innerhalb  des  Asymptc 
dieser  coordinirten  Ebene  befindlichen  Hanptschnittes  li( 
sind  also  Hyperbeln.  Ist  aber  tgr/)  >  6  :  a,  so  bej 
dende  Ebene  dem  Hyperboloide  in  Hyperbeln  odc 
nachdem 

tgÖ  <  oder  >  ^    ^^     _._.__  _.. 

in  Parabeln  endlich,  wenn 

entweder  tg  y  =  —  und  6  =  1 7t , 

h  ^  /- 

oder  tg  (jp  >      und  tg  6 


y  a*  sin  r|>^  —  b 
ist.  In  geraden  Linien  kann  diese  Fläche  nicht  ge 
was  schon  daraus  erhellt,  dass  dieselbe  aus  zwei  g 
besteht. 

In  Kreisen  wird  dieses  Hyperboloid  von  Ebenen  g 
zur  grösseren  der  beiden  imaginären  Axen  parallel 
reelle  Axe  unter  einem  Winkel  geneigt  sind,  dessen  \ 


c  ^  a^  +  ö^ 
ist,  wobei  &  <  c  vorausgesetzt  ist. 

806.  Die  Flächen  ohne  Mittelpunkt  sind  in  der 

begriffen,  welche  unmittelbar  dem  elliptischen  Pan 
und  sich  durch  Aenderung  des  Zeichens  von  p  in  j 
lischen  verwandelt;  durch  Substitution  der  Ausdrücke 
halten  wir: 

ax'^  +  2ßxy  +  ay^  +  yx  -f  ^V  = 
als  Gleichung  der  Durchschnittslinie,  und  man  findet: 
a  =  i?'  sin  (p^,  /?  =  i?'  sin  (p  cos  cp  cos  6,  a  =  p  cos  (f 
y  =  —  pp'  cos  (jp ,     5  =pp  sin  ^  cos  6 ,     womit  sich 

/9*  —  acL  =  —  pp  sin  qp^  sin  6* 
ergibt. 


Digitized  by  VjOOQIC 


507 

1.  Das  elliptische  Paraboloid,  aof  welches  diese  Ausdrücke 
sich  unmittelbar  beziehen,  wird,  da  die  Grösse  ß'^  —  aa'  wesentlich 
negativ,  im  Allgemeinen  in  fMlipsen  geschnitten;  nur  wenn  q)  oder 
6  =  0,  d.  i.  wenn  die  schneidende  Ebene  parallel  ist  zur  Axe  der  Fläche, 
werden  die  Schnitte  Parabeln.  —  In  Hyperbeln  kann  diese  Fläche 
nicht  geschnitten  werden ;  eben  so  wenig  in  geraden  Linien,  da  sie  be- 
kanntlich nur  nach  einer  Seite  ins  Unendliche  sich  erstreckt.  —  In  Kreisen 
wird  die  Fläche  von  zwei  Folgen  paralleler  Ebenen  geschnitten, 
welche  senkrecht  stehen  auf  jenem  parabolischen  Hauptschnitte,  welchem 
der  kleinere  Parameter  entspricht  und  gegen  die  Ebene  des  anderen 
parabolischen  Hauptschnittes   unter  Winkeln   geneigt    sind,   deren  Sinus 


-^n 


ist,  unter  y   den  grösseren  Parameter  verstanden. 


II.  Für  das  hyperbolische  Paraboloid  ist  in  obigen  Aus- 
drücken p  negativ  zu  nehmen ,  wodurch  die  Grösse  /?^  —  acL  = 
pp  sin  f/>^  sin  6^  wesentlich  positiv  wird. 

Auf  dieser  Fläche  kann  daher  keine  Ellipse  also  auch  kein  Kreis 
verzeichnet  werden.    So  lange  q)  und  0  von  Null    verschieden  sind,    ist 

der  Schnitt  eine  Hyperbel,  welche  jedoch  für  qp  =  6  =  - ,  d.  h-  wenn 

die  schneidende  Ebene  mit  der  ^^  Ebene  zusammenfällt,  in  ein  System 
zweier  im  Ursprünge  sich  schneidenden  Geraden  übergeht,  deren  Nei- 
gungswinkel gegen   die  Axe   der  y  die  Grösse  ±1/-    zur  trigonome- 

r  p 

trischen  Tangente  hat,  weil  für  die  genannten  Wertha  von  g)  und  6 
die  Gl.  (2)  des  Schnittes  in  i?f/'^  — px^  =  0  sich  verwandelt 

Damit  der  Schnitt  eine  Parabel  werde,  muss  q)  oder  6  =  0,  d.  h. 
die  schneidende  Ebene  parallel  sein  zur  Axe  der  x.  Die  Annahme  6  =  0 
führt  auf  den  in  der  xy  Ebene  liegenden  parabolischen  Hauptscbnitt. 
Für  (f  =  0  folgt  aus  (2) : 

(i>  sin  6«  —  p'  cos 6«)  y''^  +  pp'x  =  0 
als  Gleichung   der   Parabel,    in   welcher   eine   durch   die  a;-Axe  gelegte 
Ebene  dem  Paraboloide  begegnet,  und  deren  Aestc  sich  nach  der  Richtung 
der   positiven   oder   negativen   x   erstrecken,    je    nachdem    die   Grösse 
p  sin  6'^  —  p  cos  6^  negativ  oder  positiv  ist,  d.  h.  je  nachdem 


tge<  oder  >j/^ 

ist.  Für  tg  6  =  +.  1/      geht  die  obige  Gleichung  über  in  x'  =  0,  d 
r  p 


...      .      I      ^    •  . 
1. 


Digitized  by  VjOOQIC 


rS^* 


i. 


ip  die  Gl.  der  jetzigen  Axe  der  y\  welche,  ( 
der  x'  mit  jener  der  x  zusammenfällt,  in  dei 
beiden  geradlinigen  Sclinitte  sind  daiier  diese! l 
durch  den  Schnitt  unserer  Fläche  durch  die  y^- 

307.  Wir  haben  gesehen,   dass  das  Hyperl 
und    das  hyperbolische  Paraboloid    von   Kbcnen 
schnitten,  oder  mit  anderen  Worten,   dass  auf  d 
gerade  IJnien  gezogen  werden  können.    Wir  wc 
noch  einer  näheren  Untersuchung  unterziehen. 

Die  Gleichung   des  Hyperboloides    mi 
bekanntlich : 


-    4-- 


1. 


Irgend  eine  auf  die  Ebene  der  xy   senkrechte  1 

y  =  mx  +  li 
sein  mag,  wird  das  Hyperboloid  im  Allgemeinen 
Grades  schneiden,  deren  in  der  Ebene  der  xy  Hegen 
die  durch    die  Gl.  (2)   ausgedrückte  Gerade    ist 
auf  die  Ebene  xz: 

sich  durch  Elimination  von  y  aus  (1)  und  (2) 
Schnitt  ein  geradliniger  sein,  so  muss  auch  di( 
geradlinig  sein  und  somit  die  Gl.  (:$)  in  zwo 
Grade  sich  zerfallen  lassen.  Hiezu  wird  erfordert 
ein  vollständiges  Quadrat  ist,  auch  der  2^*^  Th( 
welchem  Behufe  zwischen  den  noch  willkfirlichei 
Relation : 

bestehen  muss,  aus  welcher  /<  =  ±.  yahn^  4 
wir  daher  diesen  immer  reellen  Werth  in  (2)  uii 

z        ya*n 


=  mx  +  Vö^wi^  -f  b'^ 


(4),±,= 


als    Gleichungen    einer   Geraden,    wel 
Ausdehnung  nach  in   der  FL^chc  des  H} 

*)  An  merk.   Um  diese  Gleichungen  für  das  E 
mit  zwei  Hölungen  umzugestalten,   dürfte  man   nur 
statt  c ,  oder  6  V  —  1  statt  h  schreiben ;  in  beiden  I 
zu  sein,  daher  auf  diesen  Flächen  keine  Geraden  ge 
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Das  Radikal  kann  man  in  dioseii  Gleichungen  entweder  positiv  oder 
negativ  nelilnen,  nur  muss  es  in  beiden  mit  demselben  Zeichen  ver- 
sehen werden. 

Aus  der  Unbestimmtheit  der  Grösse  m  in  den  Glgn.  (5)  erhellt 
nun  sogleich,  dass  auf  unserer  Fläche  unendlich  viele  Gerade  gezogen 
werden  können,  deren  wesentlichste  Eigenschaften  folgende  sind: 

1)  Aus  der  Gl.  (4)  folgt,  dass  die  horizontalen  Projectionen  der- 
selben sammtlich  Tangeuten  sind  an  der  Kehlellipse  des  Hyi)erboloides'; 
denn  die  Elimination  von  y  aus  (4)  und  der  Gleichung  a^y^  -|-  h'^x^ 
=  a^b^  der  Kehlellipse  führt  auf  eine  Gleichung  nach  x  vom  2**"  Grade, 
deren  beide  Wurzeln  gleich  sind,  zum  Beweise,  dass  die  Gerade  (4) 
die  Kehlellipse  nur  in  einem  Punkte  trifft,  also  .berührt.  Auf  ähnliche 
Weise  öberzeugt  man  sich,  dass  die  vertikalen  Projectionen  der  Geraden 
auf  die  Ebenen  der  xs  und  ys  Tangenten  sind  an  den  respektiven 
hyperbolischen  Hauptschnitten  des  Hyperboloides. 

2)  Schneidet  man  den  Asymptotenkegel  des  Hyperboloides,  dessen 
Gleichung 

ist ,  durch  die  durch  die  Axe  der  ^  gehende  Ebene  y  =  mx ,  so  er- 
hält man  als  Projection  des  Durchschnittes  auf  die  Ebene  der  xjs: 


.  0       Va^w«  +  6^ 
—  c         ^        ab  ' 


es  sind  also: 


y  =  mx,     +      =  x 

c  ab 


die  Gleichungen  einer  der  erzeugenden  Geraden  dieses  Kegels,  und  man 
erkennt  aus  der  Vergleichung  derselben  mit  den  Glgn.  (4)  und  (5),  dass 
die  Geraden  des  Hyperboloides  mit  den  erzeugenden 
Geraden  des  Asymptotenkegels  parallel  laufen. 

3)  Da,  wie  man  leicht  einsieht,  irgend  drei  der  erzeugenden  Ge- 
raden dieses  Kegels  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  so  folgt  aus  2),  dass 
irgend  drei  Gerade  auf  dem  Hyperboloide  nie  zu  einer 
und  derselben  Ebene  parallel  sein  können. 

4)  Vermöge  des  doppelten  Zeichens  in  Gl.  (5)  haben  immer  je 
zwei  auf  dem  Hyperboloide  gezogene  Gerade  eine  gemeinschaftliche 
horizontale  Projection  (4) ;  irgend  zwei  dieser  Geraden  sind : 

y  =  mx  -Y  Va-w^  +  ^^^     -=     -     ^^     "  ~  ^  +    6   '        ^^ 
und 
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fe  C  (W  ö 

^'^  Hiedurcli  sondern  sich  sämmtliche  Gerade,  welche  auf  dem  Hyper- 

R' :  boloide  gezogen  werden  können,  in  zwei  Systeme  {A)  and  {B). 

5)    Irgend    zwei    Gerade   desselben    Systemes    liegen 

nicht    in    einer    und    derselben    Ebene,    schneiden    sich 

also  nicht.     Denn  sind 

I    ^/~9-^T    rii     ^        XW'm^  -4-6*       .am 

y  =:^mx  +  Yu^m-  +  6^     -  = —^ x  + 

c 


Va^'w«  + 

h-" 

ab 

yahn*  4- 

Ä* 

und  _ 

zwei  Gerade  aus  dem  Systeme  (yt),  so  findet  man  als  Bedingnngsglei- 
'^-  chung  für  den  Durchschnitt  [§.  200,   1.)]:  (wt  —  wi')*=0,  welche,  so 

^;  lange  die  beiden  Geraden  von  einander  verschieden  sind,  offenbar  nicht 

^;  erfüllt  ist.  Für  zwei  Gerade,  welche  durch  die  Endpunkte  eines  Durch- 

|j-^  messers  der  Kehlellipse  gehen,  hätte  man  allerdings  m=m   [§.  215]; 

^^^  allein  damit  obige  Gleichungen  zwei  solche  Gerade  reprfisentiren,  roüsste 

Wf'-  m  ^=^m    und   das    Radikal   in   beiden    mit   entgegengesetztem    Zeichen 

M^y  genommen  werden,  in  welcher  Form  sie  als  Bedingung  für  den  Durch- 

^^^  schnitt  die  Gleichung  a^rn^  -|-  ^^  =  0   liefern ,    welche  ebenfalls  durch 

keinen  Werth   von   m   erfüllt   werden  kann.  —  Dasselbe  gilt  natürlich 

für  das  System  [B), 

6)  Jede  Gerade  des  einen  Systemes  schneidet  hin- 
gegen alle  Geraden  des  anderen  Systemes.  Denn  eliminirt 
man  aus  den  Gleichungen  [A)  und  (B),  nachdem  in  letzteren  der  All- 
gemeinheit wegen  m  statt  m  gesetzt  worden,  x,  y  und  e,  so  erhält 
man  eine  identische  Gleichung. 

7)  Lässt  man  in  den  Gleichungen  (A)  m  sich  stetig  verändern,  oder 
1^  mit  anderen  Worten  diese  Gerade  sich  stetig  bewegen,  so  beschreibt 
r>  '  sie  dabei  offenbar  die  krumme  Fläche  des  Hyperboloides  mit  einer 
^^  Hölung.*)  Diese  gehört  somit  zur  Familie  der  geradlinigen  oder  Regel- 
r|l'  flächen  und  insbesondere  zu  den  windschiefen  Flächen  [§.  284],  weil 
l«:  vermöge  5)  je  zwei  aufeinanderfolgende  Positionen  der  erzeugenden 
%:;■;'  Geraden  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 

^^k'  '  

?^."  *)  An  merk.  In  der  That  erhält  man  die  Gl.  des  Hyperboloides,  weno 

^^  man  aas  den  Gleichungen  (^4)  oder  jenen  (B)  die  Grösse  m  eliminirt,  durch 

^i^^,  weiche  die  Lage  der  erzeugenden  Geraden  bestimmt  ist. 
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Da  ferner  eine  erzeugende  Gerade  aus  dem  Systeme  {A)  in  jeder 
ihrer  Lagen  alle  Geraden  des  Systemes  {B)  schneidet  und  das  Bewe- 
gnngsgesetz  einer  Geraden  durch  drei  Bedingungen  vollkommen  be- 
stimiBt  ist  [§.  284],  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  3),  dass  das  Hyper- 
boloid n)it  einer  Hölung  durch  die  Bewegung  einer  (J  e- 
raden  beschrieben  wird,  welche  sich  beständig  auf  drei 
nicht  zu  einer  und  derselben  Ebene  parallele  Gerade 
s  t  Q  t  z  t. 

Weil  öbrigens  die  erzeugende  Gerade  auch  aus  dem  Systeme  {B) 
und  die  Leitlinien  aus  jenem  {Ä)  gewählt  werden  können,  so  kann 
jedes  Hyperboloid  mit  einer  Hölung  auf  doppelte  Weise  durch  Bewegung 
einer  Geraden  erzeugt  werden. 

B08.  Betrachten  wir  nun  die  geraden  Linien,  welche  auf  dem 
hyperbolischen  Paraboloide  gezogen  werden  können,  welche 
Fläche  durch  die  Gleichung 

P!f^—p£i^^=I>px  (1) 

dargestellt  ist.  Schneiden  wir  diese  Fläche  durch  eine  auf  die  Ebene 
der  :ry  senkrechte  Ebene:  p  =  mx  -{-  f,i  .  ,  .  (2),  so  erhalten  wir  durch 
Elimination  von  x  als  Gl.  der  Projection  des  Schnittes  auf  die  Ebene 
der  pjf: 

^,.«  =  y^-^y+^,  (3) 

p  mm  ^  ^ 

welche   wieder,    wenn    der  Schnitt   ein   geradliniger   sein    soll,   in    zwei 

Gleichungen  vom  1*®"  Grade  zerfallen  muss,   wozu  erfordert  wird,    dass 

der  zweite  Theil   ein   vollständiges  Quadrat    sei.    Als  Bedingung  hieför 

pii        p*  p 

haben   wir    ~  =  - — 5   zu   setzen,   woraus  u  =  --  folgt.    Durch  Sub- 
m        4w  4w 

stitution  dieses  Werthes  in  die  Glgn.  (2)  und  (3)  erhalten  wir: 
,  =  «  +  £;....  (4),     ±,  =  j/f,-^. ...(.) 

fflr  die  gesuchten  Gleichungen  einer  Geraden,  welche  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  nach  in  der  Fläche  des  Paraboloides 
liegt.  Für  die  Projection  derselben  auf  die  Ebene  der  xx^  findet  man 
leicht : 


±^ 


=  m  i/  —  .  X 
r  P 


Vpp[ 

p  '  4w 


Diese  Gleichungen  sind  nun  immer  reell,  und  da  die  Grösse  m 
willkfirlieh  ist,  so  lassen  sich  auf  dem  hyperbolischen  Paraboloide  un- 
endlich viele  gerade  Linien  ziehen. 
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I  In  Folge  des  doppelten  Zeichens  in  (5)  haben  je  zwei  dieser 
n  immer  eine  gemeinschaftliche  horizontale  Projection,  wodurch 
eselben  in  zwei  Systeme  {Ä)  und  {B)  scheiden;  jene  des 
»ystemes  sind  durch  die  Gleichungen: 

s  anderen  Systemes  durch  die  Gleichungen : 

7/  — 
P 

ntirt. 

Die  horizontalen  Projectionen  sfimmtlicber  Geraden  sind  Tan- 
an  dem  horizontalen  Hauptschnitte  y^  =::  px  der  Fläche,  die 
len  a^jc-Projectionen  Tangenten  an  dem  vertikalen  Hanptschnitte 
-  px ;  man  überzeugt  sich  hievon  auf  die  bekannte  Weise,  wenn 
ie  Gleichungen  (4)  und  (6)  mit  jenen  der  respektiven  Haupt- 
j  verbindet. 

Da  der  Coefficient  von  y  in  (5)  eine  constante  von  m  anab- 
I  Grösse  ist,  so  sind  die  y^-Projectionen  der  Geraden  des  Systemes 
ter  sich  und  zu  der  Geraden : 

-=  +  )/f'.y.  (7) 

jher  das  Paraboloid  von  der  Ebene  der  yz  geschnitten  wird, 
.  Es  müssen  daher  auch  die  projicirenden  Ebenen  unter  sich  parallel 
oraus  folgt,  dass  sämmtliche  Gerade  des  Systems  {A) 
lel  sind  zu  der  durch  die  Gl.  (7)  dargestellten 
j.  Diese  Ebene,  oder  eine  zu  ihr  parallele  heisst  die  Richt- 
der  Geraden  des  Systemes  {Ä). 

if  dieselbe  Weise  findet  man,  dass  sämmtliche  Gerade  des  Systemes 
r  Richtebene: 

.  =  _j/^'.y  (8) 

laufen.    —   Beide  Richtebenen   sind,    wie  man  sieht,    senkrecht 

y;er-Ebene    und    schneiden   sich    daher   in    der  Axe  der  Fläche, 

einer  zu  dieser  parallelen  Geraden. 
I  wie  im  vorigen  §.  beweist  man  auch  hier,  dass 

irgend  zwei  Gerade  desselben  Systemes  nicht  in 
und  derselben  Ebene  liegen,  sich  also  niemals  schneiden ; 
5s  im  Gegentheile 
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5)  jede  Gerade  des  einen  Systetnes  alle  Geraden  des 
anderen  Systemes  schneidet. 

6)  Betrachtet  man  wieder  das  hyperbolische  Paraboloid  als  den 
geometrischen  Ort  dieser  Geraden  und  berOcksichtiget  man,  dass  die 
Bewegung  einer  geraden  Linie  durch  drei  Bedingungen  vollkommen 
bestimmt  ist,  so  ergibt  sich  hieraus  eine  doppelte  Erzeugungsart  dieser 
krummen  Fläche: 

a)  Durch  Bewegung  einer  Geraden  [etwa  ans  dem  Systeme  {Ä)], 
welche  sich  beständig  auf  drei  zu  einer  gegebenen  Ebene  parallele 
Gerade  [aus  dem  Systeme  (^)J  stützt. 

b)  Durch  Bewegung  einer  Geraden  [etwa  aus  dem  Systeme  (A)], 
welche  an  zwei  gegebenen  nicht  in  derselben  Ebene  liegenden  Geraden 
[aus  dem  Systeme  (B)]  fortgleitet  und  dabei  einer  gegebenen  Ebene 
(Richtebene)  beständig  parallel  bleibt.  (Vergl.  §.  284.  II.  Beisp.) 

Auch  diese  Fläche  gehört  demnach  zu  den  geradlinigen  und  ins- 
besondere windschiefen  Flächen^  da  vermöge  4)  je  zwei  aufeinander 
folgende  Positionen  der  erzeugenden  Geraden  nicht  in  einer  und  der- 
selben Ebene  liegen.  Beide  Erzeugungsarten  lassen  sich  übrigens  bei 
jedem  Paraboloide  auf  zweifache  Weise  ausführen,  je  nachdem  die  er- 
zeugende Gerade  aus  dem  einen  oder  anderen  Systeme  gewählt  wird. 


NÄHERE    BESTIMMUNG    DER    DURCH    EINE    OEOEBENE   GLEICHUNG   DES    2ten  GRADES 
AUSGEDRÜCKTEN  FLÄCHE. 

309.  Ist  eine  Gleichung  des  2**°  Grades  zwischen  drei  Veränder- 
lichen mit  bestimmten  Coefficienten  gegeben,  so  entsteht  die  Frage, 
welche  der  bisher  betrachteten  Flächen  durch  dieselbe  ausgedrückt 
werde?  Mit  der  Beantwortung  derselben  wollen  wir  uns  zum  Schlüsse 
dieses  Kapitels  beschäftigen. 

Die  vorgelegte  Gleichung  sei: 
Ax*  +  AY  +  ^'V*  +  2Bye  +  ^^^^  +  2-B"a;y    1 

+  Wx  +  2Cy  4-  2C'V  -\-  F    ]~  ^^ 

Wii  untersuchen  zunächst,  ob  die  Fläche  einen  Mittelpunkt  besitze. 
Die  Coordinaten  ^,  7;,  ^  desselben  ergeben  sich  bekanntlich  [§.  288] 
durch  Auflösung  der  Gleichungen: 

^^  +  -B"^  +  J5'f  +  C  =  0 

^'1;  +  ^'^  +  5C  +  (T  =  0  [    (2) 

Ä'Z+B^^  +Btj  +c;"  =  o, 

und  deren  allgemeine  Ausdrücke  sind : 

11k  RH,  Höh.  Maibtmutik,  (.  3.  Auil.  33 


I 
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J  =  AB^  +  Ä'B'^  +  Ä"n"^  —  AA'A"  -  2Bjrir'  (3) 

id   Vy   V\   V"  die  in   §.  288   angeführten  Ausdrucke  bezeichnen, 

wir  nicht  weiter  benöthigen ,    da    es   in   jedem    einzelnen    Falle 
er  ist,  die  Glgn.  (2)  unmittelbar  aufzulösen, 
ei    der  Auflösung    dieser  Gleichungen    können    nun  folgende  drei 
eintreten : 

)  Es  ergeben  sich  für  £ ,  ij ,  C  endliche  und  bestimmte  Wertiie ; 
össe  J   muss  dann  nothwendig  von  0  verschieden  sein,  und  die 

bat  in  diesem  Falle  einen  Mittelpunkt. 
)  Die    Elimination   ffihrt   auf  einen  Widerspruch;   dies    tritt  ein, 
^  =  0   und    die    Zfthler   V,   V\   F"  von  Null   verschieden  sind ; 
äche  hat  dann  keinen  Mittelpunkt; 
)  die  Elimination  führt  auf  eine  identische  Gleichung,  was  dann 

,  wenn  die  Gleichungen  (2)  unbestimmt,  d.  i.  nicht  sämmtlich 
nander  verschieden  sind,  sondern  sich  auf  zwei,  oder  gar  nur 
nzige  reduciren.  In  diesem  Falle  verschwinden  nebst  J  auch 
ie  Zähler  F,  V\  Y"  und  es  existiren  unendlich  viele  Mittelpunkte. 
Ir  wollen  nun  diese  Fälle  der  Reihe  nach  betrachten. 

I.  Fall:     z/^O. 

erlegt  man  den  Ursprung,  ohne  die  Richtung  der  Axen  zu 
,  in  den  Mittelpunkt,  dessen  Coordinaten  ^,  ?;,  C  durch'  die  Auf- 

der  Glgn.  (2)    schon  bekannt   sind,   so   nimmt  die  Gl.  (1)  der 

folgende  Form  an  [§.  288]: 
Ax^  +  Äy^  +  Ä'z'^  -+-  "IByz  +  ''iB'xz  +  'lB"xy  =  iJ,       (4) 

B=^Cl—  C'7]  —C'^  —  F  (5) 

d    mittelst   der   bekannten  Werthe  von  ^,  rj,  C   leicht  gerechnet 

kann. 

rgibt  sich  H-=0,  so  ist  die  Gl.  (4)  in  Bezug  auf  x,  y,  £ 
n  und  gehört  demnach  einer  Kegelfläche  an,  oder  auch 
Punkte,  was  man  leicht  dadurch  unterscheidet,  dass  man  unter- 

ob  ein  Schnitt  durch  eine  Ebene ,  etwa  z  =^  h ,  reell  oder 
ir  ausfällt. 

t  aber  H  von  Null  verschieden,  so  kann  die  Gleichung  nur  einem 
ide,  oder  einem  der  beiden  Hyperboloide  augehören,  drei  Flächen, 
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welche   sich    beliaiintlich    durch    die  Anzahl   ihrer   reellen    A 
scheiden.  Wir  wollen  daher  diese  durch  die  Coefficienten  de 
zu  bestimmen  suchen. 
Es  seien 

die  Gleichungen  einer  durch  den  Ursprung  (Mittelpunkt] 
Geraden,  welche  die  Fläche  in  einem  (reellen  oder  imaginär 
X,  y,  z  treffen  wird,  dessen  Radiusvektor  B>  durch  die  Glei 

-R^'  =:  ^2  +  ^^  +  z^  =  i^m'  +  w^.  +  1)  z' 
bestimmt  ist.    Die  Verbindung   der  Gleichungen  x  =  mz^   y 
der  Gl.  (4)  der  Fläche   durch  Elimination   von  x  und  y  gil 
diesen  Durchschnittsponkt : 

,  ^ B^ j 

^         Am''  4  JIV  +  Ä'  4-  2^w  +  2jB'w  +  2jR"»i 
wodurch 


^2 ^^^'_+_!^'l+iI 


Am''  +  An"  +  Ä'  +  25n  +  2J?'wi  +  2i?"i 
wird.  Bekanntlich  sind  aber  die  Axen  der  Flächen  nichts  i 
die  von  den  Flächen  begrenzten  Durchschnittslinien  der  Ha 
der  Radiusvektor  B  wird  daher  in  eine  der  drei  Axen  übergi 
wir  m  und  n  so  bestimmen,  dass  er  mit  einer  dieser  Dui 
linien  zusammenfällt,  oder  mit  anderen  Worten,  zu  einer  der  ( 
richtungen  parallel  werde;  diese  Grössen  müssen  zu  diesem 
Gleichungen  (12)  des  §.  290: 

Am  -|-  J?"w  -|-  ^  =  WS 
An  +  J9"w  -^  B   —ns 
AI'   +  ^m  +  JBw  =  s 
Genüge  leisten,  wo  s  bekanntlich  durch  die  Gleichung: 
^'^^^A^A:j^A:'y^[B^^AlÄ'^B'^—Aä'-^Ji"'-'AÄ)s^ 

bestimmt  wird.  Addirt  man  nun  diese  drei  Gleichungen,  na( 
die  1^®  mit  m,  die  2^®  mit  n  multiplizirt  hat,  so  erscheint 
Gleichheitszeichen  der  Nenner  des  obigen  Ausdruckes  von 
dessen  Substitution: 

s 
wird,  welche  Gleichung  sofort  die  Werthe  der  drei  Halbaxer 
sobald  man  darin  für  s  die  drei  Wurzeln  der  Gl.  (6)  substit 
Werthe  fallen   nun,    wie  man  sieht,   reell   oder  imaginär  aus 

3 
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TT 

dem  die  Grösse  —  positiv  oder  negativ  sich 
s 

VOD  H  aus  (5)  bekannt   ist,    so    bedarf  mi 

der  Zeichen   der  Wurzeln    der  Gl.    (6); 

bekanntlich  nur  reelle  Wurzeln  zu  und  hat  di 

sehen  Zeichenregel  —  genau  so  viele  positive 

Die  vorgelegte  Gleichung   gehört   endli 
Hyperboloide  mit  einer,  oder  einem  solchen 
dem    diese  Untersuchung   drei,    zwei,    oder 
erkennen  gibt.  —  Erscheinen  alle  drei  Ax( 
die  Fläche,    und    die  vorgelegte  Gleichung 
metrischen  Bedeutung. 

Beispiel.  Die  vorgelegte  Gleichung 

/p2  —  2y2  -\.  xjs  —  2a;  +  4i 

die  Gleichungen  des  Mittelpunktes  werden: 

2x  +  g  —  2  =  0,     —  y  +  1 

aus  welchen  für  den  Mittelpunkt   die  endli 

dinatenwerthe : 

X  =  0,  ^  =  1,  £! 
folgen.  Hiemit  wird  H  ==  -  9 ;  die  cubis 
5»  +  ,s'^  -  ls-~  l 
mit  1  Zeichenwechsel,  folglich  mit  einer  p 
Wurzeln;  da  nun  H  negativ,  so  sind  zwei 
ist  ein  Hyperboloid  mit  einer  Hölung. 

n.  Fall:     J  = 
und  die  Mittelpunktsgleichung 

Die  durch  die  Gl.  (1)  dargestellte  1 
keinen  Mittelpunkt,  und  kann  daher  nur  e 
oder  ein  parabolischer  Cylinder  sein,  welch 
schnitte,  in  welchen  die  FlAche  (l)  von  c 
schnitten  wird,  leicht  unterschieden  werden 
beachten. 

1)  Die  besagten  Hauptschnitte  werdi 
charakteristischen  Binome : 

B^  -  ÄA"  =  d ,  B"'  -  AA"  =  (3 
als  Ellipsen,  Hyperbeln  oder  Parabeln  (m 
terisirt,  je  nachdem  diese  Binome  negativ, 
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2)  Das  elliptische  Paraboloid  kann  bekaiuitlich  nicht  in  Hyperbeln^ 
das  hyperbolische  nicht  in  Ellipsen  geschnitten  werden;  diese  Binome 
werden  daher  nothwendig  einerlei  Zeichen  haben,  können  jedoch  auch 
zum  Theil  oder  alle  =  0  sein. 

3)  Da  die  Axe  eines  Paraboloides  nicht  zu  allen  drei  coordinirten 
Ebenen  parallel  sein  kann,  und  diese  Flächen  bekanntlich  nur  von  zur 
Axe  parallelen  Ebenen  in  Parabeln  geschnitten  werden  können,  so  muss, 
soll  die  Fläche  (1 )  einem  Paraboloide  angehören,  mindestens  eines 
der  drei  Binome  von  0  verschieden  sein,  und  das  Zeichen  dieses  Binoms 
—  ob  negativ  oder  positiv  —  entscheidet  ftSr  das  elliptische  oder 
hyperbolische  Paraboloid. 

4)  Ein  parabolischer  Cylinder  kann  nur  in  Parabeln  und  geraden 
Unien  geschnitten  werden;  für  diese  Fläche  müssen  daher  alle  drei 
Binome  verschwinden. 

Beisp.  1)  Die  gegebene  Gleichung  sei: 

3/^2  ^  4^2  +  ^^  +  6a?^  —  2yjs^  +  '2x~'  1=0; 
man  findet  als  Gleichungen  des  Mittelpunktes: 

3a;  +  3y  +  1  =  0 ;     4y  +  3jc  —  ^  =  0;     js  —  y-^0\ 
die  Differenz  der  beiden  ersten  Gleichungen  ist :  ^  -   js;  —  1  =.^  0  und 
widerspricht  der  dritten  Gleichung:    y—  ^  =  0;    da  ferner  ö  =^ 
B^ — Ä'Ä"  ^^     -3    negativ    ist,    so   ist   die   vorgelegte  Fläche   ein 
elliptisches  Paraboloid. 

Beisp.  2)  Aus  der  Gleichung  [§,  284 J: 

bxz  —  ayz  -^  ßx  —  ay  -^zz  0 
folgen  die  Gleichungen  des  Mittelpunktes: 

ft^ß-  -j-  /?  =  0 ,     a^  -|-  a  =  0 ,     bx  —  ay  =  0, 
von  welchen  die  beiden  ersten  einen  Widerspruch  enthalten;  femer  ist 
d  :==:  l  a^  positiv;  die  Gl.  gehört  daher  zu  einem  hyperbolischen 
Paraboloide. 

III.  Fall:     J  =  0, 

und  die  Mittelpunktsgleichungen  unbestimmt. 

Dieser  Fall  wurde  bereits  in  §.  288  [3)  a)  und  b}]  vollständig  erörtert. 
Man  hat  nur  zu  untersuchen,  ob  die  Mittelpunktsgleichungen  sich  auf 
zwei  oder  nur  auf  eine  Gleichung  reduciren. 

Im  1***"  Falle  bedeutet  die  Gleichung  einen  elliptischen  oder  hyper- 
bolischen Cylinder ;  und  da  ein  Cylinder  nicht  gleichzeitig  von  jeder  der 
drei  coordinirten  Ebenen  in  zwei  parallelen  Geraden  geschnitten  werden 
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kann,  so  muss  mindestens  eines  der  Binome  d, 
verschieden  sein,  dessen  Zeichen  zugleich  die  beiden  i 
kannte  Weise  von  einander  unterscheidet. 

Im  2''®"  Falle  bedeutet  die  Gleichung  ein  System 
Ebenen,  und  die  drei  Binome  werden  sämmtlich  der  N 

In  beiden  FSlFen  kann  übrigens    der  Ort  der  Gl. 
sein;    beide  Cylinder  können  in    eine  Gerade,    der 
zwei    sich    s  c  li  n  e  i  d  e  n  d  e    Ebenen,     und    das    S. 
parallelen  Ebenen    in   eine    einzige  Ebene   degene 
zwei  zu  den  coordinirten  Ebenen  parallel  geführte  Sehr 
über  ohne  Schwierigkeit  die  nöthige  Auskunft. 

Beispiel.     Die  gegebene  Gleichung  sei: 
ix^  +  "2^^  +  ixy  —  ^xe  —  '2yz  —  Vly  +  Gjr 
die  Gleichungen  des  Mittelpunktes: 
4^  +  2y  —  S^-  =  0 ;     20?  —  ;er  —  ß  =  O ;     —?,x  —  y 
sind  unbestimmt  und  reduciren  sich  auf  zwei,  da  die 
selben   gezogenen  Werthe   von  x   und    y   die    3*^®  Gleit 
Werth  von  z  identisch  machen.    Die  Gleichung   gehört 
linder  an  und  zwar  einem  hyperbolischen,  dad  = 
positiv  ist,  und  der  Schnitt  durch  die  Ebene  der  xy  die 
bei:    4a;*  -|-  ^xy  —  12y  —  1=0  darbietet.    Man  ka 
Gleichung  auf  die  Form : 

\.[x  —  \zY  —  1 
\¥'—\{x-\z) 

bringen  und  erkennt  in  dieser  sogleich  die  für  cylin 
charakteristische  Gleichungsform :  y  —  bz  =  q){x  —  a/t 


|^  =  r. 
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